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. Vorwort

I.1. Uber dieses Skriptum

Dies ist ein erweiterter Mitschrieb der Vorlesung ,, Analysis II“ von Herrn Schmoeger im Som-
mersemester 05 an der Universitiat Karlsruhe (TH). Die Mitschriebe der Vorlesung werden mit
ausdriicklicher Genehmigung von Herrn Schmoeger hier veréffentlicht, Herr Schmoeger ist fiir
den Inhalt nicht verantwortlich.

1.2. Wer

Gestartet wurde das Projekt von Joachim Breitner. Beteiligt am Mitschrieb sind aufer Joachim
noch Pascal Maillard, Wenzel Jakob und andere.

1.3. Wo

Alle Kapitel inklusive BTEX-Quellen kénnen unter http://mitschriebwiki.nomeata.de abge-
rufen werden. Dort ist ein Wiki eingerichtet und von Joachim Breitner um die KTEX-Funktionen
erweitert. Das heiftt, jeder kann Fehler nachbessern und sich an der Entwicklung beteiligen. Auf
Wunsch ist auch ein Zugang tiber Subversion moglich.
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1. Der Raum R"

Sein € N. R" = {(z1,...,2n) : 21,...,2, € R} ist mit der iiblichen Addition und Skalarmulti-
plikation ein reeller Vektorraum.
e1 :=(1,0,...,0), ea:=(0,1,0,...,0), ..., ey :=(0,...,0,1) € R™.

Definition
Seien ¢ = (l’l,..-,xn)ay = (yla" 7yn) eR"

(1) z-y:=ay:=x1y1 + - - - + Ty, heilst das Skalar- oder Innenprodukt von z und y.
2) ||z|]| = (= - m)% =¥+ + x%)% heifst die Norm oder Linge von z.
(3) ||z — yl|| heifst der Abstand von z und y.

Beispiele:
M) el =1G=1...n)

2) n=3:](1,2,3)]| = (1+4+9)2 =14
Beachte:

(1) z-yeR

@) llz|? =22

Satz 1.1 (Rechenregeln zur Norm)

Seien z,y,z € R", a, € R, x = (z1,...,2n), Y= (Y1,---,Yn)
1) (x4 By) -z =alz-2)+ (Y- 2), z(ay + fz) = alzy) + f(z2)

2) lz = 03 llz[| =0 <= = =0

3

lez]| = [z

5) Il +yll <zl +llyll
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(1)
(2)
(3)
(4) |z - y| < ||lz[lly|] Cauchy-Schwarzsche Ungleichung (CSU)
(5)
©) [llzll = llylll < ll= =yl

(7)

) Jajl < ol <ol + o] + .+ fza] (G=1,...,n)

Beweis
(1) , (2), (3) nachrechnen.



1. Der Raum R"™

(6) Ubung.

Z}l:l(xj—ayjf = Zyzl(x§—2aa:jyj +a%y?) = a—2ab+a’c = a—20b+ lc’—zc = a—% =

0<ac—b? = b* <ac = (ay)” < [z]?|y]*

(4) OBdA:y#0also ||y >0.a=z-z= |z, bi=zy, c:= |y’ =y -y, a:=2.0<

) 5
() [le+yl? = (@+y)(@+y) = z-z+2ry+y-y = ||zl +2zy+[yl]* < [z +2[xy|+[|yl]* <
l? + 2l [yl + lyl* = (=]l + ly1)>
(7) |z> = 1:? <a?+...4+22 =|z|> = 1. Ungleichung; v = z1e1+... + 246, = |z =
(5)
lzier + ...+ zpenl|| < [Jzier]| + ...+ |znen| = |z1] + ... + |25 n

Seien p, q,l € N. Es sei A eine reelle pxg-Matrix.

N[

11 ‘e alq

P
A= : : Al == Z Za?k Norm von A
apr - Qg j=1 k=1
Sei B eine reelle gxl-Matrix (= AB existiert). Ubung: ||AB| < || Al|||B||
z1
Sei x = (z1,...,24) € R9. Az := A | : | (Matrix-Vektorprodukt).
Lq
Es folgt:
[Az]| < [[Al[ll=
Definition

Sei zg € R", 0 >0, A, U CR".

(1) Us(zo) :={x € R": ||z — zo|| < 6} heift 6-Umgebung von xy oder offene Kugel um z
mit Radius 6.
(2) U ist eine Umgebung von xg : <= 36 > 0: Us(xg) C U.

(3) A heifst beschrénkt : <= 3¢ >0: ||a|| < cVa € A.

(4) xo € A heift ein innerer Punkt von A : <= 3§ > 0: Us(zo) C A.
A° :={x € A: z x ist innerer Punkt von A} heift das Innere von A. Klar: A° C A.

(5) A heift offen : <= A = A°. Zur Ubung: A° ist offen.

Beispiele:
(1) offene Kugeln sind offen, R™ ist offen, () ist offen.

(2) A={z eR": ||z — x| <}, A° = Us(xo)
(3) n=2: A= {(x1,22) ER" : 9 = 2%}, A° =1

Definition
ACR"®

(1) zp € R™ heift ein Hiufungspunkt (HP) von A : <= V§ > 0: (Us(xo)\{z0}) N A # 0.
H(A) = {z € R" : z ist Haufungspunkt von A}.



(2) zp € R™ heikt ein Bertihrungspunkt (BP) von A : <= V§ > 0 : Us(xzo) N A # 0.
A :={z € R": x ist ein Beriihrungspunkt von A} heift die Abschliefung von A. Klar:
A C A. Zur Ubung: A = AU (A).

(3) A heifit abgeschlossen : <= A = A. Zur Ubung: A ist abgeschlossen.

(4) zy € R™ heifst ein Randpunkt von A : <= V0 > 0 : Us(xg) N A # 0 und Us(xo) N
(R™A) # 0. 0A := {x € R™ : z ist ein Randpunkt von A} heift der Rand von A. Zur
Ubung: 0A = A\ A°.

Beispiele:
(1) R™ ist abgeschlossen, ) ist abgeschlossen;

A =Us(zo) = {z € R" : ||z — 20| < 6} (abgeschlossene Kugel um zy mit Radius §)

(2) OUs(xo) = { € R : [lz — 2o = 6} = OV (o)
(3) A={(r1,22) ER} 29 =22} A=A =0A

Satz 1.2 (Offene und abgeschlossene Mengen)
(1) Sei A C R™. A ist abgeschlossen : <= R™\A ist offen.

2) Die Vereinigung offener Mengen ist offen.
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(2)
(3) Der Durchschnitt abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.
(4) Sind Ay, ..., A, CR" offen = (_; A; ist offen

(5)

5) Sind A4,..., A, C R™ abgeschlossen —> ﬂ;”zl A; ist abgeschlossen

Beispiel
(n=1). Ay := (0,1 +1) (t > 0). Jedes Ay ist offen. o, Ar = (0, 1] ist nicht offen.
Beweis
(1) , = Sei g € R"\A. Annahme: V6 > 0 : Us(zo) € R"™\A = V6 > 0: Us(xo) N A #

) = zgc A vor. A, Widerspruch

,<"“ Annahme: C A = 3wg € A:xg ¢ A; also 79 € R"\ A. Voraussetzung = 30 >
0:Us(zg) CRNA = Us(zg)NA=0 = 9 ¢ A, Widerspruch!

(2) Sei (Ax)xem eine Familie offener Mengen und V' := (Jyc5; Ax. Sei zg € V. = JXg €
M :zxg € A)\D. A)\O offen — J0>0: U(;(.Z'o) - Az\o cVv

(3) folgt aus (1) und (2) (Komplemente!)

(4) D:=(\jL, Aj. Seizg € D.Vj € {1,...,m}: g € Aj, also eixistiert §; > 0: Us(xo) C A;.
§ :=min{dj,...,0m} = Us(zo) € D

(5) folgt aus (1) und (4) n






2. Konvergenz im R”

Sei (a®)) eine Folge in R™, also (a®) = (a),a®...) mit a® = (agk),...a%k)) € R™. Die
Begriffe Teilfolge und Umordnung definiert man wie in Analysis 1. (a(k)) heifst beschrankt
ce= Fc>0:[a®| <cVEkeN.

Definition (Grenzwert und Beschréinktheit)

(a'®) heikt konvergent : <= Ja € R" : |[a®) —a| - 0 (k = o0) (<= Fa € R": Ve >
03ko € N : [[a®) — a|| < e Vk > ko). In diesem Fall heikt a der Grenzwert (GW) oder Limes
von (a®)) und schreibt: a = limy_,oc a® oder a®¥ — a (k — o0)

Beispiel
(n =2):a® = (1,1 + &) (Erinnerung: 1 konvergiert gegen 17); a := (0,1); [|a®) — a| =

1
(G )l = (5 + 50)2 = 0 = a® = (0,1)

Satz 2.1 (Konvergenz)
Sei (a®)) eine Folge in R™.
(1) Sei al®) = (agk), e ,aglk)) und a = (aq,...,a,) € R™ Dann:

(k)

a® = a (k= o0) = ay —ay,...,a® = a, (k— o)

(2) Der Grenzwert einer konvergenen Folge ist eindeutig bestimmt.

(3) Ist (a®) konvergent = a(*) ist beschrinkgt und jede Teilfolge und jede Umordnung
von (a®)) konvergiert gegen lim a(®).

(4) Sei (b(k)) eine weitere Folge, a,b € R” und a € R. Es gelte a®*) — a, b*) — b Dann:
[a®]| = Jal

a® 4+ a4 b

k)

OdCL( — aa

a® b g

(5) Bolzano-Weierstra®: Ist (a(*)) beschrinkt, so enthilt (a(*)) eine konvergente Teil-
folge.

(6) Cauchy-Kriterium: (a(*)) konvergent <= Ve > 0 3kg € N : [a® — o] <
e Vk, 1 > ko
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2. Konvergenz im R"

Beweis
(1) 1.1(7) = \a§~ —aj| < la® —al| <30, |a —aj| = Behauptung.

(2) u
(3) wie in Analysis I.
(4)

4) folgt aus (1)

(5) Sei (a®)) beschriinkt. O.B.d.A: n = 2. Also a®) = (agk),agk)) L1(7) = |a1 l, \aQ

| <
[a®)]| VE € N = (agk),agk)) sind beschrinkte Folgen in R. Analysis 1 = (a g )
enthélt eine konvergente Teilfolge (agkj )). (aékj )) enthilt eine konvergente Tellfolge(aék l)).

Analysis 1 = (agk”)) ist konvergent g (a*1)) konvergiert.

v

(6) ,, = “: wie in Analysis 1. ,,<* 1.1(7) = ]agk) —ag-l)| < a® —a®W|| (G =1,...,n) =

jede Folge (ag-k)) ist eine Cauchyfolge in R, also konvergent g (a®)) konvergiert. n

Satz 2.2 (Haufungswerte und konvergente Folgen)
Sei A CR"”

(1) zo € H(A) < 3 Folge () in A\ {z0} mit 2¥) — ;.

(2) g € A <= 3 Folge () in A mit 2¥) — .

(3) A ist abgeschlossen <= der Grenzwert jeder konvergenten Folge in A gehort zu A.
(4)

4) A ist beschrinkt und abgeschlossen <= jede Folge in A enthélt eine konvergente

Teilfolge, deren Grenzwert zu A gehort.

Beweis
(1) Wie in Analysis 1

(2) Fast wortlich wie bei (1)
(4) Wortlich wie in Analysis 1
(3) ,, = “ Sei (a®)) eine konvergente Folge in A und z¢ := lim a® 2, zo€ A

Z.Z:AQA.Seix()GA%$0€A.A180:A:A. -

Satz 2.3 (Uberdeckungen)
A C R” sei abgeschlossen und beschrénkt

(1) Iste >0 = JaW,...,a™ ecA:AC U

(2) 3 abzihlbare Teilmenge B von A : B = A.
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(3

) Uberdeckungssatz von Heine-Borel: Ist (G))xcas eine Familie offener Mengen
m

mit A C U G, dann existieren A1,..., A € M : A C U Gy, -
reM j=1

Beweis

(1)

Sei £ > 0. Annahme: Die Behauptung ist falsch. Sei a) € A. Dann: A ¢ U.(aV)) =
3 € A:a? ¢ U(aM) = [a® —aV| > e A ¢ U(aM) U U(a?) =
Ja®) € A [[a® —a®| > ¢, [|a® —aV|| > e etc.. Wir erhalten so eine Folge (a(*))
in A: [[a® —a®| > ¢ fiir k # 1. 2.2(4) = (a®) enthilt eine konvergente Teilfolge

2:1(6) Jjo € N: [[a®) — a®)|| < £ V4,1 > jo, Widerspruch!

Sei j € N. g := ]l (1) = 3 endl. Teilmenge B; von A mit (¥) A C U Ui(
z€B;

l
J

= U B; = B C A und B ist abzéhlbar. Dann: B CA Yoy, Noch zu

jeN

zeigen: A C B. Sei g € A und ¢ > 0: zu zeigen: Us(zo) N B # (. Wihle j € N so, dal

%<5(*) = Jxre€BjCB: 20€Ui(r) = ||x0—xH<%<(5 = z € Us(xg) =
J

x € Us(zo) N B.

Teil 1: Behauptung: 3¢ > 0: Va € A I\ € M : U( ) € G). Beweis: Annahme: Die
Behauptung ist falsch. Vk € N 3a®) € A (**)U1 k))& Gy VYA€ M.22(4) = (a®)

k;

enthilt eine konvergente Teilfolge (a(kﬂ')) und zg = lhm av e A = dNeM:xy €

G»,; G, offen : 36 > 0: Us(xo) C Gy,. aki) =z, (j > 00) = ImpeN: almo) ¢
U(s (z0) und mg > 2. Sei x € U1 (a(mo)) = ||z — x| = ||lz — al™m0) + alm0) — || <
mQ

Hx—amo H—i—HamO — x| < mo +3<848=6 = x€Us(vo) = z€G),. Also:
Ui (a (m )) C G, Widerspruch zu (**)'

mo

Teil 2: Sei ¢ > 0 wie in Teil 1. (1) = Ja®,... 0™ e A: A C U . Teil 1

= I EM:U(Y)CGy, (j=1,....m) = AC| ]Gy, -

13






3. Grenzwerte bei Funktionen, Stetigkeit

Vereinbarung: Stets in dem Paragraphen: Sei () # D C R” und f : D — R™ eine (vektorwertige)
Funktion. Fiir Punkte (x1,72) € R? schreiben wir auch (z,y). Fiir Punkte (21,2, 23) € R3
schreiben wir auch (z,y,2). Mit = (x1,...,z,) € D hat f die Form f(x) = f(x1,...,z,) =
(fitxr,..y2n), -, fm(x1, ..., 2n)), wobei fj : D =R (j=1,...,m). Kurz: f = (f1,..., fm).

Beispiele:
(1) n=2,m=3. f(x,y) = (v +y,zy,ze"); fi(z,y) =2z +vy, fa(r,y) = 2y, f3(x,y) = we?.

(2) n=3m=1 f(z,y,2) =1 +2° +y*> + 2*

Definition
Sei zp € H(D).

(1) Seiyy € R™. li\m f(z) = yo : <= fiir jede Folge () in D \ {zo} mit 2*) — x4 gilt:
T—x0

f(@®) — yo. In diesem Fall schreibt man: f(z) — yo(z — ).

(2) lim f(x) existiert : <= Jyp € R™: li)m f(z) = yo.
T—T0

Tr—xT0
Beispiele:
(1) f(z,y) = (z +y,zy,ze’); lim  f(z,y) = (2,1,¢e), denn: ist ((zx,yn)) eine Folge mit
(z,y)—(1,1)
(2.y) = (L1) = (zpom) > (1L1) 2 o > Ly = 1 = 25+ 5 — 2,255 —

1, 2eY% — ¢ 24 (g, yk) — (2,1,€).

| Zs , falls (x,y) # (0,0)
@) fy) = {0 " , falls (z,y) = (0,0)
F(7:0) =00 (k= 00),(3,0) = (0,0), f(5, %) = 3 = 3 (k= 00), (1, 5) = (0,0), d'h

) =13
(z,y%igto,o) f(z,y) existiert nicht! Aber: ig%(él_% flz,y)=0= ilgll)(ili% f(z,y)).

Satz 3.1 (Grenzwerte vektorwertiger Funktionen)
(1) Ist f = (f1,---, fm) und yo = (Y1, .., ym) € R™, s0 gilt: f(z) = yo (z — x0)
fi@) =y (x = 20) (j=1,....m)

(2) Die Aussagen des Satzes Ana I, 16.1 und die Aussagen (1) und (2) des Satzes Ana I,
16.2 gelten sinngeméf fiir Funktionen von mehreren Variablen.

Beweis
(1) folgt aus 2.1

(2) wie in Ana I n
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3. Grenzwerte bei Funktionen, Stetigkeit

Definition (Stetigkeit vektorwertiger Funktionen)
(1) Sei zo € D. f heifit stetig in o gdw. fiir jede Folge (z*)) in D mit (2®) — z¢ gilt:
f(z®) = f(xo). Wie in Ana I: Ist 9 € D N H(D), so gilt: f ist stetig in zp <=
Tim f(2) = F(x0)
(2) f heift auf D stetig gdw. f in jedem z € D stetig ist. In diesem Fall schreibt man:
feC(D,R™) (C(D) = C(D,R)).

(3) f heit auf D gleichméflig (glm) stetig gdw. gilt:
Ve>036>0:||f(x)— fy)||<eVa,yeD:|lz—y| <6

(4) f heift auf D Lipschitzstetig gdw. gilt:
AL 20 |[f(x) = fFW)Il < Lllz — yl| Vo,y € D.

Satz 3.2 (Stetigkeit vektorwertiger Funktionen)
(1) Sei zgp € Dund f = (fi,..., fm). Dann ist f stetig in zo gdw. alle f; stetig in x¢ sind.
Entsprechendes gilt fiir ,stetig auf D“,  glm stetig auf D“, | Lipschitzstetig auf D“.

(2) Die Aussagen des Satzes Ana I, 17.1 gelten sinngeméf fiir Funktionen von mehreren
Variablen.

(3) Sei zp € D. f ist stetig in z¢p gdw. zu jeder Umgebung V von f(zg) eine Umgebung
U von xg existiert mit f(UN D) C V.

(4) Sei ) £ E CR™, f(D) C E, g : E — RP eine Funktion, f stetig in 29 € D und ¢
stetig in f(xp). Dann ist go f : D — RP stetig in xo.

Beweis

(1) folgt aus 2.1
(2) wie in Ana 1
(3) Ubung

(4)

wie in Ana 1 -

Beispiele: x
cispicle {+ @) 0.0 p g

1) f(z,y) = 0, (5.9) = (0.0)
f(3:2)=3—=3#0=f(0,0) = fistin (0,0) nicht stetig.

sin(zy), y#0
; y=0

8 <=

(2) flz,y) = {

Fiir y #0: | f(2,y) — £(0,0)] = & |siney)] < & fey| = Jal.

Also gilt: | f(z,y)—f(0,0)] < |z ¥(z,y) € R* = f(z,y) = f(0,0) ((z,y) — (0,0)) =
f ist stetig in (0,0).
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(3) Sei ® € CY(R), ®(0) =0, ®'(0) =2 und a € R.

M () #(0,0)
— a2+ ’ ’ ’
frs { T =00

Fiir welche a € R ist f stetig in (0,0)7

N[

Fall 1: a =0

f(z,y) = 0V(z,y) € R2\{(0,0)} = f ist in (0,0) nicht stetig.

Fall 2: a #0

ri=a2?+y% (2,9) = (0,0) <= ||(z,y)|]| =0 < r =0, Sei (x,y) # (0,0). Dann gilt:

f(x,y) = Plar) — 2Aar)-2O0) _ ,2(a)=2(0) 39 a®’(0) = 2a. Das heift: f(z,y) —

T r—0 ar—0

2a ((z,y) — (0,0)).
1 1

Daher gilt: f ist stetig in (0,0) <= 2a =35 <= a= 3.

Definition (Beschrinktheit einer Funktion)
f D — R™ heift beschrankt (auf D) gdw. f(D) beschrankt ist ( <= 3¢ > 0 : ||f(z)]| <
cVx € D).

Satz 3.3 (Funktionen auf beschrinkten und abgeschlossenen Intervallen)
D sei beschrénkt und abgeschlossen und es sei f € C(D,R™).

1

(1)
(2)
(3)
(4)

f(D) ist beschréankt und abgeschlossen.
f ist auf D gleichméfig stetig.

3) Ist f injektiv auf D, so gilt: f~1 € C(f(D),R").

4) Ist m =1, so gilt: Ja,b € D : f(a) < f(x) < f(b) Vz € D.

Beweis
wie in Ana 1. m

Satz 3.4 (Fortsetzungssatz von Tietze)
Sei D abgeschlossen und f € C(D,R) — 3IF € C(R",R™): F = f auf D.

Satz 3.5 (Lineare Funktionen und Untervektorrdume von R"™)
(1) Ist f : R™ — R™ und linear, so gilt: f ist Lipschitzstetig auf R"™, insbesondere gilt:
feCR"R™).

(2) Ist U ein Untervektorraum von R", so ist U abgeschlossen.
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3. Grenzwerte bei Funktionen, Stetigkeit

Beweis
(1) Aus der Linearen Algebra ist bekannt: Es gibt eine (m x n)-Matrix A mit f(x) = Az. Fir
z,y € R™ gilt: [[f(z) = f(y)l| = [|[Az — Ayl| = [[A(z — y)[| < [[A]] - [l = y]]

(2) Aus der Linearen Algebra ist bekannt: Es gibt einen UVR V von R" mit: R* =U ¢ V.
Definiere P : R” — R" wie folgt: zu © € R" existieren eindeutig bestimmte v € U, v € V
mit: x = u+v; P(z) = u.

Nachrechnen: P ist linear.

P(R") = U (Kern P =V, P2 = P). Sei (u*)) eine konvergente Folge in U und zq :=
limu®, z.2.: zg € U.

Aus (1) folgt: P ist stetig = Pu®) - P(zg) = z¢ = limu® = lim P(u(®)) =
P(x) € P(R™) = U. =
Definition (Abstand eines Vektor zu einer Menge)
Sei ) # A CR" ze€R™ d(x,A) :=inf{||z — al| : a € A} heifit der Abstand von x und A.
Klar: d(a, A) = 0 Va € A.

Satz 3.6 (Eigenschaften des Abstands zwischen Vektor und Menge)
(1) [d(z, A) = d(y, A)| < [l —y|| Yo,y € R".

2) d(z,A) =0 <= z €A

Beweis
(1) Seien z,y € R™. Seia € A. d(x,A) < ||z —al|| =z —y+y—al|| <|lz—y|| + ||y — al|
= d(@,A) —|lz —yl| < [ly —al]| Va € A
— d(z, 4) — ||z — yl| < d(y, A)
— d(z, A) — d(y, A) < Jlz — ]
(v,

Genauso: d(y, A) —d(z, A) < |ly — z|| = ||z — y|| = Beh.
(2),< Seiz e 4 22 I Folge (@) in A:a® =2 H ga®, A) = dz,4) —
d(z,A) =0
»= Sei d(z,A) = 0. Yk € N3a® € A: [|a® — z|| < T = a®) >z 22 g e A n
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4. Partielle Ableitungen

Stets in diesem Paragraphen: () # D C R", D sei offen und f : D — R eine reellwertige
Funktion. z¢ = (m&o), . (0)) € D. Seije{l,...,n} (fest).

Die Gerade durch zg mit der Richtung e; ist gegeben durch folgende Menge: {xg +te; : t € R}.
D offen = 36 > 0: Us(xo) C D. ||xo+te;—xo|| = [[te;|| = |[t| = zo+e; € D fiirt € (—9,0).
g(t) = flao +tej) (t € (—6,8)) Es st g(t) = f(21”, ...l 2! 14,20, al)
Definition

f heifit in xo partiell differenzierbar nach x; : <= es exisitert der Grenzwert

lim f(zo + tej) — f(zo)
t—0 t

und ist € R. In diesem Fall heifst obiger Grenzwert die partielle Ableitung von f in z¢ nach x;
und man schreibt fiir diesen Grenzwert:

fu;(z0) oder g:i: (x0)

Im Falle n = 2 oder n = 3 schreibt man f;, f,, f. bzw. %, %ij, g—g

Beispiele:
(1) f(z,y,2) = ay + 22 + Y folw,y,2) = y+ e = F(a,y,2). fo(1,1,2) = 1+ €2
fy('rvyvz) = x_‘_ex—i_y' fz(mayv ) - 2Z - ﬁ(m yv )

Sei x # 0: f;(7) = z%ﬁ%gj - %

Sei  — 0: L0-0)—F(0.0....0) _

1, t>0 L. . .
. |§|:{ — fist in (0,...,0) nicht parti-

-1, t<0
ell differenzierbar nach z;. Analog: f ist in (0,...,0) nicht partiell differenzierbar nach
T2y...,Tp
3) f(ay) = L7 @9 # O
0, (z,y) = (0,

M =0—=0(t—0) = fistin (0,0) partiell differenzierbar nach z und
f=(0, 0) = 0. Analog: f ist in (0,0) partiell differenzierbar nach y und f,(0,0) = 0. Aber:
f ist in (0,0) nicht stetig.

Definition
(1) f heilt in xy partiell differenzierbar : <= f ist in z( partiell differenzierbar nach allen
Variablen z1, ..., z,. In diesem Fall heifst grad f(z¢) := V f(z0) := (faoy (z0),- -+ fa, (T0))

der Gradient von f in zg.
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4. Partielle Ableitungen

(2) f ist auf D partiell differenzierbar nach x; oder f;, ist auf D vorhanden : <= f ist in
jedem z € D partiell differenzierbar nach ;. In diesem Fall wird durch z + f;, () eine
Funktion f;, : D — R definiert die partielle Ableitung von f auf D nach x;.

(3) f heift partiell differenzierbar auf D : <= f,,,..., fz, sind auf D vorhanden.

(4) f heit auf D stetig partiell differenzierbar : <= f ist auf D partiell differenzierbar und
fers -+ fu, sind auf D stetig. In diesem Fall schreibt man f € C'(D,R).

Beispiele:
(1) Sei f wie in obigem Beispiel (3). f ist in (0,0) partiell differenzierbar und grad f(0,0) =
(0,0)
(2) Sei f wie in obigem Beispiel (2). f ist auf R™\{0} partiell differenzierbar und grad f(z) =
(ko o) = @ (@ #0)
Definition

Seien j,k € {1,...,n} und f;, sei auf D vorhanden. Ist f,, in 29 € D partiell differenzierbar
nach x, so heifst

82
oy (0) 1= gt (a0) = (£),, 20)

die partielle Ableitung zweiter Ordnung von f in zg nach x; und zj. Ist k = j, so schreibt man:

0% f B 0% f
@(xo) N Ox;0x; (wo)

J

Entsprechend definiert man partielle Ableitungen héherer Ordnung (soweit vorhanden).

a5f 8180]0

Schreibweisen: f;;,.. = W? vergleiche: m

Beispiele:
(1) f(m,y) = $y+y2> fx($ay) =Y, fea =0, fy =x+ 2y, fyy =2, fxy =1, fy:p =1

(2) f(xvya Z) = xy+2’2€x, fx = y+z2er’ fccy = 17 fa:yz =0. fz = zzera fzy = 07 fzya: =0.

X 3327 2
W=, () #(0,0)
0, (z,y) = (0,0)

(3) flz,y) = {

Ubungsblatt: f.,,(0,0), f,:(0,0) exisitieren, aber fy;(0,0) # f,.(0,0)

Definition
Sei m € N. f heifst auf D m-mal steig partiell differenzierbar : <= alle partiellen Ableitungen
von f der Ordnung < m sind auf D vorhanden und auf D stetig. In diesem Fall schreibt man:

feC™D,R)

C°(D,R) :=C(D,R), C*(D,R):= (] C*D,R)
keNp

Satz 4.1 (Satz von Schwarz)
Es sei f € C?(D,R), 2o € D und j,k € {1,...,n}. Dann: fe;2.(20) = fara; (o)
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Satz 4.2 (Folgerung)
Ist f € C™(D,R), so sind die partiellen Ableitungen von f der Ordnung < m unabhéngig
von der Reihenfolge der Differentation.

Beweis
O.B.d.A: n = 2 und z9p = (0,0). Zu zeigen: f;,(0,0) = fy2(0,0). D offen = 36 > 0 :
Us(0,0) C D. Sei (z,y) € Us(0,0) und = # 0 # y.

V= f(x7y) - f(l',()) - (f(oay) - f(0,0)), gp(t) = f(t’y) - f(t,O)

fiir ¢ zwischen 0 und z. ¢ ist differenzierbar und ¢'(t) = f.(t,y) — f2(t,0). p(z) — p(0) = V.

MWS, Analysis 1 = 3¢ = £(z,y) zwischen 0 und z: V = z¢/(§) = z(f.(,y) —

g(s) == fu(& s) fiir s zwischen 0 und y; g ist differenzierbar und ¢'(s) = fuy(§,s). Es ist
(&;m)-

2(9(y) — 9(0)) 2% 2yg/(n), 1 =n(x,y) zwischen 0 und y. —> V = 2y fa,

( =
f(x,t) = f(0,t), t zwischen 0 und y. ¢'(t) = fy(x,t) — f,(0,¢). V = (y) —¢

(_) ). Analog
= 7j(z, ) und € = £(z,y), 7 zwischen 0 und y, € zwischen 0 und z. V = 2y fy. (£, 7). (2)
Aus (1), (2) und @y # 0 folgt fry(&,m) = fuul& ) (@,9) > (0,0) = &&mn —0 L=
f:(:y(oa = fy:c(o O) | |
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5. Differentiation

Vereinbarung: Stets in dem Paragraphen: ) # D C R™ D offen und f : D — R™ eine
Funktion, also f = (f1,..., fm)

Definition
(1) Sei k eN. f € CF(D,R™) : <= f; € CK(D,R) (j =1,...,m)

(2) Sei xzg € D. f heift partiell differenzierbar in zg : <= jedes f; ist in x¢ partiell differen-
zierbar. In diesem Fall heifst

oh ... oA
87f L M o - ox1 (550) O (l’o)
ox ($0) = a(xl l’n) = Jf(l‘o) = : :
1oy %J‘TT(:CO) . g{:: (o)

die Jacobi- oder Funktionalmatrix von f in xg.
Beachte: (1) Jy(xo) ist eine (m x n)-Matrix, (2) Ist m =1 = J¢(xo) = grad f(xo)
Erinnerung: Seil C R ein Intervall, ¢ : I — R eine Funktion, zg € I. ¢ ist in x¢ differenzierbar

ANAL 3, e R ;i ST TR Z0l@)
h—0 h

p(zo +h) —p(zo) —ah _

<= daeR:lim

h—0 h
<= da e R:lim @(xo + h) — p(x0) — ah =0
h—0 1|
Definition
h) — — Ah
(1) Seizg € D. f heifit differenzierbar (db) in o : <= I(mxn)-Matrix A : ilzh% f(zo+h) Hhﬁ(a%) B
%

0 ()

(2) f heift differenzierbar auf D : <= f ist in jedem z € D differenzierbar.

Bemerkungen:
(i) f ist differenzierbar in xy <= 3(m x n)-Matrix A:

lim f(x) = fwo) — Alx —x0) _ 0

a0 [ = o

(i) Ist m =1, so gilt: f ist differenzierbar in xg

<= Ja €R": lim fxo +h) — flxo) — ah =0 (%)
h—0 Al
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5. Differentiation

(iii) Aus 2.1 folgt: f ist differenzierbar in 29 <= jedes f; ist differenzierbar in .

Satz 5.1 (Differnzierbarkeit und Stetigkeit)
f seiin g € D differenzierbar

(1) f ist in x stetig

(2) f ist in zo partiell differenzierbar und die Matrix A in (%) ist eindeutig bestimmt:
A = J¢(zo). f(z0) := A= Js(x) (Ableitung von f in zo).

Beweis
Sei A wie in (x), A = (aj1), o(h) = HEHLIEOZAN “also: p(h) — 0 (h — 0). Sei ¢ =
(01,---50m). 21 = pj(h) =>0(h—=0) (j=1,...,m)

(1) flzo+h) = f(wo) + Ah + |[hlle(h) = f(zo) (h = 0)

330 =0 (h—0)

(2) Sei j € {1,...,m} und k € {1,...,n}. Zu zeigen: f; ist partiell differenzierbar und

25 (20) = aji. 0j(h) = T(fj(x(ﬁ—h) filzo) = (aj1, ... azm)-h) = 0 (h— 0). Fir t € R
sei h =tey, = o(h) = ﬁ(f(xo—i—tek) —ajpt) =+ 0(t—0) = M aji| —
0 (t = 0) = fjist in xg partiell differenzierbar und f] ( 0) = Gjk. n

Beispiele:
(1)
% ) falls (IL’,y) 7é (070)
= T +
fzy) {0 ’ , falls (z,y) = (0,0)

Bekannt: f ist in (0,0) nicht stetig, aber partiell differenzierbar und grad f(0,0) = (0,0)
5.1 = fist in (0,0) nicht differenzierbar.

(2)
o) = (x2 + y2) sin \/leTyz , falls (x,y) # (0,0)
’ 0 , falls (z,4) = (0,0)
9 (2,9)—(0,0)

Fir (z, 0,0) : x, = (22 + ?) |sin
(z,y) # (0,0) = |f(z,y)] = ( y°) \/—
(0,0) stetig. LEOOOD — dy2gin L = tsin k- 0 (t > 0) = fist in (0,0) par-

tiell differenzierbar nach x und f;(0,0) = 0. Analog f ist in (0,0) partiell differenzier-
bar nach y und f,(0,0) = 0. o(h) = i f(h) il he) \/W(hz + h2) sin

7]
V/h? + h3sin

1
N — 0 (h = 0) = [ ist differenzierbar in (0,0) und f/(0,0) =
17T
N———

beschrankt

grad £(0,0) = (0,0)

< 2?4 g2 = f ist in

1 p—y
h3+h3
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Ubung: f ist in (0,0) stetig.
f(t,O);f(0,0) _ %g —1=1 (t —0). f(O,t);f(0,0) =00 (t— 0)_

— fist in (0,0) partiell db und grad f(0,0) = (1,0).

. h3

Fir h = (h17h2) 7é (070) : p(h) = ﬁ(f(h)—f(0,0)—gradf(0,0)h) = Hi}llH(hQ_,'_hQ h’l) =
1 —hih? _ —hyh2

MRITRT+R3 — (BT +h3)37

Fiit ho = h1 > 0: p(h) = —29 - = L — p(h) » 0 (h — 0) = f ist in (0,0)

(f)?’h3 (V2)3
nicht db.

Satz 5.2 (Stetigkeit aller paritiellen Ableitungen)
Sei zg € D und alle partiellen Ableitungen ngi seien auf D vorhanden und in zq stetig
(j=1,....,m, k=1,...,n). Dann ist f in xo db.

Beweis
O.B.d.A: m =1 und z¢ = 0. Der Ubersicht wegen sei n = 2.

Fir h = (hl,hg) 75 (0,0) :

p(h) = == (f(h) = £(0,0) = (71/2(0,0) + h2f,(0,0)))

=grad f(0,0)-h

f(h) = f(0) = f(h1,h2) — f(0,0) = f(h1,h2) — f(0,h2) + f(0, ha) — £(0,0)

=:Aq =:Ao

o(t) := f(t,ha), t zwischen 0 und hy = A1 = p(h1) — ¢(0), ¢'(t) = fu(t, he)

Aus dem Mittelwertsatz aus Analysis I folgt: 3¢ = {(h) zw. O und by : Ay = h1o(§) = h1 f(§, ha)
In =n(h) zw. 0 und he : Ay = how(n) = ha fr(n, ha)

g P(h) = ||h|\ (hlfx(f h2) hny(0777) (hlf:c( > ) thy(O 0)))
= (€, 1) = 1(0,0), £,(0,m) = £,(0,0)) = hrh- w(h)

::;r(h)

1 CSU 1
= [p(W)] = gplh- oW < mpllpllllo()]] = [lo(h)|
[z, fy sind stetig in (0,0) = wv(h) =0 (h = 0) = p(h) =0 (h — 0) n

Folgerung 5.3
Ist f € CY(D,R™) = f ist auf D db.
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5. Differentiation

Definition

Sei k € Nund f € C¥(D,R™). Dann heift f auf D k-mal stetig db.

2c 1 0

Yz Tz TY

Beispiele:
(1) f(z,y,2) = (#* +y,zy2). Jp(z,y,2) = (

) = f e CY(R3 R?)

22 fist auf R3 db und f(x,y,2) = Jp(2,y,2) V(z,y, 2) € R3.

(2) Sei f:R™ — R™ linear, es ex. also eine (m x n)-Matrix A : f(z) = Az (x € R").

Fiir zg € R™ und h € R™\{0} gilt:
p(h) = Tl (F(zo -+ h) — Flzo) — AR) = = (F(z0) + () — f(wo) — F(1) = 0.

Also: f ist auf R™ db und f/(x) = A Vo € R™. Insbesondere ist f € C1(R", R™).
(2.1) n=mund f(z) = x = Iz (I = (m x n)-Einheitsmatrix). Dann: f/(z) = I Vz € R".
(22) m=1: Ja € R": f(x) = ax (x € R") (Linearform). f'(z) = a Vo € R™.

3)

2 2\ s 1
fag) = L TP o falls(y) £ (0,0)
0 , falls(z,y) = (0,0)

Bekannt: f ist in (0,0) db. Ubungsblatt: fs, f, sind in (0,0) nicht stetig.
(4) Sei I C R ein Intervall und g = (g1,.--,9m) : L = R™; g1,...,9m : L = R.

gistintg € I db < g1,...,9m sind in tg € I db. In diesem Fall gilt: ¢'(tg) =
(91 (o), - - -, gm(t0))-

(4.1) m =2:g(t) = (cost,sint), t € [0,27]. ¢'(t) = (—sint, cost).

(4.2) Seien a,b € R™, g(t) =a+t(b—a), t €[0,1], ¢'(t) =b—a.

Satz 5.4 (Kettenregel)
fseiinxzg € Ddb, ) # E C R™ FE sei offen, f(D) C E und g : E — R? sei db in
yo := f(xp). Dann ist go f : D — RP db in g und

(g0 f) (z0) = g'(f(0)) - f'(z0) (Matrizenprodukt)

Beweis
A= f'(x0), B:=g(yo) =g (f(20)), h:=gof.

[ly—vol

9W)=gwo)=Blu=w0)  falls y € B\ {yo}
9(y) = |
0 , falls y = yo

gist dbinyg = g(y) = 0 (y — yo). Aus Satz 5.1 folgt, dass f stetig ist in 29 = f(x) —
f(@o) = yo (z = z0) = g(f(x)) = 0 (z = z0)
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Es ist g(y) — 9(yo) = |ly — wollg(y) = B(y — vo) Vy € E.

h(zx) — h(xzg) — BA(x — o) _ 1 (9(f(x)) — g(f(z0)) — BA(x — x0))

||z = ol ||z = ol

= (IF(@) — F@)3(F()) + B(f(x) — F(ao)) — BA(x - x0))

[z — zol|

U =10l 57y 4 )= San) = Al —z0),
el L lz o]
=:D(x) - fdb

— 0 (z—x0)

%00 (z—x0)

Noch zu zeigen: D(z) bleibt in der ,N&he* von xy beschriankt.

0< D(z) = [1f (x) = £ (o) Hf;l(i?;oﬁo)JrA(x—xo)H

_ [f@) = flwo) = Al = zo)|  [IA(z — o)l
||z — zo| ||z — xo||

-~

—0 (z—m0) <[lAl

Wichtigster Fall g = g(x1,...,x,,) reellwertig, h(z) = h(z1,...,2,) = g(f1(z1, ...

(90 )(a).
By () = oy (F(@)) 92 @) + 0y (F@) 22) + -+ g, (F(2) Y2 ()

Beispiel
g9=9(z,y,2), h(z,y) = g(zy, x> + y,zsiny) = g(f(z,y)).

he(z,y) = 9o (f(z,9))y + 9y (f(2,9))22 + g:(f (2, y)) siny.
hy(2,y) = g2 (f(2,y)x + gy (f(z,9))1 + g.(f(2,y))x cos y.

Hilfssatz

,.’L‘n),fg(.’ll‘b cee 73571)7 cee

Es sei A eine (m x n)-Matrix (reell), es sei B eine (n x n)-Matrix (reell) und es gelte

(i) BA = I(= (n x n)-Einheitsmatrix) und
(ii) AB = I(= (m x m)-Einheitsmatrix)
Dann: m = n.

Beweis

®(x) := Az(x € R"). Lin. Alg. = @ ist linear, & : R” — R™. B gt injektiv, also Kern® =
0. (ii) Se1 z € R"™ z := Bz W~ AB: = Az = ®(x) = & ist surjektiv. Dann: n =

dimR" 2 dim Kern @ + dim®(R") =

Satz 5.5 (Injektivitdt und Dimensionsgleichheit)
auf f(D). Dann:

(1) m=n

f:D — R" sei db auf D, es sei f(D) offen, f injektiv auf D und f=': f(D) — R" sei db
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5. Differentiation

(2) Vz € D : f'(x) ist eine invertierbare Matrix und f'(z)~! = (f~1)(f(z))

Beachte:

(1) Ist D offen und f : D — R™ db, so muss i. A. f(D) nicht offen sein. Z.B.: f(z) =
sinz, D =R, f(D) =[-1,1]

(2) Ist D offen, f : D — R™ db und injektiv, so muss i.A. f~! nicht db sein. Z.B.: f(z) =
23, D =R, f~!ist in 0 nicht db.

Beweis

von 5.5: g := f~Ywg € D,z := f(x0)( = z0 = g(20)) Es gilt: g(f(x)) = aVx € D, f(g(2)) =

¥z € f(D) 2 g(f(@) f'(x) = IVz € D; f(g(2))-¢'(2) = I¥z € f(D) = g/(20) '(w0) =
=:B =:A

I,f'(20) - g'(20) = I 22 m =nund f'(z0)" = g/(20) = (f1)'(f(0))- ]
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6. Differenzierbarkeitseigenschaften
reellwertiger Funktionen

Definition
(1) Seien a,b € R™; S[a,b] :={a+t(b—a):t € [0,1]} heift Verbindungsstrecke von a und
b

(2) M C R"™ heifst konvex : <= aus a,b € M folgt stets: S[a,b] C M

3) Sei k€ Nund z\"/,... , 2\% e R". S|z\V, ...,z = 5, SV, 2U)] heikt Strecken-
Sei k € N und z® (k) ¢ R™. S[x(0) (k) f LSz, 20)] heifit Streck
zug durch (@, ... () (in dieser Reihenfolge!)

(4) Sei G C R". G heift Gebiet: «= G ist offen und aus a,b € G folgt: 3z ... =) ¢
G:2 =q, 2% =pund Sz, ..., W] C G

Vereinbarung: Ab jetzt in diesem Paragraphen: ) # D C R™ D offen und f : D — R eine
Funktion.

Satz 6.1 (Der Mittelwertsatz)
f D — R sei differenzierbar auf D, es seien a,b € D und Sla,b] C D. Dann:

3§ € Slab]: f(b) = fla) = f(&) (b—a)

Beweis

Sei g(t) :=a+t-(b—a) fir t € [0,1]. ¢([0,1]) = S[a,b] C D. ®(t) := f(g(t))(t € [0,1]) 5.4

— @ ist differenzierbar auf [0,1] und ®'(¢t) = f'(g(t)) - ¢'(t) = f'(a +t(b —a)) - (b — a).

F(b) ~ f(a) = (1) — ®(0) = MWS, AI¥(n) = f'(a+ (b —a)) - (b—a).n € [0,1] .
=:5

Folgerungen 6.2
Sei D ein Gebiet und f,g: D — R seien differenzierbar auf D.

(1) Ist f'(z) =0Vx € D = f ist auf D konstant.

(2) Ist f'(z) =g (x)Ve e D = Jece€R: f=g+caufD.

Beweis
(2) folgt aus (1). (1) Seien a,b € D. Z.z.: f(a) = f(b). 32, ... 2 € D, a;<0> a,z®) = b
S[ZL'(O),.. ™) C DVje{l,...,k} ex. nach 6.1 ein & € S[zU~Y 0] : f(2U )—f(:v] Dy =
f(éj)( ) —200) 20 = @) = f@UD) = f(a) = f@O) = faD) = fa®) =
0
fa®) = f(b) C
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6. Differenzierbarkeitseigenschaften reellwertiger Funktionen

Satz 6.3 (Bedingung fiir Lipschitzstetigkeit)
D sei konvex und f : D — R sei differenzierbar auf D. Weiter sei f’ auf D beschrinkt.
Dann ist f auf D Lipschitzstetig.

Beweis
AL > 0: ||f(x)|| < LVx € D. Seien u,v € D. D konvex = Sfu,v] C D. 6.1 = I €

CcSU
Slu,v] : f(u) = f(v) = f/(§) - (u=v) = [f(u) = f()] = [/ (w=0)] < [IFEllu—v] <

Liju — vl]. n

Satz 6.4 (Linearitét)
Sei @ : R™ — R™ eine Funktion.

® ist linear <= ® € CY(R",R™) und ®(ax) = a®(z) Vx € R" Va € R.

Beweis

=4 OBdA:m=1.Z2:Fa eR": ®(z) =a-a2Vx € R". a := &'(0)P(0) = (2-0) =
2.-9(0) = &) =0.Vz € RWa € R : &(ax) = a®(x) 24 ad’(ax) = ad’(z) Va €

a 1

R"Va e R = &'(z) = ®'(ax) Vo € R" Va # 0. CamdUT ATEN d'(z) = '(0) = a Vo € R™
g(z) = (®(x) — ax)? (x € R"), g(0) = (®(0) —a-0)2 = 0. 5.4 = g ist differenzierbar auf R"
und ¢'(z) = 2(®(x) — azx)(®'(x) —a) =0 Ve € R". 6.2(1) = g(z) =¢g(0) =0Vzr e R" =
®(x) =a- -z VreR"™ n

Die Richtungsableitung Sei () # D C R", D offen, f : D — R und zp € D. Ist a € R™ und
|la|| = 1, so heifit a eine Richtung (oder ein Richtungsvektor).

Sei a € R™ eine Richtung. D offen = 30 > 0 : Us(xg) C D. Gerade durch zp mit Richtung
a:{xo+ta:te R} ||zg + ta — xol| = ||tal| = |t|. Also: g + ta € D fiir t € (=9,9), g(t) =
f(zo +ta) (t € (=6,6)).

f heifst in zg in Richtung a db, gdw. der Grenzwert

lim f(zo +ta) — f(xo)
t—0 t

existiert und € R ist. In diesem Fall heifst

OF (1) i S0 4 1) = ()

Oa t—0 t

die Richtungsableitung von f in zy in Richtung a.

Beispiele:
(1) fist in xo partiell db nach z; <= f ist in zy db in Richtung e;. In diesem Fall gilt:

d 9
ﬁ];(ffo) = ij(fvo)-
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fog) o { Bl @) £ 0,0)
0 , falls (z,y) = (0,0)
zo = (0,0). Sei a = (a1,a2) € R? eine Richtung, also a? + a3 = 1; 7]0(75@);“0’0) =
2 a
%ﬁiﬁffag = 22 Dh:%0,0)ex. <= aja2 =0 < a € {(1,0),(-1,0),(0,1), (0, ~1)}.
: 0
In diesem Fall: 9£(0,0) = 0.
(3) )
royy o [ ls ) £ 00)
0 , falls (z,y) = (0,0)
. . . . fta)—f(0,0) 1 tara?  a1a? =0
rg = (0,0). Sei a = (a1,a2) € R eine Richtung. ——=—=== = ?t2a§+t42a‘2* = a'f’+t22a§

0 ,fallsa; =0
o , falls a1 # 0

al

D.h. 5£(0,0) existiert fiir jede Richtung a € R%. Z.B.: a = Z5(1,1) : $£(0,0) = vl

fla,vz) = 2 =1V¥z >0 = fistin (0,0) nicht stetig.

= 22

Satz 6.5 (Richtungsableitungen)
Sei xg € D, a € R" eine Richtung, f: D — R.

(1) %(a:o) existiert <= %(xo) existiert. In diesem Fall ist:

of _of
a(_a)( 0) _%(ZL‘O)
(2) f seiin xg db. Dann:
(1) %(mo) existiert und
0

8%;(:60) = a-grad f(zo).

(ii) Sei grad f(zo) # 0 und ag := || grad f(zo)||~! - grad f(wo). Dann:

of of af
< = < 24 _ .
8(_%)(330) = 94 (zo) < ag (x0) = || grad f(xo)||
Weiter gilt: 37 (o) < E%(:BO), falls a # ao; (9((37{10)(950) < % (2p), falls a # —ay.

Beweis

(1) UlottCa)=fln) _ _(at=00-f@) _, pe,

(2) (1) g(t) := f(xo + ta) (|t| hinreichend klein). Aus Satz 5.4 folgt: ¢ ist db in ¢ = 0 und
g (0) = f(x9)  a = %(xg) existiert und ist = ¢’(0) = grad f(zo) - a

31



6. Differenzierbarkeitseigenschaften reellwertiger Funktionen

o (i) CSU B 7 1
(i) |5 @o)| 2 lavgrad f(zo)| < llall| grad f(wo)l| = |l grad f (o)l = Tgrmririrey 812 f (o)
grad f(z0) = ao - grad f(z0) 2 2L (ao)

)
— 5 (20) = =L (w0) < Gh(wo) < 5L (o) = || grad f (o)l

Sei 2 () = A (wo) L a. grad f(uo) = || grad fwo)l| = a-ap =1 —>

lla —ao]]? = (a—ao)(a—ap) =a-a—2a-ap+ap-ap=1-2+1=0 = a=aqap. m

Der Satz von Taylor Im Folgenden sei f : D — R zunéchst ,,geniigend oft partiell db“, zo € D
und h = (h,...,h,) € R". Wir fithren folgenden Formalismus ein.

V.= (87 ce 8) (,Nabla“); Vf := <8f’”"8f> = grad f; Vf(xo) := grad f(xo)

ory o, O0x1 Oz,
0 0 —p, 9f of _ (e — b
(h-V) := thm+ Ahnp [“)Tvn (h-V)f := hl@ +...+h, "Dar hgrad f; (h-V)f(xg) := h-grad f(x¢)

k
(h-V)O f(w0) = f(wo). Fitr k € N (h-V)® = (b + ..+ hogl)
(h- V)®f(x0) = Sy Yoy hhi g (o)

n n n 3
(h-V)®) (o) = X5y Sy Sy hihuhi g gt (o)

Beispiel
(n = 2) ch= (hl,hQ).

(h- V) O f(xo) = f(xo), (h-V)Df(wo) =h-grad f(zo) = h1 fu(zo) + hafy(o).

(h- V) [ (20) = (I 2+ o) (o) = W3 (o) +-hahs 2o (o) + hoha 2 (o) + B35 (o).

Satz 6.6 (Der Satz von Taylor)
Sei k €N, f € C*Y(D,R), 29 € D,h € R” und S[zg, 29 + h] C D. Dann:

3 )N f(o) | (b D)

h)
flwo + (k+ 1)

Jj=0

wobei & € S|z, zo + h]

Beweis
®(t) := flxo+th) fiirt € [0,1]. 5.4 = & € CF1[0,1], ®'(t) = f'(wo+th)xh = (hxV) f(xo+th)
Induktiv: @) (t) = (h-V)9 f(zg+th) (j =0,...,k+1,t €[0,1]). ®(0) = f(z0), ®(1) = f(zo+
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£ 00(0)f(z0) | @KV f()

- 3@ (0) = (h- V)0 i -
h); ®D(0) = (h- V) f(x0). Analysis 1 (22.2) = ®(1) ;0 i T o
k- .
. (h-V)V (o) | (h- V)" f (0 +nh)

1 = =
wobei n € [0,1] = f(xo+h) ]2 i + it 1) , i =wzo+nhm
Spezialfall 6.7 Sei f € C?(D,R),z0 € D,h € R", S[zg, 70+ h] C D. Dann:

1 < 2
f(wo + h) = f(wo) + grad f(wo) - h + 5 > hjhkm(xo +nh)

7,k=1
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7. Quadratische Formen

Vereinbarung: In diesem Paragraphen sei A stets eine reelle und symmetrische (n x n)-Matrix,

(A= AT). Also: A = (a;)), dann ajx = ay; (k,j=1,...,n)

Definition
Qa4 :R" — R durch Q4(x) := z(AxT). Q4 heikt die zu A gehérende quadratische Form. Fiir
x=(T1,...,2,) :
n
x) = Z ajRTiTy
k=1
Beispiel

Sei f € C?*(D,R), 9 € D,h € R", S[xg, 20 +h] C D

foiz (T0) - fayz, (%0)

Hf(xo) — fmgxl (I’O) e fwzxn (ﬂUo)

frnm(wo) fwnmn(xo)

heifst die Hesse-Matrix von f in zg. 4.1 = H¢(xo) ist symmetrisch. Aus 6.7 folgt:

Flao+ 1) = f(wo) + rad Fao) - h+ 5 Qus(h) mit B = Hy(zo + nh)

Definition
A heift positiv definit (pd) :<= Qa(z) >0Vz e R"\ {0}
A heifit negativ definit (nd) : <= Qa(z) <0Vx e R"\ {0}
A heift indefinit (id) <— Fu,v eR": Qa(u) >0,Qa(v) <0

Beispiele:

(1) (n=2), A= ( )
Qal(z, y) = az? + 2bzy + cy? ((a:,y) € R2). Nachrechnen:

aQa(z,y) = (ax + by)* + (det A)y* ¥(z,y) € R?

Ubung:
A ist positiv definit <= a>0,detA >0
A ist negativ definit <= a <0,detA >0

A ist indefinit — det A <0
101
@ (=9, A= (848)
Qa(z,y,2) = (x+2)2V (z,y,2) € R3. Qa(0,1,0) = 0. A ist weder pd, noch id, noch nd.
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7. Quadratische Formen

(3) ohne Beweis (— Lineare Algebra). A symmetrisch = alle Eigenwerte (EW) von A
sind € R.
A ist positiv definit <= Alle Eigenwerte von A sind > 0

A ist negativ definit <= Alle Eigenwerte von A sind < 0
A ist indefinit <= J EKigenwerte A\, 4t von A mit A >0, u <0

Satz 7.1 (Regeln zu definiten Matrizen und quadratischen Formen)
(1) A ist positiv definit <= —A ist negativ definit

(2) Qa(ax) = a?Qa(xr) Vx e R" Va € R

(3) A ist positiv definit <= Jc>0:Qa(z) > c|z|? Vo € R"
A ist negativ definit <= Jc>0:Qa(z) < —c|z|? Vo € R"

Beweis
(1) Klar

(2) Qalaw) = (az)(A(az)) = a’z(Az) = a’Qa(z)

(3) ,< Klar. ,, = “ K :={z € R": ||z| = 1} = 9U;(0) ist beschrankt und abgeschlossen.
Q4 ist stetig auf K. 3.3 = Jzp € K : Qa(xo) < Qa(z) Va € K. c:= Qa(xo). A positiv
definit, 7o # 0 = Qa(zg) =c > 0.Seiz € R* \ {0}; 2 := 2 = 2€ K =

[Ell

Q) 2 ¢ = c<Qa(r) 2 °Qal@) = Qux) > claf? .

Satz 7.2 (Stoérung von definiten Matrizen)
(1) A sei positiv definit (negativ definit). Dann existiert ein € > 0 mit: Ist B = (b]k.) eine
weitere symmetrische (n x n)-Matrix und gilt: (%) |aj, — bjx| <€ (j,k=1,...,n), so
ist B positiv definit (negativ definit).

(2) A sei indefinit. Dann existieren w,v € R™ und ¢ > 0 mit: ist B = (bj;) eine weitere
symmetrische (n x n)-Matrix und gilt: (x) |aj — bjx| < e (j,k = 1,...,n), so ist
Qp(u) > 0,Qp(v) < 0. Insbesondere: B ist indefinit.

Beweis
(1) A sei positiv definit L 3> 0: Qa(x) > cl|lz]]* Vo € R™. & := 35 Se1 B = (bjj;) eine
symmetrische Matrix mit (). Fir o = (z1,...,2,) € R" : Qa(z) — Qp(x) < |Qa(x) —
m
c
= | = b <3 Jage = by el < eleln? = 5t =
k=1 =1 N~ n
4 <e <zl <]l
2
Ja

(2) A seiindefinit. Ju,v € R™ : Qa(u) > 0,Q4(v) < 0. a := min {Cﬂg—ﬁg), —QA(”)} = a>
0. ¢:= 5.3 Sei B = (bjy) eine symmetrische Matrix mit (x).
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Wie bei (1)
(w) <

A(u) > 0. Analog: Qp(v) < 0.

eu?Jull* = shzn?[lul® = §llul® <

1
2

Qa(u)

[[ull

2

ul® =

1

2

Qa(u)

-
| |
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8. Extremwerte

Vereinbarung: In diesem Paragraphen sei ) # D CR" f: D — R und 29 € D

Definition
(1) f hat in z( ein lokales Maximum : <= 3§ > 0: f(z) < f(zo) Vx € D N Us(xo).
f hat in z¢ ein lokales Minimum : <= 30 > 0: f(x) > f(zo) Yo € D N Us(xo).
lokales Extremum = lokales Maximum oder lokales Minimum

(2) Ist D offen, f in xo partiel differenzierbar und grad f(zo) = 0, so heift z( ein stationérer
Punkt.

Satz 8.1 (Nullstelle des Gradienten)
Ist D offen und hat f in zg ein lokales Extremum und ist f in xg partiell differenzierbar,
dann ist grad f(zg) = 0.

Beweis

f habe in z( ein lokales Maximum. Also 36 > 0 : Us(xzo) € D und f(x) < f(xo) Vo € U(;(ZC())
Sei j € {1,...,n}. Dann: ¢ + te; € Us(xg) fir t € (—0,0). g(t) := f(xo + te;) (t € (=6,0)). g
ist differenzierbar in ¢ = 0 und ¢'(0) = fzj(z0). g(t) = f(zo +te;) < f(zo) = g(0) Vt € ( J,9).
Analysis 1, 21.5 = ¢'(0) =0 = fyi(z0) =0 n

Satz 8.2 (Definitheit und Extremwerte)
Sei D offen, f € C*(D,R) und grad f(zo) = 0.

(i) Ist H¢(zo) positiv definit = f hat in ¢ ein lokales Minimum.
(ii) Ist Hf(xo) negativ definit = f hat in xg ein lokales Maximum.

(iii) Ist Hy(xo) indefinit = f hat in 2 kein lokales Extremum.

Beweis
(i), (ii) A := Hg(xo) sei positiv definit oder negativ definit oder indefinit. Sei ¢ > 0 wie in
72. f € C}(D,R) = 30 > 0: Us(zo) € D und (%) |fa;a, () — fa,a, (x0)| < € Vo €
Us(zo) (j,k = 1,...,n). Sei z € Us(xg) \ {x0},h := 2 -2y = x =20+ h,h #

0 und S[mo,x0+h] Q Us(xo) 6.7 = In € [0,1] : f(x) = f(zo + h) = f(zo) +
h - grad f(zo) +3Qp(h), wobei B = Hp(zg + nh). Also: (xx) f(z) = f(zo) + QB(h).
=0

A sei posmv definit (negatw definit) L2 Bist positiv definit (negativ definit). aN

0 L) f(z > f(zo) = f hat in x¢ ein lokales Minimum (Mazimum).
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8. Extremwerte

(iii) A sei indefinit und es seien u,v € R™ wie in 7.2. Wegen 7.1 OBdA: |ju|| = ||v|| = 1. Dann:

xo + tu, zg + tv € Us(zo) fir t € (—=9,6). Sei t € (—6,0),t #0. Mit h:=t¢ (73) folgt aus 7.2

und (e4) o+t %) = fwo) +1Qpt ) = o)+ & QW) € f(e0) = f hat
~——

>0/<0 (7.2)
in xg kein lokales Extremum. n

Beispiele:
(1) D=R? f(z,y) = 2% +y*> 22y —5. fr = 222y, f, = 2y —2x; grad f(x,y) = (0,0) <
x = y. Stationdre: (z,z) (z € R).

f:ca::2a fxy:_2:fyx’ fyy:2 I Hf(l‘,ﬂf): (—22 _22>

det H¢(x,x) =0 = Hy(x,x) ist weder pd, noch nd, noch id.
Esist f(z,y) = (z —y)> =5> -5V (z,y) € R? und f(z,x) = -5 Vz € R.

(2) D =R2 f(x,y) =23 — 12zy + 8y°.
fo =322 —12y = 3(2® —4y), f, = —122+24y* = 12(—x+2y?). grad f(z,y) = (0,0) <
2 —dyx=22 = 4t=4y = y=0odery=1 = (z,y) = (0,0) oder
(z,y) =(2,1)

0 —-12
foz =62, foy = —12= fya, fyy =48y. Hy(0,0) = <—12 0 )

det H¢(0,0) = —144 < 0 = H/{(0,0) ist indefinit == f hat in (0,0) kein lokales

Extremum.
12 —12
Hy(2,1) = <—12 48 )

12 > 0,det H(2,1) > 0 = H{(2,1) ist positiv definit = f hat in (2,1) ein lokales
Minimum.

(3) K := {(z,y) € R? : 2,y > 0,y < —x + 3}, f(z,y) = 3zy — 2%y — 2y®. Bestimme
maxf( ),min f(K). f(z,y) = zy(3 —z —y). K = 0K U K°. K ist beschrankt und
3.

abgeschlossen 22 3 (z1,11), (22,32) € K : max f(K) = f(w1,y1), min f(K) = f(2,12).
f>0auf K, f =0 auf 0K, also min f(K) = 0. f ist nicht konstant — f(z2,y2) >
) e K°

0 = (z2,92 31 grad f(x1,x9) = 0. Nachrechnen: (x2,y2) = (1,1); f(1,1) =
1 = max f(K).
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9. Der Umkehrsatz

Erinnerung: Sei zgp € R" und U C R™. U ist eine Umgebung von g <= 3§ > 0: Us(xzg) C U

Hilfssatz 9.1 (Offenheit des Bildes)
Seid >0, f : Us(0) C R™ — R" stetig, f(0) = 0 und V sei eine offene Umgebung von f(0) (= 0).
U:={zx € Us(0): f(x) € V}. Dann ist U eine offene Umgebung von 0.

Beweis
Ubung [ |

Erinnerung: Cramersche Regel: Sei A eine reelle (n x n)-Matrix, det A # 0, und b € R™.

Das lineare Gleichungssystem Az = b hat genau eine Losung: z = (1, ..., 2,) = A~ 'b. Ersetze

in A die j-te Spalte durch b". Es entsteht eine Matrix A;. Dann: z; = C}f;’%.

Satz 9.2 (Stetigkeit der Umkehrfunktion)
Sei ) # D C R, D offen, f € C*(D,R"). f sei auf D injektiv und es sei f(D) offen. Weiter
sei det f/(z) # 0 Vz € D und f~! sei auf f(D) differenzierbar. Dann: f~! € C1(f(D),R").

Beweis
Sei f ' =g=10(g1,---,9n),9 = g(y). Zu zeigen: % sind stetig auf f(D). 5.6 = ¢'(y)-f'(x) =1
(n x n-Einheitsmatrix), wobei y = f(z) € f(D) =
Q) 1 0
@)= :
9n(v) 0 1
= gradg;(y)- f'(z) =¢; = f'(z)" -gradgi(y)’ = e;-r. Ersetze in f'(x)7 die k-te Spalte

durch ejT. Es entsteht die Matrix Ay (z) = Ai(f~'(y)). Cramersche Regel =—> %(y) =

“1 —1
detfelz(f,(x)(y)) = (ilift?f((f—l ((5)))). f € CYD,R), f~! stetig = obige Definitionen hiingen stetig
vony ab = %EC(]C(D),R). =

Satz 9.3 (Der Umkehrsatz)
Sei ) # D C R™, D sei offen, f € C'(D,R"), g € D und det f’(z0) # 0. Dann existiert
eine offene Umgebung U von zy und eine offene Umgebung V' von f(x() mit:

(a) f ist auf U injektiv, f(U) =V und det f'(z) # 0 Vo € U

(b) Fiir f~1:V — U gilt: f~1 ist stetig differenzierbar auf V' und

(f (f@) = (f'(x) Ve e U
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9. Der Umkehrsatz

Folgerung 9.4 (Satz von der offenen Abbildung)
D und f seien wie in 9.3 und es gelte: det f'(z) # 0 Vx € D. Dann ist f(D) offen.

Beweis
O.B.d.A: 29 =0, f(zo) = f(0) =0 und f’(0) = I (=(n x n)-Einheitsmatrix)

Die Abbildungen x — det f/'(z) und x — || f'(z) — IH sind auf D stetig, det f/(0) # 0, || f/(0) —
I|| = 0. Dann existiert ein 6 > 0: K := Us(0) € D, K = Us(0) € D und

(1) det f'(z) # 0 Vo € K und

@) If'(@) =1l < 5; Vo e K

(3) Behauptung: |u—v|| < ||f(u) — f(v)|| Yu,v € K, insbesondere ist f injektiv auf K
(4)

4) f~1ist stetig auf f(K): Seien £,n € f(K), u:= f~1(¢),v:= f~Y(n) = wu,v € K und

(3)
1F7HE) = F7Hm = llu — vl < 2 f(u) = F(0)ll = 2[1€ — 7]l ]
Beweis zu (3): h(z) := f(x) —z (x € D) = h € CYD,R") und h'(z) = f'(z) — I. Sei
h
h=(hl,... hy). Also: b’ = | : |. Seien u,v € K und j € {1,...,n}.
h/

n

() = by ()] E [R5() - (u— )] < 175w = vll < [ (Ellllw = vll, € € S[u,v] € K. (2)

— < &llu—v 1

1

— () = )| = (Sioalhsm) = b)) < (S5 el —v)2)* = Fllu— vl v <

sllu=vll = [lu=vl=f(w) = f )] < [If (w) = f(v) = (u=0)] = [|h(w) k)] < jlu—v] =

(3)

V := Us(0) ist eine offene Umgebung von f(0) (= 0). U := {x € K : f(zx) € V} Klar:
4

UCKCK,0eU,9.1 = U ist eine offene Umgebung von 0. (3) = f ist auf U injektiv.

(1) = detf'(x) #0Vz € U. (4) = f~!ist stetig auf f(U). Klar: f(U) C V. Fiir (a) ist

noch zu zeigen: V C f(U).

Seiy € V.w(z) = |f(z)-yl|* = (f(z)—y) - (f(x)—y) = w e C*(D,R) und (nachzurechnen)

w'(x) = 2(f(x) —y) - f'(z). K ist beschrinkt und abgeschlossen 2% 3, e K (5) w(zy) <

w(z) Vr € K.

Behauptung: z; € K.

Annahme: 21 # K :> x1 € 0K = ||lz1|| = 6. 24/w(0) = 2||f(0) —y|| = 2]]y|| < 2% = g =

lzall

7 = gllen - OH Hf(wl) FON = 11f(1) =y +y = FOI < f (1) =yl = 1£0) =yl =

Vw(@) + w0) = w(0) < w(r)) = w(0) < w(z) (%) w(0), Widerspruch. Also:
1€ K

(5) = w(r) <w(x) Ve e K.81 = w'(r1)) =0 = (f(z1)—y) - f'(z1) = 0; (1)
= f/(x1) ist invertierthar — y = f(z1) = =1 € U = y = f(z1) € f(U). Also:
f(U) =V. Damit ist (a) gezeigt.

(b): Wegen 5.5 und 9.2 ist nur zu zeigen: f~! ist differenzierbar auf V.. Seiy; € V, y € V\{y1},
21 = Y1), 7= f~Uy); Ly) := F W)= ) —f (o)~ (y—w1)

ly—vll

. zu zeigen: L(y) — 0 (y — y1).
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o(z) :== f(z) — f(x1) — f'(z1)(x — x1). f ist differenzierbar in 1 = ow) (x = x1).

(e

fla) o) = fx) y —y) = (FH @) = 1) = —lly =il Ly)
o)  _ () o(x) [ — 1

ly =il |z — 1] [[f(z) — f(a1)
—_——— —m—o——
—0 (z—x1) <2, nach (3)

= L(y) = —f'(a))™"

Fiir y — y1, gilt (wegen (4)) z = 21 = L(y) — 0.

Beispiel

f(z,y) = (zcosy,zsiny)

cos —zsin )
f’(m,y) = (sinz xcosf) ,det f/(%y) = 9500523/ + fL‘SIHQZ/ =x

D :={(x,y) € R? : 2 # 0}. Sei (&,m7) € D 9.3 = 3 Umgebung U von (&,7) mit: f ist auf

U injektiv (). 2B. (€n) = (1,5) = f(1,F) = (0,1). f'(1,5) = ((1) ‘01>,<f—1><o,1>:

F1,5)7 = (01 (1))

Beachte: f ist auf D ,lokal* injektiv (im Sinne von (%)), aber f ist auf D nicht injektiv, da
f(z,y) = f(z,y + 2km) Vx,y € R Vk € Z.
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10.

Beispiele:

(1

(2) f(z,y,2) =y + z + log(z + z). Wir werden sehen: 3 Umgebung U C R? von (0,1
genau eine Funktion ¢ : U — R mit g(0,—1) = 1 und f(z,y,g(x,y)) =0V (z

Der allgemeine Fall: Es seien p,n € N, ) # D C R*"™?, D offen, f =
Punkte in D (bzw. R"*?) bezeichnen wir mit (z

(yl,...

) flzy) =2+

Implizit definierte Funktionen

1 f(z,y) =0 <= 1> =1-2% &= y=+V1-22

&)
Sei (20, 40) € R mit f(z0,0) = 0 und yo > 0. Dann existiert eine Umgebung U von xq
und genau eine Funktion ¢ : U — R mit ¢g(zo) = yo und f(z,g(x)) = 0 Vo € U, ndmlich

(=v")
VI—a?

g(z) =

Sprechweisen: g ist implizit durch die Gleichung f(z,y) = 0 definiert oder ,die Glei-
chung f(z,y) = 0 kann in der Form y = g(z) aufgelést werden®

,Yp) € RP also (z,y) = (z1,...,Zn, Y1, - ., Yp). Damit:
of1 ofi | A of1
Oz Oy, o1 9yp
= : : : : ;alsof’(x,y):<
fp Ofp | Ofp Ofp
ox1 Oxn ayl ayp
—.0f af

(pxp)-Matrix

of

dx

(f1,---

,Y), wobei z = (x1,...

) und
y) el

, fp) € CH(D,RP).
,p) € R und y =

(e,9), ‘;Jy”@,y))

1) (z,9(x)) e DVz €U
2) g(z0) = yo
g(x)=0Vz e U

(1)
(2)
3) f(z,
(4) g € CH(U,RP)
()

5) det g (x,g(x)) £0Vz €U

(6) g'(x) = — (%(x. g()") -

Satz 10.1 (Satz iiber implizit definierte Funktionen)
Sei (zo,yo) € D, f(x0,y0) = 0 und det
U C R"™ von xg und genau eine Funktion g : U — R? mit:

of

ge(z,9(x)) Ve e U

%5(960, yo) # 0. Dann existiert eine offene Umgebung
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10. Implizit definierte Funktionen

Beweis
Definition: F': D — R"P durch F(x,y) := (x, f(x,y)). Dann: F € C*(D,R"*P) und

1 0 o --- 0
Flay)=| 0 1]0 - 0

0 0

Ty | G

Dann:

(I) det F'(z,vy) 2 det 8f(x y) ((x,y) € D), insbesondere: det F'(z0,y

0) #
F(zo,y0) = (20,0). 9.3 = 3 eine offene Umgebung U von (x¢, yo) mit: U C D, (U)
F ist auf U injektiv, F~!: 9 — U ist stetig differenzierbar und
(IT) det F'(x,y) D et af(m y) #0V (z,y) €U
Bezeichnungen: Sei (s,t) € ¥ (s € R"t € RP), F~1(s,t) =: (u(s,t),v(s,t)), also u : ¥ —
R"™ stetig differenzierbar, v : ¥ — RP stetig differenzierbar. Dann: (s,t) = F(F~!(s,t)) =
(u(s,t), f(u(s,t),v(s,t)) = wu(s,t) =s = Fl(s,t) = (s,0(s,t)). Fiir (z,y) € U :
flz,y) =0 = F(z,y) = (2,0) <= (2,y) = F'(2,0) = (z,0(z,0)) <= y = v(z,0),
insbesondere: yo = v(20,0). U := {x € R" : (2,0) € ¥}. Es gilt: z9g € U. Ubung: U ist eine
offene Umgebung von .

Definition: g : U — R? durch g(x) := v(z,0), fir z € U gilt: (z,0) € 9 = F~(z,0) =
(z,v(x,0)) = (z,g(x)) € U. Dann gelten: (1), (2), (3) und (4). (5) folgt aus (II).
),

Zu (6): Definition fiir x € U : ¢(z) := (v, g(v)),v € CL(U,R"P),

3) = 0= f(¥(x) Vo € U. 54 = 0= f' (%) ¥ (z) = (*’—i(x,g(x)) o (z,9(x ))) '

0
W (z) L (2, g(x)) + S (@,9(@) - g (x) Vo e U. (5) = §L(x,9(x)) nvertierbar, Multipli-
kation von links mit 85 (z,g(z))~" liefert (6). n
Beispiel

flx,y,2) = y+ z + log(x + 2). Zeige: 3 offene Umgebung U von (0,1) und genau eine stetig
differenzierbare Funktion g : U — R mit ¢g(0,—1) = 1 und f(z,y,g9(x,y)) = 0 V(x,y) € U.
Berechne ¢’ an der Stelle (0, —1).

f0,-1,1) =0, f, =1+ x—iz; f2(0,—1,1) = 2 # 0. Die Behauptung folgt aus dem Satz tiber
impliziert definierte Funktionen. Also: 0 = y + g(z,y) + log(z + g(z,y)) V(z,y) € U.
Differentiation nach x: 0 = gz(x,y)+m(l+gw(x, Y) V(z,y) €U (0=~ _ 9:(0, —1)+
1(92(0,—1) +1) = g,(0,—1) = —3.

Differentiation nach y: 0 = 1+gy(x,y)+mgy(x y)V(z,y) e U y):l gy(0,—1) = —3.
Also: ¢'(0, 1) = (=1 —%)
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11. Extremwerte unter Nebenbedingungen

Definition
Seien M, N Mengen # (), f: M — N eine Funktion und ) # 7' C M. Die Funktion f, : T —
N, fi,(z) := f(x) Vo € T heifst die Einschrénkung von f auf 7.

In diesem Paragraphen gelte stets: ) # D C R®, D offen, f € C*(D,R), p € N, p < n und
©=(p1,...,pp) € CL(D,RP). Es sei T := {z € D : p(z) = 0} # 0.

Definition
f hat in zg € D ein lokales Extremum unter der Nebenbedingung ¢y =0: <= zp €T
und f|,. hat in z¢ ein lokales Extremum.

Wir fithren folgende Hilfsfunktion ein: Fiir z = (z1,...,2,) € Dund XA = (A,..., ) € RP gilt:

H(z,A) = f(@) + A o) = f(2) + Mer(x) + - + Appp()

Es ist

dp1 O¢p .
Hy =f. +M—+ - X=—(G=1,... Hy. = y;
x; fx] + 18xj + paxj (] ’ an)v Aj Pj

Fiir xg € D und )\g € R? gilt:

H'(x0,X0) =0 <= f'(x0) + Ao¢'(20) =0 und p(z9) =0
<~ f'(z0) + Moy (xg) =0 und zg € T (I)

Satz 11.1 (Multiplikationenregel von Lagrange)
f habe in zg € D eine lokales Extremum unter der Nebenbedingung ¢ = 0 und es sei Rang
¢'(z9) = p. Dann existiert ein A\g € RP mit: H'(z, A\o) = 0 (Ao heilt Multiplikator).

Folgerung 11.2
T sei beschrankt und abgeschlossen. Wegen 3.3 gilt: Ja,b € T : f(a) = max f(T), f(b) =
min f(7"). Ist Rang gp’(%) =p = N ERP: H’(%, o) = 0.

Beweis
Es ist xp € T und

0 0
8oL (zg) - Tf;(:po) gfi(l’o)
/ .
¢ (z0) = : : :
9 0 9
fe(wo) - GE(ao) | - G2(w0)
=A
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11. Extremwerte unter Nebenbedingungen

Rang ¢'(z9) =p = 0.B.d.A.: det A # 0.

Fir x = (x1,...,2,) € D schreiben wir z = (y, 2), wobel y = (z1,...,2p), 2 = (Tpt1,--.,Tn).
Insbesondere ist xg = (yo, 20). Damit gilt: ¢(yo, z0) = 0 und det g—‘;(yo, 29) # 0.

Aus 10.1 folgt: 3 offene Umgebung U C R™ P von zj, 3 offene Umgebung V' C RP von yy und
es existiert g € C1(U, RP) mit:

(1) g(z0) = o

(ITI) ¢(g(2),2) =0Vze U

(IV) g'(20) = —(52 (9(20), 20)) "L 92 (9(20), 20) .

(IlI) = (9(#),2) € T Vz € U. Wir definieren h(z) durch

h(z) := f(9(2),2) (z € U)

Dann hat h in zy ein lokales Extremum (ohne Nebenbedingung). Damit gilt nach 8.1:

0=1Go) 2 flateaszar (75 ) = () | 3 )-(( 750 ) = F oo+ F o)

—1
W o) (~52an) ) )+ Ptan) = Ghan) + MG ) =0 (V)

1
do= 30 (5060 = G a0+ 2 ) =0 v

Aus (V),(VI) folgt: f/(z0) + Ao (z0) = 0 2 H'(g, Ag) = 0.

Beispiel
(n=3,p=2) f(z,y,2) =x+y+z T:={(v,y,2) ER®: 22+ > =2, 2 +2 =1}, ¢(z,y,2) =
(2 4+y? -2, 2+ 2—1).

Bestimme max f(T), min f(T). Ubung: T ist beschrinkt und abgeschlossen 23 da,be T :
fa) = max f(T), f(b)=min f(T).

' [ 2z 2y O
QO(?L',y,Z)—( 1 0 1

Rang ¢/(z,y,2) =1<p=2 <= 2=y =0.a,b €T = Rang ¢/(a) = Rang ¢'(b) =2

H(z,y,z, A\, ) =2 +y+z+M@2+y2—2)+ Xz +2-1)
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Hy=1+2\z+ X\ =0 (1)
Hy=1+2\y =0 (2)
H,=1+X 20 (3)
Hy, =22412-2 =0 (4)
Hy,=z+2z-1 é0(5)

3) = d=-1H o02=002) = M#£0 = 2=0 2L :=1,4) = y=+2
112 = a,b <€ {(0,v2,1),(0,—v/2,1)}
F(0,v2,1) = 14+ V2 = max f(T); F(0,~v3,1) = 1 - V2 = min £(T)

Anwendung Sei A eine reelle, symmetrische (n x n)-Matrix. Beh: A besitzt einen reellen EW.

Beweis
f(z) =2 (Az) = Qa(z) (x € R"), T := {z € R" : ||z|]| = 1} = 0U;(0) ist beschrankt und

abgeschlossen.
@) = |lzlP ~ 1= 2 1; ¢(z) =2, f'(x) = 24a.

33 = g eT: f(xo) =max f(T); ¢'(z) =2(x1,...,24); o €T = Rang ¢'(z9) =1 (=
p)

11.2 = 3N € R: H'(x9, \o) = 0; h(z,\) = f(z) + Xp(z); H' (z,\) = 2Ax + 2)\x

= 0=2(Azo + Xoxg) = Axo=(—Xo)zo, xo #0 = —)\¢ ist ein EW von A. n
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12. Wege im R”

Definition
(1) Sei [a,b] C R und 7 : [a,b] — R™ sei stetig. Dann heifit v ein Weg im R"

(2) Seiy:[a,b] = R™ ein Weg. I, := v([a, b]) heifst der zu v gehérende Bogen, I, C R™. 3.3
= I, ist beschrankt und abgeschlossen. y(a) heifst der Anfangspunkt von ~y, () heifst
der Endpunkt von ~. [a, b] heifit Parameterintervall von .

(3) v~ :[a,b] = R™, definiert durch v~ (¢t) := y(b+ a —t) heifit der zu v inverse Weg. Beachte:
v~ #,aber 'y =T,

Beispiele:
(1) Sei o,y € R™, ¥(t) := 20 + t(yo — 20), t € [0, 1]. T'y = Szo, yo

(2) Seir > 0und y(t) := (rcost,rsint), t € [0,27]
Iy = {(z,y) € R? : 22 + y? = r?} = 9U,(0)
A(t) :== (rcost,rsint), t € [0,4n]. ¥ # v, aber T'5 =T,,.

Erinnerung: 3 ist die Menge aller Zerlegungen von [a, b]

Definition
Sei 7 : [a,b] — R™ ein Weg. Sei Z = {tg,...,tm} € 3.

m

L(v,2) =Y _ |Iv(ty) = v(tj-0)]

j=1
Ubung: Sind Z1, Zy € 3 und gilt Z; C Zo = L(v, Z1) < L(v, Z»)

v heikt rektifizierbar (rb) : <= 3IM > 0 : L(v,Z) < M VZ € 3. In diesem Fall heifst
L(y) :==sup{L(v,Z) : Z € 3} die Lange von 7.

Ist n =1, so gilt:  ist rektifizierbar <= ~ € BV][a,b]. In diesem Fall: L(y) = V,([a, b]).

Satz 12.1 (Rektifizierbarkeit und Beschrinkte Variation)
Sei v = (N1,...,mn) : [a,b] = R™ ein Weg. ~ ist rektifizierbar <= n1,...,n, € BV]|a,b].

Beweis
Sei Z = {to,...,tp} € 3und J ={1,...,n}.

1.7 1.7
73 (tx) = m;(te—1)| < [I7(te) = (1)l < 2o0—1 Inw(tk) = mu(tr—1) . Summation iiber k =
Vo, SL(, Z) < 300 Yooy Inu(te) = mu(tk—1)| = Xop—; Vi, (Z) = Behauptung .
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12. Wege im R"

Ubung: ~ ist rektifizierbar <= ~ ist rektifizierbar. In diesem Fall: L(y) = L(y~)

Summe von Wege: Gegeben: ag,a1,...a; € R, a9 < a1 < as < ... < a, und Wege v :
[ak—1,a;] = R™ (k=1,...,1) mit : vg(ag) = Yg+1(ax) (k=1,...,1—1). Definiere v : [ag, a;] —
R™ durch y(t) := v(t), falls t € [ag_1,ax]. 7 ist ein Weg im R"*, 'y =Ty, U, U--- UL, v
heifit die Summe der Wege 71, ..., und wird mit. v =y, & v @ - - - @ y; bezeichnet.

Bemerkung: Ist v : [a,b] — R" ein Weg und Z = {tg,...,t;n} € 3 und v = Miea_ ot
(k=1,....m) = v=791® D Y. Aus Analysis [, 25.1(7) und 12.1 folgt:

Satz 12.2 (Summe von Wegen)
Ist vy =71 & & ym, so gilt: v ist rektifizierbar <= ~,...,vy, sind rektifizierbar. In
diesem Fall: L(y) = L(y1) + -+ + L(ym)

Definition
Sei 7 : [a,b] — R™ ein rektifizierbarer Weg. Sei ¢ € (a, b]. Dann: V(0 18t rektifizierbar (12.2).

s(t) = L(v,,), fallste (a,0]
07 f&uS t=a

heifst die zu v gehérende Weglédngenfunktion.

Satz 12.3 (Eigenschaften der Weglingenfunktion)
Sei 7 : [a,b] — R" ein rektifizierbarer Weg. Dann:

(1) s € Cla,b]

(2) s ist wachsend.

Beweis
(1) In der grofen Ubung

(2) Sei t1,t2 € [a,b] und t; < to. y1 1= Naer? 12 7= Viepea? 13 7= Viartg)” Dann 3 = v1 @ 2.
12.2 = ~1,72,73 sind rektifizierbar und L(vy3) = L(71) + L(y3) = s(t2) > s(t1). m
—— N N~

=s(t2) s(t1) >0

Satz 12.4 (Rechenregeln fiir Wegintegrale)
Sei f=(f1,---,fn):[a,b] > R" und fi,..., fn € R|a,b].

/ab f(t)dt == (/ab f1(t)dt, /ab fa(t)dt, .. .,/ab fn(t)dt> (€ RY)

Dann:
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b b
a:/ f(t)dt:/ (- f(t))dt ¥z € R"

(2) . .
[ s < [Curopa
Beweis
(1) Seiz = (xl,...,xn) =
T - f f(t) 21 T f fi(®) f; (Z?ﬂ xjfj(t)dt) = f; (z- f(t))dt

b
) yi= [P F(0)dt OBAAy # 0.2 = hry = [lafl = Ly = [lylla. lyl> = y-y = | < (e

D) = Il (- 2 1@de) = Wyl J2 (e St < Iyl S0 o FOL < ol J2 17t
<lylllFOI=I @

Satz 12.5 (Eigenschaften stetig differenzierbarer Wege)
v : [a,b] — R™ sei ein stetig differenzierbarer Weg. Dann:

(1) ~ ist rektifizierbar

(2) Ist s die zu v gehérende Wegliingenfunktion, so ist s € C[a, b] und s'(t) = ||7/(¢)| Vt €
[a, b]

= J; Iy (@0)l|de

Beweis AL251
(1) v=(1,..,mn), nj € Ctla,b] === n; € BV[a, b 224 ist rektifizierbar.

(2) Sei tg € [a,b). Wir zeigen:

s(t) — s(to)

— = I ()l (¢ = to=0)).

t) —s(t
— |17 (o) (t — to+0). (analog zeigt man :M

— 1

Sei t € (to,b]; 7 = Viarg1? 12 = Nig> 13 = Ny Dann: v3 = 1 @ 2 und L(v3) =
| | )
=s
L(v1) +L(y2) = s(t) — s(to) = L(72) (1)
~——

=s(to)
Z := {to,t} ist eine Zerlegung von [to,t] = |v(t) — v(to)|| = L(y2, Z) < L(72)
t

Definition: F' : [a,b] — R durch F(t) = / |17/ (7)||d7. 2.Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung = F ist differenzierbar und F’ t) = [7'(@®)| vt € la,b]. Sei
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12. Wege im R"

Z ={10,...,Tm} eine beliebige Zerlegung von [tg, t].

/_Tj v (r)dr = ( ,/_Tj nI::(T)dTv"') A ) = (1)) = () = (T5-1)

12.4 Tj
— () ()] < / I/(7)[dr. Summation = L(ys, Z / I (7)lldr =
F(t) - Flty) — L(12) < F(t) — Plto) (III).
(1) o (I11)
(1), (I1), (ITT) = [(t) — (k)| < L) L s(t) — s(t0) < F(t) — Flto)

7 (@) =)l _ s(t) —s(to) . F(t) = F(to)

:> <
t—1p - t—1p - t—to
—_—— ——
"0y ko)l IO (o) =1y (to)
Al (2)
(3) L(7) = 5(b) = 5(b) — s(a) 2 / far 2 / I/ () It .
Beispiele

(1) 0,30 € R A(t) = 70 + t{yo — x0) (¢ € [0,1]). V(£) = yo — 70 = L(y / lvo —

wolldt = [lyo — ol

(2) Sei f : [a,b] — R stetig und ~(t) := (¢, f(t)),t € [a,b]. v ist ein Weg im R2. ~ ist
rektiﬁzierbar < f (S BV[a,b] F,Y :Graph von f Jetzt Sei f c Cl [a, b] g__fg L( )

b b
/ !W(det—/ (14 f/(t)?)2dt.
(3) Y(t) = (cost,sint) (t € [0,2n]). /(t) = (—sint,cost). |/ (t)]| = 1Vt € [0,27] =2

s'(t) =1Vt € [0,21] = s(t) =t Vt € [0,2n] (Bogenmaf). Winkelmaf: ¢ := 189z,
L(vy) = 2.

Definition
v : [a,b] — R™ sei ein Weg.

(1) ~ heikt stiickweise stetig differenzierbar : «<— 3z = {to,...,t;,} € 3 mit: Vieg-1.00)
sind stetig differenzierbar (k = 1,...,m) <= 3 stetig differenzierbare Wege ~1,...,7; :
Y=ND- Dy

(2) ~ heift glatt : <= - ist stetig differenzierbar und ||7/(¢)|| > 0 Vt € [a, b].

(3) v heifst stiickweise glatt : <= 3 glatte Wege vy =71 @ --- ®

Aus 12.2 und 12.5 folgt:

Satz 12.6 (Rektivizierbarkeit von Wegsummen)
Ist v = v & -+ - @ ; stiickweise stetig differenzierbar, mit stetig differenzierbaren Wegen
Yy---, M = 7 ist rektifizierbar und L(vy) = L(y1) + - - - + L(m).
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Definition
Sei 7y : [a,b] — R™ ein Weg. v heift eine Parameterdarstellung von I',.

Beispiele:
(1) o, Yo € Rna’h(t) = Zo + t(yo - xO) t e [Oa 1]7 ’72(1&) = Vf(t) t e [O> 1]a 73(15) = x0 +
Tt(yo — z0) t € [0, £]. 71,72, 73 sind Parameterdarstellungen von S[zo, yo).

(2) 71(t) = (cost,sint), (t € [0,27]),v2(t) := (cost,sint), (t € [0,4n]). 71, v2 sind Parameter-
darstellungen von K = {(z,y) € R?: 22 4 ¢? = 1}.

Definition
71 ¢ [a,b] = R™ und s : [, 5] — R™ seien Wege.

~v1 und 2 heifen dquivalent, in Zeichen v ~ 9 : <= 3h : [a,b] — [a, (] stetig und streng
wachsend, h(a) = a,h(b) = f und v1(t) = v2(h(t)) Vt € [a,b] (also 71 = 2 0 h). h heifst eine
Parametertransformation (PTF). Analysis 1 = h([a,b]) = [o, 8] = T, =T,,. Es gilt:
Yo =1 0hTl = 45 ~ ;. ,~" ist eine Aquivalenzrelation.

Beispiele:
(1) 1,72, seien wie in obigem Beispiel (1). 1 ~ v3,71 » Y2.

(2) 71,72 seien wie in obigem Beispiel (2). v1 = 2, denn L(y1) = 27 # 4w = L(2)

Satz 12.7 (Eigenschaften der Parametertransformation)
7 : [a,b] = R™ und 2 : [a, f] — R”™ seien aquivalente Wege und h : [a,b] — [a, (] eine
Parametertransformation.

(1) =1 ist rektifizierbar <= ~9 ist rektifizierbar. In diesem Falle: L(~y1) = L(72)

(2) Sind v; und 7o glatt = h € C'[a,b] und A’ > 0.

Beweis
(2) In den groken Ubungen.

(1) Es geniigt zu zeigen: Aus o rektifizierbar folgt: vy ist rektifizierbar und L(v1) < L(72).
Sei Z = {to,...,tm} €3 = Z:={h(to),...,h(tm)} ist eine Zerlegung von [«, f].

Ly, Z) =) _Imt) —nt-)l =D Ihe(h(t) = v2(h(t;-1))| = L(y2, Z) < L(72)
j=1 j=1

= 71 ist rektifizierbar und L(vy1) < L(72). n

Weglidnge als Parameter Essei vy : [a,b]— > R" ein glatter Weg. 12.5 = ~istrb. L := L(7).
125 = s € Cla,b) und s'(t) = ||7/(t)|| > 0 Vt € [a,b]. s ist also streng wachsend. Dann gilt:
s(a,b]) = [0,L], s=! : [0,L] — [a,b] ist streng wachsend und stetig db. (s71)' (o) = %(t) fiir
o €[0,L], s(t) =o.
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12. Wege im R"

Definition
5[0, L] — R™ durch (o) := (s~ (0)), also ¥ = y-s71; 7 ist ein Weg im R" und § ~ v; I, = I's.

12.7 = 7 ist rb, L(¥) = L() = L, 7 ist stetig db. 4 heifit Parameterdarstellung von I',, mit
der Weglénge als Parameter. Warum?

Darum: Sei § die zu 5 gehorende Weglidngenfunktion. Vo € [0,L] : (o) = ~v(s71(0)). Sei
o €0,L], t:=s"1o) €[a,b], s(t) =0.

- _ _ 12.5 ..
¥(0) = (s (0) -7 (s7H0) = 557 () = gy () = W ()|l =1 (= 7 ist glatt).
. 12.5 50)=0 _

() = IW0)ll=1 == 3§(0) =0

Also: ||¥(0)]| =1, 3(c) =0 Vo €0, L].

Beispiel

~(t) = %(cost,sint), t € [0,1]; ~ ist stetig db; Nachrechnen: ||¥/(¢)|| = €' Vt € [0,1] = v
ist glatt.

St E V@)=t = s(t)=et+ec = 0=5(0)=1+c = c=—1, s(t) =e' —1(t e
t =log(1 + s(t)).
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13. Wegintegrale

Definition
v=,--.,7) : [a,b] = R" sei ein rektifizierbarer Weg, I' := 'y und f = (f1,..., fn) : T = R"

sei stetig. Sei j € {1,...,n}; v; € BV[a,b] (12.1). f;j o~y ist stetig. Ana I, 26.6 = fjovy €

R, [a.b].
/ 2)da; = / F(v(®)d (1)
Lf(x)-dw :=/f< s+t fo(@)din -—/f( izt [ fo(a)da,

¥
/fl ))dy (1 /fn ))dvn(2).

Wegintegral von f lings +.

Aus Ana I, 26.3 folgt:

Satz 13.1 (Berechnung des Wegintegrals)
~v,I" und f seien wie oben. 7 sei stetig differenzierbar. Dann:

[ sz, = | OO G =1, n)
/ d:x—Z/ F(v@)(t)dt = /f

und

Beispiel
flx,y,2) = (2,9,2), y(t) = (£,¢2,3), t € [0,1]. f((t) = (3, ¢%,), +'(t) = (1,2t,3), f(»(t))-
v (t) = 3t + 2t3 + 3t = 6t + 2t3.

f f €, Y,z (1’ Y, 2 f01(6t+2t3)dt _7

Satz 13.2 (Rechnen mit Wegintegralen)
v, T, f seien wie oben, g : I' — R" sei stetig, ¥ = (51,...,9n) : [@, 5] = R™ sei rektifizierbar

und &,17 € R.
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13. Wegintegrale

(1) / (€f(x) + ng(x)) - do = € / F(z) - do+n / 9(z) - du

(2) Ist v = A gy = /
.

® [ s de=— [ s)-as

/7 f(@)-da

(B) Isty~y = /f(x)dx:/f(x)dx
g g

f(x)-dx:/w f(x)~dx+/7(2>f(x)-dx

(4) < L(v) - max{[[f(z)[| : € T'}

Beweis
(1) Klar

(2) Anal, 26.1(3)
(3) nur fiir v stetig differenzierbar. 7y~ (£) = v(b+a — t), t € [a, b)].
Joo f(z) dz = [} f(y(b+a—1) -y (b+a—t)(—1)dt = (subst. 7 = b+a—t, dr = dt)
= i f(() A ()dr = = [} f(3(7) - (T)dr = — [, f(2) - da.
(4) Ubung

(5) Sei ¥ =~yoh, h:la,B] — [a,b] stetig und streng wachsend. h(a) = a, h(S) =b. Nur fiir
~ und h stetig db. Dann ist 4 stetig db.
[ f@) - de = ff F(y(R(t))) - v (h(t)) - B (t)dt = (subst. 7 = h(t), dr = W (t)dt) =
[P FG(r) -+ (F)dr = [, (@) - da. .

Definition
v, 1" seien wie immer in diesem Paragraphen. s sei die zu v gehérende Wegldangenfunktion und

g: T — R stetig. 124 = s ist wachsend Al e BV]a,b]; g o stetig Anal 268 gory €
Rsla, b)].

Integral bzgl. der Weglénge.

Satz 13.3 (Rechnen mit Integralen bezgl. der Wegléinge)
Seien 7y, g wie oben.
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2) st y =7V oy? — /g(m)dS:/ g(w)ds+/ g(x)ds.
v ~(1) ~(2)

b
(3) Ist 7 stetig db —> / o(x)ds = / g+ ()] (1) |dt.

Beispiel
gla,y) = (1+ a2 +3y)'/%, y(t) = (t,¢%), t € [0,1].

9(y ()) (L2 43212 = (1+ 42 2/(t) = (1+20), [V = 1+ 422 —
f g(z,y ds—fo (14 4t2)dt = %

Gegeben: 71,72, ..,7m rektifizierbare Wege, i, : [ak, bg] — R™ mit v1(b1) = y2(a2), v2(b2) =
y3(az), ... s Ym—1(bm=1) = ym(am). L' =1, U... UL, 7.

AH(v1,...,vm) = {7 : 7 ist ein rektifizierbarer Weg im R” mit: I'y =T, L(y) = L(y1) +--- +
L(~m) und fv f(x) -de = f% flx) -de+---+ fvm f(x) - dz fir jedes stetige f : T' — R"}.

Ist v € AH(7y1,. .., Ym), so sagt man «y entsteht durch Aneinanderhingen der Wege 1, ..., ym.

Satz 13.4 (Stetige Differenzierbarekeit der Aneinanderhingung)
Y1y -+, Ym seien wie oben. Dann: AH(v1, ..., vm) # 0.
Sind 71, . . ., vm stetig differenzierbar, so existiert ein stiickweise stetig differenzierbarer Weg

v € AH(1, - -+, Ym)-

Beweis

O.B.d.A:m=2.

Def. h : [b1,c] — [a2,bo] linear wie folgt: h(x) = px + ¢, h(b1) = aa, h(c) = ba. Y2 := Y2 0 h.
Dann: v9 ~ Ja. 7 := 1 @ J2. 12.2, 12.7, 13.2 = v € AH(y1,72). =
Beispiel

In allen Beispielen sei f(z,y) = (y,2 —y) und ¢ € [0, 1].

(1) 7(t) = (£,0), 72(t) = (1,1).

Sei v € AH(71,72). Anfangspunkt von + ist (0,0), Endpunkt von + ist (1,1). Nachrechnen:
f’yl f(x,y)d(a:,y)zo, f’}’2 f(:v,y)d(x,y):% Also: f,yf may ( ):7

(2) m(t) = (0,1), 72(t) = (¢, 1).

Sei v € AH(v1,72), Anfangspunkt von + ist (0,0), Endpunkt von + ist (1,1). Nachrechnen:
[, $(z,y) - dlw,y) = 1

29



13. Wegintegrale

(3) y(t) = (t t3) Anfangspunkt von v ist (0,0), Endpunkt von ~ ist (1,1

S, f(=, z,y) =%
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14. Stammfunktionen

In diesem Paragraphen sei stets: ) # G C R™, G ein Gebiet und f = (f1,...,fn) : G - R
stetig.

Definition
Eine Funktion ¢ : G — R heifit eine Stammfunktion (SF) von f auf G : <= ¢ ist auf G
partiell differenzierbar und grad ¢ = f auf G. Also: f,, = fj auf G (j =1,...,n).

Bemerkung: ) 5.3 )
1) Ist ¢ elne Stammfunktion von f auf G = gradp = f = ¢ € C1(G,R) = o ist

auf G differenzierbar und ¢’ = f auf G.

(2) Sind ¢1, @2 Stammfunktionen von f auf G 4 o) = ¢h auf G 52 JeeR: 1= p2+cC
auf G

(3) Ist n =1 = G ist ein offenes Intervall. Al, 23.14 = jedes stetige f : G — R besitzt
auf G eine Stammfunktion! Im Falle n > 2 ist dies nicht so.

Beispiele:
(1) G = R2a f(m,y) - (y7 —(13).

Annahme: f besitzt auf R? die Stammfunktion ¢. Dann: ¢, = y, py = —x auf G =
¢ € C%(R%R) und ¢,y = 1 # —1 = ;. Widerspruch zu 4.1. Also: f besitzt auf R? keine
Stammfunktion.

(2) G = RQa f(x,y) = (y7x - y)

Ansatz fiir eine Stammfunktion ¢ von f: o, =y = ¢ = zy + ¢(y), c differenzierbar,

!
= gy=z+d{y)=z—y = d(y) = —vy, etwac(y) = —%yz. Also: (z,y) = xy — %yz.
Probe: v, =y, p, = v —y, also: grad ¢ = f. ¢ ist also eine Stammfunktion von f auf R".

Satz 14.1 (Hauptsatz der mehrdimensionalen Integralrechnung)
f besitzt auf G die Stammfunktion ¢; 7y : [a,b] — R ein ein stiickweise stetig differenzier-
barer Weg mit I'y € G. Dann:

Das heifst: f,y f(x) - dz hangt nur vom Anfangs- und Endpunkt von v ab.

Ist v geschlossen, das heift v(a) = y(b), dann gilt f,y f(x)-dx =0.
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14. Stammfunktionen

Beweis
O.B.d.A.: v ist stetig differenzierbar. ®(t) := p(y(t)), t € [a,b]. ® ist stetig differenzierbar und

() = ¢ (4(1) () = F((£)-7(t) Danm: [ f(a)-dx = [P F(3(8) - (B)dt = [ ' (H)dt =
®(b) — @(a) = p(v(b)) = »(v(a)). n
Hilfssatz 14.2

Es seien zg,yo € G. Dann existiert ein stiickweise stetig differenzierbarer Weg + mit: I, € G
und Anfangspunkt von v = zg und Endpunkt von v = yg.

Beweis
G Gebiet = 3Jzp,21,...,2m € G : S[z0,...,2m]) C G, 20 = o, 2m = Yo-

’yj(t) = Zzj—1+ t(Zj — Zj_l), (t € [0,1]), (j = 1,...,n). Dann:FA,]. = S[Zj_l,Zj] = Iy, U
Ul =820,...,2m) CG. 134 = Iy € AH(v1,...,Vm) stiickweise stetig differenzierbar
= I'y = S2,...,2m] CG. [

Definition
J f(z)-dz heift in G wegunabhéingig (wu) : <= fiir je zwei Punkte z¢, yo € G gilt: fiir jeden
stlickweise stetig differenzierbaren Weg v : [a,b] — R™ mit Iy, C G, y(a) = x¢ und v(b) = yo

Yo
hat das Integral / f(x) - dx stets denselben Wert. In diesem Fall: / flx)-do = / f(x)-de.
v o 2l

14.4 lautet dann: besitzt f auf G die Stammfunktion ¢ = / f(z) - dz ist in G wegunab-
hiingig und [¥° = p(yo) — ¢(z0) (Verallgemeinerung von Analysis 1, 23.5).

Zo

Satz 14.3 (Wegunabhingigkeit, Existenz von Stammfunktionen)
[ besitzt auf G eine Stammfunktion <= [ f(z)-dz ist in G wegunabhéngig.
In diesem Fall: ist g € G und ¢ : G — R definiert durch:

o= | Cf@)-dx (€ G) (%)

Dann ist ¢ eine Stammfunktion von f auf G.

Beweis

, = 141 < Sei 29 € G und @ wie in (). Zu zeigen: ¢ ist auf G differenzierbar und
¢ = fauf G. Sei z9 € G,h € R",h # 0 und ||h|| so klein, dass zo + th € G Vt € [0,1]. v(t) :=
fo+th (€ [0,1)).T = slz0.20 + K] C G. plh) = rr(plzo + b) — plz0) — f(z0) - h). Zu
zeigen: p(h) — 0 (h — 0). 14.2 = es existieren stiickweise stetig differenzierbare Wege 71,72
mit: I, ', € G. Anfangspunkt von ; = 9 =Anfangspunkt von 2. Endpunkt von v = 2o,
Endpunkt von vo = 2o + h. Sei v3 € AH(~1, ) stiickweise stetig differenzierbar (13.4!). Dann:

z)-dx = x) - dx x) - dx
[ 1) [ 1 +Lf()

=p(z0+h) =¢(z0)

/ f(z) - dz ist wegunabhéngig in G —

(@) do= [ f(o)-do =g+ 1) = ol +h)— (o) = [ 1(2) - do

73 72 v
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Es ist:

=h
1
o) = i / (F(x) — fz0))da
1
o) = T / f(@) - f(z0)de
< Ly max{[lf(z) - f(z0)]| @ € T}
Ty &
=|lA]| =||f(zn)—f(20)|l

wobei z, € Iy = Slz0,20 + h] = |p(h)| < || f(zn) — f(20)]]. Fiir h = 0 : z,, — 2 éfsmti
1f(@n) = f(20)]| = 0 = p(h) = 0. .

Satz 14.4 (Integrabilitdtsbedingungen)
Sei f=(f1,--.,fn) € CHG,R"). Besitzt f auf G die Stammfunktion ¢ =

ofj _ Of :

—= =_"aufG (j,k=1,...

81‘k 8$] au (.]7 ) ) T'L)
(Integrabilitidtsbedingungen (IB)). Warnung: Die Umkehrung von 14.4 gilt im Allgemei-
nen nicht (— Ubungen!).

Beweis

Sei ¢ eine Stammfunktion von f auf G = ¢ ist differenzierbar auf G und ¢,; = f; auf
G(G=1,...,n). fe CY{G,R") = ¢ e C?*G,R)

af; a7 ar

Definition

Sei @ # M C R™. M heift sternformig : <= Jxg € M : S[zg,z] C M YV € M.
Beachte:

(1) Ist M konvex = M ist sternférmig

(2) Ist M offen und sternférmig = M ist ein Gebiet

Satz 14.5 (Kriterium zur Existenz von Stammfunktionen)

Sei G sternférmig und f € C1(G,R™). Dann: f besitzt auf G eine Stammfunktion : <= f
erfiillt auf G die Integrabilitdtsbedingungen
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14. Stammfunktionen

Beweis
= “ 14.1 < G sternformig = Jxg € G : Sz, 2] € G Vx € G. OBdA: 2y = 0.

7

Fir x = (z1,...,2,) € G sei v,(t) = tz,t € [0, 1].
p(x) = f(z)-dz (z € G)
Yo

/0 1 f(tz) - zdt

1
= /0 (fitz) - z1 + fo(tx) - 2o+ ... + fro(tz) - z,)dt

Zu zeigen: p ist auf G partiell differenzierbar nach x; und ¢, = f; (j = 1,...,n). OBdA: j = 1.
Spéter (in 21.3) zeigen wir: ¢ ist partiell differenzierbar nach x; und:

1
prn(@) = [ oo (i) + .+ fulto) o)l

Firk=1,...,n: gp(z) = fy(tz) -z
k=1: gu(2) = fi(tn)s, —> 351( ) fi(tz) + 38 (tz)zy
k>2: gi(x) = frlte)oy = 52%(2) = t5lk (to)o, =

1
o, (z) = /O(fl(m)ﬂ(af(x)x +. +a£‘(m)xn))dt
1
E /O(fl(ta:)—l—t(afi( T)x 1+£($)x2+...+$(tx)xn))dt

1
= /0 (fi(tx) + tf](tz) - z)dt

Sei x € G (fest), h(t) =1t - f1 (tz) (t € [0,1]). h ist stetig differenzierbar und h'(t) = fi(tx) +
) ¢ = nle) = [ WO 2 00) 00 = £1(0),
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15. Integration von Treppenfunktionen

Definition
(1) M := {I : I ist ein beschranktes Intervall in R}. Also: [ € M : <= da,b € R mit

a<b:I=]a,b] oder I = (a,b)oder I =[a,b) oder I = (a,b] oder I = {a}.
In den ersten 4 Fallen setzt man |I| := b — a und |{a}| := 0 (Intervalllange).

(2) Sein € R und es seien I, Ia, ..., I, € M. Dann heifit Q := 1) x Iy x ... x I, ein Quader
im R” und v, (Q) := |I1] - |I2| - ... - |I] das (n-dim.) Volumen von Q.

Beispiel
(n=2)

(i) Q= [a1,b1) x [az,b2], v2(Q) = (b1 — a1)(b2 — a2).
(i) Q= [ar,b1) x {a}, v2(Q) = 0.

(3) Eine Funktion ¢ : R™ — R heift eine Treppenfunktion im R" : <= 3 Quader
Q1,...,Qp im R™ mit:

() QiNQr=0(#Fk)
(ii) ¢ ist auf jedem @; konstant

(iil) ¢ =0 auf R"\(Q1 U...UQy)

I, = Menge aller Treppenfunktionen in R".

Der nachste Satz wird hier nicht bewiesen:

Satz 15.1 (Disjunkte Quaderzerlegung und Treppenfunktionsraum)
(1) Es seien Q),Q%,...,Q} Quader im R™. Dann ex. Quader Q1,Q2,...,Qm im R™ :
QIUQLU...UQ,=Q1UQ2U...UQy und Q;NQr =0 (5 # k).

Beachte: Q1,...,Qmn sind nicht eindeutig bestimmt.
(2) Z, ist ein reeller Vektorraum.

(3) Aus @, € ., folgt: ||, 0 -1 € T

Definition
Sei A C R™.

1 fallsxze A
1a(z) - {

0 , sonst
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15. Integration von Treppenfunktionen

14 heillt die charakteristische Funktion von A.

Aus 15.1 folgt:

Ist ¢ : R® — R eine Funktion, dann gilt: ¢ € 7, <= 3 Quader Q1,...,Qy in R"™ und
Cl,...,cm ER:

m
¥ = Z leQj (*)
j=1

Beachte:
(1) Die Darstellung von ¢ in (*) ist i.A. nicht eindeutig.
(2) In (*) wird nicht gefordert, dass Q; N Qx =0 (j # k).

Beispiel
FIXME: Bild

¢:2'1Q1+3'1Q2.

Satz 15.2 (Integral iiber Treppenfunktion (mit Definition))
Sei p € .7, wie in (*).

[edni= [ oo = [ poyin = [ oo gcjvn@j)

Behauptung: [ pdx ist wohldefiniert, d.h. obige Def. ist unabhéngig von der Darstellung von
@ in (¥).

Vorbemerkung: Sei Q = I; x ... x I, Quader im R™ (I; € M). Sei p € {1,...,n—1}. P :=
Ijx...x1I,, R:=1Ip1x...xI,. Pistein Quader im RP. R ist ein Quader im R"™?. ) = P x
R. vy (Q) = vp(P) - vn—p(R). Ist z = (z,y) e R", z € RP, y e R" P = 1¢(2) = 1p(x)-1r(y).

Beweis (von 15.2)
Induktion nach n.

IA: n = 1: Ubung
IV: Die Beh. sei gezeigt fiir jedes g € {1,...,n —1}.

IS: Sei p € {1,...,n — 1}. Vorbemerkung = 3 Quader Py,..., P, im RP und Quader
Ri,....,Rp imR"P:Q; =P;xRj (j=1,...,m). Fiir z € R" schreiben wir z = (z,y), z €
RP y € R"7P.

Sei y € R"7P fest. p,(z) = ¢(z,y) (z € RP).
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™)

Vorbem

oy(@) = e(z,y) = Yilicle(zy) =" XLl (2)1r,(y) = 201 ¢ilr;(y) -1p(2) =
————
=:dj=d;(y)

2 =1 dilp(x)

= SOy:Z;‘nzldijj = Yy € I

IV = Z 1 djvp(Pj) = [y py(2)da ist unabhéngig von der Darstellung von ¢, (und damit
auch von go)
Def. ¢ : R"P — R durch ¢(y) = [p, py(x)dz = = > di(y)vp(Py) = 3050 cilr; (y)vp(Py) =

Zg 1CJUP(P)1R]‘(y)
——

=€j

= ¢=37"1¢j 1, = 0 € Ty

IV = [rupdW)dy = 20 ejvn—p(Ry) = 300 cjup(Pp)on—p(Ry) = 20, cjon(Q;) ist
unabhéngig von der Darstellung von ¢. =

Aus dem Beweis von 15.2 folgt:

Satz 15.3 (Satz von Fubini fiir Treppenfunktionen)
Ist p€ 7, und p € {1,...,n— 1} so gilt:

[, (o) ([ o)

Satz 15.4 (Eigenschaften des Integrals iiber Treppenfunktionen)
Es seien ¢, € 7, und o, 8 € R.

(1) /(ag0+ﬁ¢)d:v—a/cpdx+ﬁ/wd:c

2) ’/s@dw S/I@\dfﬂ

(3) Aus ¢ <9 auf R™ folgt /godac < /¢dx

Beweis

(1) Ubung

(2) Sei ¢ = >0, cjlg, wie in (¥). Wegen 15.1: O.B.d.A: Q; N Q = 0 (j # k). Dann:
el = 22551 leilla;

= | [pda] = | 3051, ¢jon(@5)] < 2270 lejlon(@5) = [ |eld.
(3) Ubung n
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16. Das Lebesguesche Integral

Essei R:=RU {oo} Im Folgenden lassen wir Funktionen und Reihen mit Werten in R zu.

Regeln: a < oo VaeR. 0o < o0, oo:l:c:c~:too:och€R 00 ¢=c-00=00VYeeR\{0}.
00-0 =0-00 = 0.Ist (a,) eine Folge in R und a, > 0 Vn € N; 3°7¢ | a, := oo, falls alle
a, € Rund Y > ay divergiert; > >° | a, = o0, falls a, = oo fiir ein n € N. Sei A C R und
a>0VaeA.
f A e 4 , falls A = {oc0}
inf(A\{oco}) , falls A\{oo} # 0

Motivation: f:R — R sei eine Funktion, f > 0 auf R und M := {(z,y) € R? : 0 <y < f(2)}.
Es seien Q1, Qa, . . . offene Quader im R und ¢y, ¢z, ... > 0. Es gelte f(z) < Y252, exlg, (z) Vo €
R ("7, cklg, (x) = oo ist zugelassen!)

Dann kann man 220:1 ckv1(Qr) betrachten als obere Approximation an den ,Inhalt* von M.
(>-re ckv1(Qr) = oo ist zugelassen)

Im Folgenden bedeutet ), entweder eine endliche Summe oder eine unendliche Reihe > 72, ...

Definition
Sei f : R™ — R eine Funktion. Seien (Q1,¢1),(Q2,c2),... endlich viele oder abzéhlbar viele
Paare mit Q; offener Quader und ¢; € [0,00) und es gelte |f(z)| < >, crlg, (x) Vo € R™.

Dann heift ® := >, ¢;1¢, eine Hiillreihe fiir f und I(®) := ), c4vn(Qy) ihr Inhalt. J2(f) :=
{® : ® ist eine Hiillreihe fiir £} ||f||1 := inf{I(®) : ® € S (f)} (L'-Halbnorm von f.)

Beachte: ||f|l1 > 0, ||f||1 = oo ist zugelassen.
Behauptung: 2(f) # ()

Beweis: Fiir k € N sei Qp = (—k,k) x --- x (=k,k) (CR"). ® := 37, 1-1g,. Sei x €
]R”:>E|m0€N:J:€QmO:>x€Qka2moz@(m)zzzozmol'l(gk:ooz
~—

|f(z)| < (z) Vo e R = & € A#(f). 1

(L(®) = 2521 vn(@r) = 2521 (2k)" = o0).

Beispiel

(n=1),A={0} (CR); f:=14 (also: f(0) =1, f(x) =0 Vx #0).
Seie >0, Q :=(—¢c,¢), =19 = & € H(f).
1(2) = 0(Q) =2c = ||f|y <2 =5 |fh=0. Aber: f #0
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16. Das Lebesguesche Integral

Satz 16.1 (Rechenregeln der L'-Halbnorm)
Seien f, g, f1,91,-..: R — R Funktionen.

(1) lleflls = lelllflly ve e R

@) I +glle < 171+ Nlgl

(3) Aus [f| < |g| auf R™ folgt [|f[l1 < [lg]
(4)

4) 13202 felly <3202 1kl

Beweis
(1) Klar

(2) O.B.d.A.: || fill1 + ||g1ll2 < oc. Sei e > 0. 3Py € J2(f), FP2 € H(g): I(P1) < ||f|l1 + &,
I(Dy) < Jlg|l1 +e @i =P1+ Py = € H(f+g) und I(P) = I(Dy) + [(P2) <

e—0

£l + gl + 26 = [If + glls <[Iflls +[lglls +2¢ == Beh.
(3) Sei ® € H(g9) = P € H(f). Also: H(g) C 5 (f) = Beh.
(4) In der Ubung ]

Satz 16.2 (L'-Halbnorm eines Quaders)
Es sei Q ein abgeschlossener Quader im R™. Dann:

(@ = [ 1gde =gl

Beweis
§15

[=1q. [ fdz = v,(Q). Zu zeigen: v,(Q) = || fl|1-

(1) Es sei ¢ > 0. Dann existiert ein offener Quader Q mit: Q@ C Q und v,(Q) = vn(Q) + €.

P:=15 = @€ (f) und I(®) = 0,(Q) = (@) +e = ||fllL < vn(Q)+¢ =
£l < vn(@)

(2) Sei @ =5, frlg, € H(f), also ¢, > 0, Qy, offene Quader.
Seiec € (0,1). Firz e Q: 1 =1g(x) = f(z) = |f(z)| < >y crlg,(X)

In(z) < N: Zz(jl) crlg,(z) > 1 —¢e und (0.B.dA.) 1g,(z) =1 (k = 1,...,n(x)).
)

)
Qla-"aQn(x) offen = 34, > 0: U(S(IL‘) - Qj (.] = ]_,,TL(:L’)) = Ezgl Clek(Z) =
1—eVzeUs,(x) (%)

p
Qc Y Us(x) 28 3, 2,€Q:QC U Us., ()

zEQ j=1
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N :=max{n(z1),...,n(zp)}. o1 1= S0, cxlq,, @2(x) == (1 — )lg. Also: 1,09 € T

N

/ oz = (1— £)un(Q), / prdr =3 (@) < S okun(Qi) = 1(®)
k

k=1
Sei x ¢ Q: pa(x) =0 < p1(x).
Seize @Q:3j€{l,...,p}:z¢€ Us,, (zj) = ¢i(2) = Zivzl crlg,(2) > Zz(jf) crlo, (2) >
1—e = pa(2). Also pg < @1 auf R™. 154 = [ poda < [prde = (1—e)v,(Q) < I(D).
& € #(f) beliebig => (1 — )vn(Q) < ||fll1. Also: (1 — &)va(Q) < ||f[1 Ve > 0 =2
vn(Q) <[ fl1-

(1) und (2) = vn(Q) = [[fllx

Vorbemerkung: Es sei Q C R™ ein nicht offene Quader. Dann existieren Quader Q1,...,Q
0Q mit: @ = Q°UQ1U...UQ, und Q°,Q1, ..., Q, paarweise disjunkt. Insbesondere: v, (Q;
0 (j:1,...,1/) und 1Q:1Q0+1Q1+"'+1Qu'

I 1n

)

Satz 16.3 (L!-Halbnorm einer Treppenfunktion)
Sei p € Z, und @ ein beliebiger Quader im R™.

(1) A () = (D), 1Fl1 = Nl
(2) llglh = [leldx
(3) (@) = [1qdz = [|1g[h

Beweis
(1) Klar

(2) Sei p =11, ¢klg, wobei ¢ € R, Q1,...,Qm passende disjunkte Quader. Anwendung
der Vorbemerkung auf jeden nichtoffenen Quader Qj liefert:

S T
p= chle + dele
k=1 k=1
wobei Q1,...,Qs, Ri, ..., R, paarweise diskunkt, Q1 ..., Qs offen, v, (R;) =0(j =1,...,7).

Wegen (1): O.B.d.A: ¢ > 0; dann: ¢g,d, > 0, ac:= Y ;_; dj. Sei e > 0. Zu jedem Ry, exi-
sitert ein Quader Rj: vn(]:?k) =e.

P .= chle + dele = P c %(f)
k=1 k=1
und

(D) :chvn(Qk)+devn(Rk) :/apdx+€a = |l < /god:z:—l—sa
k=1 k=1

:f @dm =cx
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0
29 ol < / pds

Wahle einen abgeschlossenen Quader @ mit Q1 U ... UQsU R U...U R, C Q. Dann:
o(x) = 0Ve € R"M\Q, m := max{p(z) :x e R"}, Y =m-1lg—p e F = >0

auf R™. Wie oben: [[¢||1 < [¢dz. [¢dz = [(m-1g — ¢)dz = m [1odx — [dx <
16.2

m [1gde — ¢l =" mlligl — ¥y = lIm -1l = ¥l = lle + ¢l — ¢l <
el + 1l = M9l = el
(3) folgt aus (2) und ¢ = 1¢ -

Satz 16.4 (Integration und Grenzwertbildung bei Treppenfunktionen)
Sei f: R™ — R, seien (¢g), (¢x) Folgen in 7, mit ||f — k|1 = 0, ||f —¥x|li = 0 (kK — o0).
Dann sind ([ ¢xdz) und ([ ¢xdz) konvergente Folgen in R und

lim /apkda:: lim /1/Jkdx
k—o0 k—o00

Beweis
ap = [ prdz, b :== [Ypdz (k € N).

lar, —ai| = | [ prdz — [ @rdz| = [(pr — p)da| f ok — pilde "= ok — @il = lox — f+
F=wlli < llex—flli+IIf —willi = (ag) ist eine Cauchyfolge in R und als solche konvergent.
Genau so: (b) ist konvergent.

wie oben k—00

a:=limay, b:=limby. |ar —b| < [[f —wkli +If =Yl == a=0. -

Definition .
(1) L(R™) :={f : R" — R : 3 Folge (¢r) € J mit: ||f — ¢rl1 = 0 (k — c0)}

(2) Ist f € L(R™), so heifst f Lebesgueintegrierbar iiber R".

(3) Ist f € L(R™) und (p) eine Folge in .7, mit ||f — k|1 — 0, so heift

/fd:c_/f dx_Rnfdx_Rnf hm/gpkdx

das Lebesgueintegral von f iiber R".

Bemerkung: (1) Wegen 16.4 ist [ fdz wohldefiniert und reell.

(2) Ist ¢ € T, so wahle (¢x) = (¢, ¢, ¢,...) = ¢ € L(R") und Integral von ¢ aus §15
stimmt mit obigem Integral {iberein. Insbesondere: .7, C L(R™)

Satz 16.5 (Rechenregln fiir Lebesgueintegrale)
Es seien f,g € L(R™) und o, 8 € R™.
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(1) af+Bg € LR™) und [(af + Bg)dx = o [ fdz + B [ gdx
(2) [fl € LR™) und | [ fdz| < [ [fldz = || fl}

(3) Aus f < g auf R™ folgt: [ fdx < [ gdz
(4)

4) Ist g auf R™ beschrankt — fg € L(R").

Beweis
(1) Klar.

(2) 3 Folge (1?;11) in T mit [[f = @rlli = 0 (k = o0). |gx € Z (K € N). [|f] =]
[f=erl = IFI=lexllly < I1f =kerlls = [fl € LR") und | [ fdz| = [lim [ ordz| =
15.4
lim| [ grdz| < lim/\gok\dx:f]f]dx.

——
16.3
=" Nkl

—00

k
£ = I1f—erterll < If—erli+llerls "2 1710 < [1fldz. lorlh = lex—F+flh <
k—oo
e — Flli+ 1l == [|fldz <[/ flh

(3) Esist g— f > 0 auf R". [gde— [ fdz = [(g9— f)dz=[lg— flde 2 |g— fl > 0.
>0

(4) IM >0:|g| < M auf R™. Sei k € N. 3pp € T, 1 ||f — @il < g 3y > 0: |oop| < 7y auf
R™ 3 € Tn: |lg — il < g Dann: iy € T,

16.1
|fo—erti] = |9f—gvrt+gor—erir] < |9||f—s0k|+|sok||g—¢k|1§ M| f—pr|+ylg—r] ==
1fg — extorlly < M| f — ol +llg — Yl < M - 53 V55 = 1 = Beh. n

Definition
Sei ) # D CR” und f,g: D — R (nicht R!) seien Funktionen.

max(f, g)(x) := max{f(z),g(z)} (z € D)

min(f, g)(x) := min{f(z), g(z)} (z € D)

er = max(f, 0)7 7= max(—f, 0) = (_f)Jr

Bs ist max(f, 9) = 3(f+g+1f—gl), min(f,g) = 5(f +9—|f —gl). f,f~ > 0 auf D und
f=rr—=r.
Folgerung 16.6
Gilt fiir f,g:R" - R, dass f,g € L(R") = max(f,g), min(f,g), f", f~ € L(R").

Satz 16.7 (,,Kleiner Satz von Beppo Levi)
f: R™ — R sei eine Fkt., (¢) sei eine Folge in 7, mit: o1 < @3 < 3 < ... auf R", pp(z) —
f(z) (k— o) Vo € R™ und ([ ¢rdx) sei beschrinkt.

Dann: f € L(R™) und [ fdz =lim [ ppdz (lim [ prdr = [lim pidz)
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Beweis

aj = [ gjprda—[pjdz (j EN).a; 20 (j €N). 3i a5 = [pmyrde—[prde = (372, a;)
ist beschrankt. 224 Z‘;il a; konvergiert.

Firk € N:cp =322 aj. Anal = ¢ — 0 (k — o0).

Sei ke Nundm > k: Y00 (001 — 05) = Pmi1 —or | = [ —or =Yook (0jt1 — @)).

16.1 16.3
1f = el = 127200501 — 0l < X5plleir — @il = 2255 [ i+ — @jldr =
Z?‘;kaj:ckﬁO(kHoo)zHffgokHl%O(kHoo)zBeh. -
Definition
Sei A CR"

(1) Ist f: A — R eine Fkt.:

falz) = {g(m) ’i;j, fA:]R”—HR

1l = [ fallx

(2) L(A):={f: A= R: fs € L(R")}. Ist f € L(A), so heift f auf A Lebesgueintegrier-
bar und [, fdz := [, f(z)dx := [p, fadz heikt das Lebesgueintegral von f iiber A.
Bem.: [, fdx existiert und = 0.

Satz 16.8 (Lebegueintegral und L!-Halbnorm)
Die Sétze 16.5 bis 16.6 gelten sinngeméf fiir L(A). Insbes.:

— | Ifld
1Al = [ 17lda
Beispiel
(n=1), A:=1[0,1].
)1, 2e AQ
f(x)'_{o L z€ANQ

Bekannt: f ¢ R[0,1]. Gr. Ubung: f € L(A) und [, fdz =1

Satz 16.9 (Riemann- und Lebegueintegrale)
Sei I :=[a,b] (a <b), I CRund f € R[a,b]. Dann: f € L(I),

R-Int. L-Int.

Also: R[a,b] C L([a,b])
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Beweis

h:= fr

(1) Sei Z = {zo,...,zm} € 3, I == [zj_1,24], m; := inf f(I;), M; = sup f(I;), Q; =
(zj-1,25) (=1,...,m).

Zu Z definiere ¢ € 97 durch:

fl) ,xeZ
p(z):=qm; , r€Qy
0 , x ¢ [a,b]

=1,
Def.: @ := 70", (M; —my)lg;; Dann: 0 < h—p < @ auf R = @ € H#'(h - f) und
I(®) =350 (Mj —my)|Ij| = Sp(Z2) = s¢(Z2) = [[h—lly < S¢(2) = 5¢(Z)

(2) Sei (Zj) eine Folge in 3 mit |Z;| — 0. Ana I, 23.18 = S¢(Zx) — ff fdx, s¢(Zi) —
f: fdx. Zu jedem Zj, konstruiere ¢y, € 71 wiein (1). Dann: ||h—pi||1 < S¢(Zk)—sf(Z) —
0 (k= 00) = h e L(R) und [, hdr = lim [ ppde L limsp(Z) = [* fdr = fe
L([a,b]) und [, fdz = [ hdx = [} fda. .

Satz 16.10 (Konvergente Treppenfunktionsfolge)
Sei A C R™ offen, f € C(A,R) und f > 0 auf A. Dann: 3 Folge (¢r) in 7, mit: ¢1 < ¢ <
w3 < ...auf R” und pi(z) — fa(x) Vo € R™.

Insbes.: ¢ < fa4 auf R® Vk € N

Beweis
g:=1fa, Q":={(a1,...,a,) €ER" :a1,...,a, €Q}, QT :={reQ:r >0}

Fiir (a1,...,a,) € Q", r € Qt : Wy(a) :=[a1 — 7,01 + 7] X ... X [an — 7, an + 7]
My q = inf g(Wy(a)) >0, ¢, q = Mralw, (@) = 0, Yra € T
Dann: 0 < ¢, < g auf R™ (*)

T = A{thyq : a € Q" r € Qt}. Q",Q" abzihlbar = . ist abzihlbar, etwa J =
{1, 02,93, ..}

s(x) :=sup{¢Y(z) : ¢ € T} (x € R")
Aus (*) folgt: s(z) < g(z) Vo € R™
Sei x € R™ Fall 1: z ¢ A. Dann: 0 = g(x) < s(z)

Fall 2: x € A. Sei € > 0. A offen, f stetig
= JaecQ", reQt:|f(z) — f(x)|<eVzeW.(a)C A
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= g(2) > f(x) —eVz e Wy(a) = myq > f(x) —¢
— g(x) — & < My = Yra@) < s(x) =2 g(z) < s(@).
Also: s = g auf R

ok = max(¢1, e, ..., Uk) (k € N) € T, (¢r) leistet das Verlangte. [

Satz 16.11 (Stetige und beschrinkte Funktionen sind Lebegue-Integrierbar)
Sei A C R™ offen und beschrénkt und f € C(A,R) sei beschrankt. Dann: f € L(A).

Beweis
f=ft—f, fHf- € C(AR), f*,f~ beschr. auf A. O.B.d.A: f > 0 auf A.

Sei (¢r) wie in 16.10. Sei @ C R™ ein Quader mit A C Q. v := sup{f(z) : x € A}. Dann:
01 < < fa<y-1lgauf R" Vk e N

— [¢rde < [ppdr <5 [1gdz = yv1(Q) Vk €N

= ([ ¢rdz) ist beschrénkt. 16.7 = fa4 € L(R") = f € L(A). -

Satz 16.12 (Stetige und beschrinkte Funktionen sind Lebegue-Integrierbar)
A C R™ sei abg. und beschr. und f € C(A,R). Dann: f € L(A).

Beweis
34 = JF € C(R",R) : F = f auf A. Sei Q ein offener Quader mit A C Q. Q ist beschr. und

abg. 3.3 = F ist auf Q beschr. = F ist auf Q beschr. 2641 F, € LQ) = (F,q €
~——

:FQ
L(R") = Fg e L(R).

Q\A ist offen und beschr. e s L(Q\A) = 1g\a € L(R") 258 Fg-1g\a € L(R").

Es ist fA:FQ—FQ-lQ\A g fa€e L(R") = f e L(A). n

Bezeichungen: R"™ =R" x R™ = {(z,y) : x € R",yG € R™}. Sei A C R"t™,

Firye R": A, :={z eR": (z,y) e A} CR" Firz e R": A, :={y e R" : (z,y) € A} C
R™.

Satz 16.13 (“Kleiner” Satz von Fubini)
A C R™™ gei beschrinkt und offen und f € C'(A, R) sei beschrankt (also f € L(A), 16.11!).

A C R™"™ sei beschrinkt und abgeschlossen und f € C'(A, R) sei beschrinkt (also f € L(A),
16.121).

Dann:
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(1) Fiir jedes y € R™ ist die Funktion x — f(x,y) Lebesgueintegrierbar iiber A,

(2) Die Funktion y — [ 4, f(z,y)dz ist Lebesgueintegrierbar iiber R™ und

[ s = [ [ soisns

(3) Analog zu (1),(2):

/Af(:ry /Rn/fwydy

Beweis
Nur fiir A beschrankt und offen (fiir A beschréankt und abgeschlossen dhnlich wie bei 16.12).
OBdA.: f>0auf A(f=ft—f").

(1) Sei (pr) eine Folge in .7}, 4, wie in 16.10. Wie im Beweis von 16.11: ( [gnim ©r(z,y)d(z,y))
ist beschriankt. 16.7 = fA f(l‘v y)d((L‘, y) = fRn+m fA(xa y)d($, y) = hmf SOk(l’, y)d(l’, y)

(2) Sei y € R™ (fest). Wy(x) := pi(w,y),9(x) = fa(z,y)(x € R"), f(2) = f(z,y)(x € A)
Dann: g = fa.

Es gilt: U7 < Uy < ... auf R”, Ui(z) = op(z,y) — fa(z,y) = g(x)Vx € R™. (¥ € T,)
Ubung: ([ Wi(z)dr) beschrinkt.

16.7 => g € L(R"), also fa, € L(R") = [ € L(4,) = (1),

/ g(x)dr = lim/\Ilkdac —lim/\I/k(x,y)dx
N

fAy flz,y)dx

(3) k(y) == Jgn er(z,y)da(y € R™). Dann: O, € T, @1 < Pp < ... auf R™.

>%Aﬂwm

/m O, (y)dy = /m(/n er(z,y)d)dy

“i5 [ o)
(1
& [ rewie.y

16.7 =y fAy f(z,y)dx ist Lebesgueintegrierbar iiber R und

/Rm(/Ay f(z,y)dr)dy = lim/ék(y)dy: /Af(g;’y>d(x’y) )

7

Yy € R™.



16. Das Lebesguesche Integral

Definition
Sei A C R" ! x R(= R"). A heikt einfach beziiglich des 1. Faktors (R"!) :& Vo € R*~!
ist A, = 0 oder ein Intervall in R.

Sei a C R x R" (= R"). A heikt einfach beziiglich des 2. Faktors (R"!) & Vy € R*!
ist A, = () oder ein Intervall in R.

Aus 16.13 folgt:

Satz 16.14 (Aufteilung des Integrals in Doppelintegrale)
A CR™" ! x R sei beschriinkt und abgeschlossen und einfach beziiglich des 1. Faktors.

B:={zeR"!: A, #0}.
Dann:

(1) Vx € B ist A, ein beschréanktes und abgeschlossenes Intervall in R

(2)
Ve C(AR): /fa:y (x,9) //fa;ydy

A C R x R" ! sei beschrankt und abgeschlossen und einfach beziiglich des 2. Faktors.
B:={yeR"1:A4,+0}.
Dann:

(1) Yy € B ist A, ein beschrénktes und abgeschlossenes Intervall in R

(2)
Vf e C(A,R): /f:z:y (z,9) //fxydx

Q :=[a1,b1] X [ag,b2] X ... X [an,b,] CR"™. f € C(Q,R):
bn, bo b1
/Qf(x)dx:/an (...(/@ (" pwn madaydas) .,

Die Reihenfolge der Integration darf beliebig vertauscht werden.

Beispiel
1

! Anmerkung des TgXers: in jedem dieser Beispiele kommt eine Skizze vor, mit deren Hilfe man sich klar machen
kann, dass die entsprechenden Mengen einfach beziiglich des 1. Faktors sind. Diese Skizzen sind hier (bisher)

nicht wiedergegeben.
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(1) (n=2), Q:=[0,1] x [1,2], f(z,y) = zy.

Jpayd(e,y) = [2([} wyda)dy = [2([Sa2ylizb)dy = [2 Lydy = Ly = 2.
(2) A= {(z,y) eR?:2€0,1],2%2 <y <z}, f(z,y) = x>

A ist einfach beziiglich des 1. Faktors

B =10,1]

Fiirz € B: A, = [2%, 7]

1 x
/fc?fd(fc,y):/ (/ xy’dy)de
A 0 2
1 1
B 1 3ry=z _/14_17 _i
—/0 ([3$y ]y:$2)dfn_ 0 3:U 3x dr = 40
(3) A:={(z,y) eR*:y>0,22 +y* <1}, f(z,y) =y

B:[_171]
r€B:A; =[0,V1—2a?];

/Ayd(x, y) = /11(/0W ydy)dz

L RN e 1 2
— [ (™= [ G- atyin =

(4) A:={(z,y,2) eR*: 2y, 2> 0,z +y+2 <1}, f(z,y,2) ==
A ist einfach beziiglich des 1. Faktors (R?)
Fiir (z,y) € B: Ay = [0,1 — (z +y)]

B:{(x,y)ERZ:xE [071]7$+y§17920}

[watennr= [ T (e, y) = [ o125 i,y

1 11—z 1
= [at—@raiey = [ ([ a0-@rmii = 30






17. Quadrierbare Mengen

Sei A CR™. A heifit quadrierbar (gb) : <= 14 € L(R") (< 1€ L(A))

In diesem Fall heilt v,(A) := [, ladz = [, 1dx das n-dimensionale Volumen oder Lebes-
guemaf von A. Beachte: v,(A) € R

Satz 17.1
Sei A C R™ beschrankt. Ist A offen oder abgeschlossen, dann ist A quadrierbar.

Beweis
16.11, 16.12 ]

Beispiele:
(1) @ ist quadrierbar und v, (@) = 0.

(2) Sei @ ein Quader im R" = 1g € J, C L(R") = @ ist quadrierbar und n-
dimensionale Volumen von oben gleich dem n-dimensionalen Volumen aus §15

(3) Sei O # D C R"™, D beschrankt und abgeschlossen, f € C(D,R) und f > 0 auf D.
A= {(z,y) e R : 2 € D,0 <y < f(x)}. A ist beschriinkt und abgeschlossen 24
ist quadrierbar (im R™*1). v, (A) = [, 1d(z,y) 183 | D (fof(m) 1dy) dx = [}, f(x)dx

(4) A= {(z,y) eR": 22 +y?> <7r?} (r > 0). A= U,(0). A ist beschriinkt und abgeschlossen
2L Aist quadrierbar. va(A) = [, 1dz. Fir & € [—r,r): Ay = [-Vr?2 — 22, V1?2 —2?] =
vp(A4) = " (f,% 1dy) de = [" 2v/r? — 22dax Al 2,

Satz 17.2
A, B, Ay,..., Ay seien C R™ und quadrierbar.

(1) An B, AU B, A\B sind quadrierbar und
(AU B) = v, (A) + vp(B) — v, (AN B).

(2) Aus A C B folgt v,(A) < v, (B).

(3) AyUAsU...U A, ist quadrierbar und
(A1 U AU .. UA,) <v(A1) + -+ vn(An)
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17. Quadrierbare Mengen
Beweis

(1) lanp =14-1p =22 1405 € L(R") = AU B ist quadrierbar.

lavB=1a+ 15 — lans L laup € L(R") = AU B ist quadrierbar. v,(AU B) =
f]R" 1aupdx = fRn 1adx + fR" 1pdx — fJR" lanpdx = v, (A) + v (B) — v (AN B).
Iag=1a(1—-1p) 252 Lapg € L(R") = A\B ist quadrierbar.

(2) ACB = 14 <1paufR" = v,(A) = [pn ladz <[5, 1pde = v,(B)

(3) folgt aus (1) mit Induktion -

Satz 17.3 (Prinzip von Cavalieri)
Sei A C R" xR = R" = {(2,2) : # € R", 2 € R} beschriinkt und abgeschlossen (also
quadrierbar im R™"*!). Dann:

(1) Vz € Rist A, beschrénkt und abgeschlossen (also quadrierbar im R™).

(2) vpy1(A) = f]R v (Az)dz

Beweis
(1) Ubung
(2) vap1(A) = [, 1d(z,2) = [ ( / 1dx> dz -
Az
—_—
=vn(Az)
Beispiele:

(1) A:={(z,y,2) € R®: 2 €[0,1],2% + y? < 22}. A ist beschriinkt und abgeschlossen =
A ist quadrierbar. Fiir 2z ¢ [0,1] : A, = (. Fiir z € [0,1] : A, = {(2,y) € R": 2% + 2 <
22} = 1(A,) =712 = v3(4) = fol T22dz =%

(2) Sei [a,b] C R, f € C([a,b],R) und f > 0 auf [a,b]. Graph von f rotiert um die z-Achse
— Rotationskérper A. A = {(z,y,2) € R® : x € [a,b],y* + 22 < f(2)?}. Ap = {(y,2) €
R?: % + 22 < f(2)?} fiir @ € [a,b]. v2(Ax) = 7f(x)?. v3(A) = wf:f(:r)Qd:r.

Speziell: f(z) = Vr? —2z? (r >0), z € [-r,7].
Rotationskérper A = U,(0) C R?. v3(A) == [* (r? — 2?)dx = 717,

Definition
Sei N C R™. N heift eine Nullmenge genau dann, wenn F' quadrierbar und v, (N) = 0 ist.

Satz 17.4
Sei N C R"™. N ist eine Nullmenge <= ||1x]/1 = 0.
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Beweis
»=% N Nullmenge = 1y € L(R"). 165 = |[1n|1 = [go Indz = v (N) = 0. ;< Setze

. . . Vor.
(o) == (0,0,0,...); (pg) ist eine Folge in : ||[1xy — el = |1n]1 = [In]i = OVEeN —
1y € L(R™) und [1ydz =lim [ ¢rdz =0 = N ist quadrierbar und v,(N) = 0. n
Satz 17.5
N, N1, No, ... seien Nullmengen im R".
(1) Ist M C N = M ist eine Nullmenge.
oo
(2) U Ny, ist eine Nullmenge.
k=1
Beweis
(1) 1y <1y 222 J1als < inlls "2 0 = |1p)1 =0 = Beh.
oo 00 16.1 00 17.4
(2) A= Ui Nis 1a < 252 Ivge = [Mallh < 252 vl = 0 = Beh. u
Beispiele:

(1) Seixg = (z1,...,2n) € R", N :={zo} = {1} x {m2} x--- x{zo}. N ist ein Quader, also
quadrierbar, v,(N) = 0, N ist eine Nullmenge.

(2) Beispiel (1) und 17.5(2) liefern: Jede abzéahlbare Teilmenge des R™ ist eine Nullmenge

(3) Ist @ = [a1,b1] X [az, ba] X [ag, b3] X - - - X [an, by] € R™. Q ist eine Nullmenge <= a; = b;
fir ein j € {1,...,n}.

Satz 17.6
Sei ) # D C R", D sei beschrinkt und abgeschlossen, es sei f € C(D,R) und Gy :=
{(z, f(x)) : x € D} CR""!. Dann ist G eine Nullmenge im R" .

Beweis

G s ist beschriankt und abgeschlossen 24 Gyist gb. vp41(Gy) = fo 1d(z,y) 1613 Ip (f]f((f)) 1dy) dx =
0. ]
Definition

Sei A C R"™ und (E) eine Eigenschaft, welche die Elemente von A betrifft. (E) gilt fast tiberall
(f.4.) auf A : <= 3 Nullmenge N C A mit: (E) gilt fir alle z € A\N.

Beispiel
f A — R sei eine Funktion. f =0 f.ii. auf A <= 3 Nullmenge N C A: f(x) =0 Vx € A\N.
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17. Quadrierbare Mengen

Satz 17.7 3
(1) f,g9 : R™ — R seien Funktionen mit f = g f.ii. auf R”. Dann: f € L(R") < g €
L(R™). 1. d. Fall: [ fdz = [ gdz.

(2) Seien A,B CR", f € L(A)NL(B) und AN B sei eine Nullmenge. Dann: f € L(AUB)
und fAuB fdxr = fA fdm+fB fdz.

Beweis
(1) 3 Nullmenge N C R" : f(z) = g(x) Vo € R"\N. Sei f € L(R") = 3 Folge (¢x) von
Treppenfunktionen mit: ||f — ¢k|[1 — 0 und [ fdz = limg_o0 [ prda.

fe=1ny (keN), h:=372 1 fr, [Pl < 202 1fklh = 0 = [|All1 = 0.

. 16.1
Esist |g— x| < |f—@rl+hauf R" = [lg—orlly < |[f —@rli+]Ihll = [[f —erlli =
llg — ¢kl =0 = g€ L(R™) und [ gdx = lim [ ppdx = [ fdz.

(2) Wegen (1) 0.B.d.A: f = 0auf ANB. Dann: faup = fa+ B 1%5 L(R") = f e L(AUB)
und fAuB fdx = f]R" faupdxr = IR" fadx + fR" fpdxr = fA fdzx + fB fdz. -

Satz 17.8
f :R™ — R sei eine Funktion.

(1) Ist ||f|l1 < oo und N :={z € R": f(z) = oo} = N ist eine Nullmenge. Dies ist
z.B. der Fall, wenn f € L(R") (16.5: ||f||s = [|f]dx)

2) |IfllL =0 <= f=0 L. auf R".

Beweis 4
(1) Seie>0:1y <elf| auf R* 224 |1k <ellflli =2 |[1n]li =0 =22 Beh.

(2) , = Fiir k € N : Ny := {z € R" : | f(z)| > 1}. Dann: 1y, < k|f] auf R® 225 [[1y,]|1 <
El|lflli =0 24 N, ist eine Nullmenge =22 N := Usr— Ni ist eine Nullmenge. Es ist
N={zeR": f(zr) #0} = f=0{fi. auf R".

L= fl =0 £l auf R* 2L |f) € L(R™) und [|f|lde = [0dx =0.165 = [|f|[; =

J1fldz =o0. n

Definition
Seien Q1,Q2, ..., Qm abgeschlossene Quader im R™ und A := Q1 U Q2 U ... U Q. Dann heifét
A eine Figur.
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Satz 17.9
Sei U C R" offen. Dann ex. Figuren Ay, Ag,... mit A1 C Ay C...und U = |Jgo | Ag. Ist U
gb = v, (U) = klim vn(Ag) = sup{v,(Ag) : k € N}.

—00

Beweis
Fiir a € Q" und r € Q" sei W,.(a) wie im Beweis von 16.10.

2:={W.(a):a€Q", reQt, W,(a) CU}, U offen = 2 # .
Esist 2 ={Q1,Q2,...}, A :=Q1UQ2U...UQ (k € N). (Ax) leistet das Verlangte.

SeiU gb. g :=14, (k€ N) = ¢ € T, 1 <2 <...auf R” und ¢i(z) — ly(z) Vo € R”
und @1 < ¢ <1y auf R" = [pidz < [ppde < [1pdz = v,(U). 16.7 = lim/cpkd:v =

——
vn (Ag)
[ 1ydz = v, (U). -
Satz 17.10
Sei U C R"™ offen. Dann ex. Quader Q1, @2, ... C R™ mit:
U={JQrund @ nQ;=0(j#k)
k=1
Ist U gb = v, (U) = > 22, n(Qk).
Beweis
In der gr. Ubung. ]
Satz 17.11

Sei N C R™ N ist eine Nullmenge <= Ve > 0 3 Quader Q1,Q2,... im R™ mit: (*)
N CUpZy @k und D272 0y (Q) < e

Beweis

= Sei € > 0. Seien Q1,Qy, ... wie in (¥). Dann: 1y < 2% 1o, auf R" 222 [[1x]); <
17.4 S

Yo gl = 3255 [1gude = 3532, 0a(Q) < e = |[In]i = 0 == N ist eine

Nullmenge.

»,=" Sei ¢ > 0. Es geniigt z.z.: 3 offene Menge U mit: N C U, U ist gb und v,(U) < € (wegen
17.10).

12 1nlls = 2llinlh 'E 0 = 30 € A2 1x) : (D) < & Sei ® = 3, cxlr,, wobei
cr > 0, Ry offene Quader. O.B.d.A: & =377 cilg,.
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17. Quadrierbare Mengen

Om = > pe1cklr, € Ty o1 <2 < .. < D5 pp(x) = P(x) Vo € R™. [ prde < [ opdr =
S ervn(Ry) "0 ervn(Ry) = (D) < e

16.7 = ® € L(R") und [ ®dz = lim [ @pdz = I(P) <e.

U={zeR":®(x)>1},ze N = P(x) >2-Iy(z) =2 = xz €U Also NCU. U
offen, U gb, v,(U) < e. [

Folgerung 17.12
Sei N C R” eine Nullmenge und € > 0. Dann existiert eine Menge U C R": U ist offen, U ist
quadrierbar, N C U und v,(U) < €.

Beweis
Beweis von 17.11 n

Satz 17.13
Sei A C R™ beschrankt und abgeschlossen, f : A — R sei beschrankt und fast {iberall stetig
auf A. Dann: f € L(A).

Beweis
Iy >0:|f] <~ auf A. 3 Nullmenge N C A: f ist stetig auf A\ N. Sei e > 0. 17.12 = 3
offene und quadrierbare Menge U mit N C U,v,(U) <e. A\ U C A\ N, f stetig auf A\ U,

A\ U ist beschrinkt und abgeschlossen. 16.12 = f € L(A\ U) = fay € L(R") =

. 16.1 16.5
Jp € Tn:|[fav—wll <e Esist [fa—faul <71y auf R". = |[fa—favl <Allvli =

v [ 1ydz = v, (U) < ve. Dann:

[fa—=wli = [fa— fav + fav —¢lh
< fa—=faulh +1fav — el
< ve+e
= (vy+1e
D.h:Vhk e N3p, € Tt |fa— il < T = fo € LR") = f € L(A). n
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18. Konvergenzsatze

Definition . .
Sei (fx) eine Folge von Funktionen, f; : R®™ — R und f: R" — R.

(1) (fx) heikt L'-konvergent gegen f : <= ||f — fi|l1 = 0 (k — o0)
(2) (fx) heikt eine L'-Cauchyfolge : <= Ve >0 Jko € N: || fx — fill1 < & Vk,1 > ko.

Ist (fi) L'-konvergent gegen f, so ist (fi) eine L'-Cauchyfolge: ||fi— felli = [|fi—f+f— fullL >
1f = fillh + (1 = fell

Satz 18.1 (Satz von Riesz-Fischer)
(fx) sei eine L'-Cauchyfolge in L(R"™), also f; € L(R") Vk € N. Dann existiert ein f €L(R"):

(L) Nf = frllh = 0 (k = o0)
(2) /fd:c = lim [ fpdz
k—o00
(3) (fr) enthélt eine Teilfolge, die fast iiberall auf R™ punktweise gegen f konvergiert.

(Ohne Beweis)

Satz 18.2 (Satz von Beppo Levi)
Sei (fx) eine Folge in L(R) mit f; < fo < f3 < --- auf R" und (/ frdx) beschrinkt.

f:R™ — R sei definiert durch f(z) := klim fr(x). Dann: f € L(R™) und
—00

[ =t [ fde (= [ lim fila)ao)

Beweis

Fir k>0 |fo — filin "2 [ fi— fide = [ fudz — [ fide = | [ fudz — [ fidal. (f fuda) ist
>0

beschrankt und monoton, also kon_vergent = ([ frdz) ist eine Cauchyfolge in R = (f}) ist

eine L'-Cauchyfolge in L(R™). 18.1 = 3Jg € L(R™) mit: [ gdz = lim [ frdz und (f;) enthélt

eine Teilfolge, die fast iiberall auf R™ punktweise gegen g konvergiert —> f = g fast iiberall

auf R? ~=L f€LR") und [ fdz = [ gdz =lim [ frdz. =
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18. Konvergenzsétze

Definition
Sei A C R",(Ay) sei eine Folge von Teilmengen von A. (Aj) ist eine Ausschépfung von

A<= A C Ay C A;... und UAk:A.
k=1

Satz 18.3
Sei A C R"™, (Ag) sei eine Ausschopfung von A und es sei f € L(Ax) Vk € N. f € L(A) <

( / | f|dx) ist beschrénkt. In diesem Fall:
Ak

/fdx: lim fdx
A k—o0 Ay

Beweis
S Ay CA = [flay < |fla — / Flande < [ |flade.

=/ Ifld
= OBdA: f > 0auf A (f = ft — f7). Dann: 0 < fa, < fa, < fag < ... |ffAkda:| <
f |fla,dz = fAk |flde = (f fa,dz) beschriankt. Es gilt: fa, () — fa(z) Vo € R". 182 =
fa€ LR") und [ fadz =lim [ fa,dz = f € L(A) und [, fdz = limfAk fdz. n

Satz 18.4 (Uneigentliche Lebesgue- und Riemann-Integrale)
Es sei f : [a,00) — R eine Funktion (¢ € R) und es gelte f € Rla,t] ¥t > a. Dann:

feL(a,0)) < / fdz ist absolut konvergent. In diesem Fall:

/ fdx = / fdx
[a,00) a

N——
L-Int. uneigentl. R-Int.

Beweis
Sei (t) eine Folge in [a,00) mit: a < ¢ < t2 <t3 < ...und ty — oo (kK — 00). A := [a, tx] (k €

N),A :=[a,00). Fir k € N : I}, := f;’“ fdx, Jy = f;’“ |f|dz (R-Integrale). 16.9 = f,|f] €

L(la, tg]) und Iy = [, fdw, Jy = [, |flde. f € L(A) €2 ([ |f|dz) ist beschriinkt <= (Jj)

ist beschrankt 71225 (Jik) konvergent <= [>|f|dz konv. In diesem Fall: [, fdz 163

lim fAk fdz =lim I, = [° fdz. n

Beispiele: 1
(1) f(x) := ﬁ; Analysis 1 = / %dx abs. konv. =% f € L(]0,1]). Analysis 1
0
18.4

N /1 édx div. == f2¢ L([0,1]).
0
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s x 7:1,/,>O

(2) f(z):= { ’

1 ,x =20
sinx

oo
Analysis 1 = / konv., aber nicht abs. konv. 18.4 = f ¢ L([0,00)), aber
0

X

* sinx
/ dx existiert im uneigentlichen R-Sinne.
0 T

Satz 18.5
(Ag), (Bg) seien Folgen gber Mengen im R™.

(1) Ist A1 € Ay C ... und A := ;| Ax. Dann gilt: A ist gb <= (vn(Ag)) ist
beschrankt ( <= (v,(Ay)) konvergiert).

. d. Fall: v,(A) = limg— 00 v (Ak).

(2) Fir j # k sei Bj N By, jeweils eine Nullmenge und B := |J;2 Bg. B ist qb <=
> 721 Un(Bj) konvergiert.

L d. Fall: v,(B) = Y22, vn(B;).

Beweis
(1) Folgt aus 18.3 mit f =1

(2) A, := BiUByU...UBy, (k € N). Dann: A; C Ay C ... und B = [J2, 4. 17.2

— Ay ist qb und v, (A;) = vu(B1) + ... + vu(By). Bist gb FON (vn(A})) konvergiert

== ;2 vn(Bj) konvergiert.
@

L d. Fall: v,(B) = limj o0 vn(Ar) = 350, vn(B;)). .

Satz 18.6 (Satz von Lebesgue (Majorisierte Konvergenz))
Sei A C R™ und (fy) eine Folge in L(A) und (fx) konv. fast iiberall auf A punktweise gegen

f:A>R

(1) Ist F € L(A) und gilt [fi] < F auf A Vk € N, so ist f € L(A) und [, fdz =
lim fA frdz.

(2) Ist A gb und ex. ein M > 0 mit (fx) < M auf A Vk € N, so ist f € L(A) und
fA fdzr =lim fA frdz.

Beweis
(1) 0.B.d.A: A =R" (Ubergang f — f4). 3 Nullmenge N mit F(z) € R Vo € R*\N (17.8)
und fr(z) = f(x) (k — o0) Vo € R®\N. Dann: fx(x) € RVz € R"\N Vk € N. Wegen 17.7
andern wir ab: f(x) := fy(z) := F(z) := 0Vzx € N Vk € N. Dann: fi(z) — f(z) Vo € R™.
Fir k,v € N: gi(z) :=sup{fj(x) : j > k}; grp(x) := max{fr(z), fis1(x),..., ferv(2)}.
Dann: |gil, |gk,| < F auf R". 16.6 = g, € L(R").
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18. Konvergenzsétze

Sei k € N (fest). gr1 < gr2 < grs < ... auf R, | [gr,dx| < [|gry|de < [Fdz =
(f gkﬂ,dm)zozl ist beschrénkt. Es gilt: g, () — gx(z) (v = 00) Vo € R". 182 = g}, €
L(R™). Es ist: g1 > g2 > g3 > ... auf R"; wie oben: (f gkdaz) beschrankt. Weiter gilt:
gk(z) = f(x) (k — o0) Vo € R™.

182 = f € LR") und [ fdz = lim [ gpdz. hi(z) := inf{f;(z) : j > k} (z € R™).
Analog: hy € L(R™) und [ fdx = lim [ hydx. Es ist: hy < fi, < g auf R" = [ hpdz <

k—o0

[ frdz < [ gpde —— [ fdz =lim [ fydz.

(2) folgt aus (1): Aqgb = 1€ L(A) = M € L(A), F:= M. -

Beispiel
Fir k € N sei fi : [1,k] — R def. durch
K sin(2)

W)= Ty

Bestimme: limy,_,~ flk fr(z)dz.

) = {g‘“” R IRS)

Seiz € [1,00) —> Tho € N: o e [1,K] Vk > ko. Fiir k > ko : gp(e) = fi(a) = Sobk) ka2

Ln(%) NN S ki>oo 1. f(z).

<L =f(2). fr e RILK 222 fe LK) 22 gy € L([1,00))

<1 S%
und f[lm) fdzr = 100 w%d:p =1.186 = o grdr — f[l,w) fdx = 1.
f1k Jrdz

Erinnerung: (Ana I, 23.5): f : [a,b] — R sei auf [a,b] db und f’ € R[a,b]. Dann: ff fldx =
f(0) = f(a).

Satz 18.7
f :]a,b] = R sei db auf [a,b] und f’ sei auf [a,b] beschrankt. Dann: ' € L([a,b]) und
fioy o = £0) - f(a).

—_

Beweis fla+3)—f(=) v€lab—1
M = sup{|f'(z)| : = € [a,b]}. fr(x) = % ’ ’ M. Anal = f; €
0, ze(b-11

169 PO < M} @elab-}) =

Rla,t] == f € L([a,b]) « [f(z + ¢) = f(2)|

90



|fr(z)] < M Vz € [a,b]. Sei x € [a,b) = Tko € N:a € [a,b— 1] Vk > ko. Fiir k > ko :
fu(z) = flaty)=i@) koo f'(z). Also: fr(z) — g(x) = {f,( =), z€lab) Vz € [a,b].

% 0, r=25b
186 = g€ L(la,b]) == f" € L([a,b]) und [, , F'dw = [}, gds = limg o [y frdz =
. b
limg oo fa frdz.
f € Cla,b] Anal f besitzt auf [a, b] eine Stammfunktion F. f fr(x)dx = k‘f fla+1) -
F@))da =k [F fa+ Dda—k [P fa)de TEE S f)de—k [ d:c—k(F(b)

1

Fla+}))~k(F(b—}) - F(a) = "= ;"*” e e <b>—F’<a> f(6) = f(a)m
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19. Messbare Mengen und messbare

Funktionen

Definition

A C R"” heifit (Lebesgue-)messbar (mb) :

A= [j Ay
k=1

L, :={A CR": Aist messbar}. Ist A quadrierhar — A € £,. Die Abbildung \,, — R

definiert durch
vn(A)

o]

An(A) == {

heiflt das n-dimensional Lebesguemafs.

Beispiel
R™ € £,, \,(R") = 00

<= J Folge quadrierbarer Mengen (Ay) mit

, falls A quadrierbar

, falls A nicht quadrierbar

Satz 19.1
Es seien A, B, A1, As,... € £,

(1) A\ B, GAJ’ ﬁAjEQn.
j=1 j=1

(2) Sei BC A
(i) M(B) < M (A).

(3) A

Ticg

(4) Aus A; C Ay C A3 C ... folgt

w4

SRE

(ii) Ist B quadrierbar = A\, (A \ B) = A\ (A) —

(5) Ist Ay quadrierbar und A; O Az D Az D ... folgt

An(B)

93



19. Messbare Mengen und messbare Funktionen

(6) Ist A; N A, =0 (j # k) folgt

Ohne Beweis!

Folgerung 19.2
(1) Ist ACR" offen — A€ £,

(2) Ist A C R™ abgeschlossen — A € £,

Beweis
(1) folgt aus 17.10

(2) R™\ Aist offen % R\ Acg, =2 e, .

Definition }
Sei A € £, und F : A — R eine Funktion. f heifft messbar: <= 3 Folge (¢x) in 7, (pr)
konvergiert fast iiberall auf R™ punktweise gegen f4.

Satz 19.3 .
Ae L, f,g: A— R seien Funktionen.

(1) Ist f € L(A) = f ist messbar.

(2) Sind f,g messbar = f+g, ", f",cf (c € R),|fIP (p > 0), max(f, g), min(f, g) sind
messbar (ooP := 00)

Ohne Beweis!
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20. Satz von Fubini / Substitutionsregel

Satz 20.1 (Satz von Fubini)
Ohne Beweis: R"*" = R" x R™ = {(z,y) : z € R",y € R™}. Es sei f € L(R™ x R™).

(1) 3 Nullmenge N C R™ : fiir jedes y € R™ \ N ist z — f(x,y) Lebesgueintegrierbar
iber R"™.

(2) Mit
F(y) := fRn f(z,y)dz ,fallsy e R™ \ N
. 0 ,fallsy e N

gilt: F € L(R™) und /

Rn+m

[z, y)d(z,y) = / F(y)dy

m

Satz 20.2 (Substitutionsregel)
U C R” sei offen und beschrinkt. ¢ € C*(U,R") sei auf U injektiv und Lipschitzstetig.
Es sei B := U (B beschriinkt und abgeschlossen). Dann lisst sich ¢ Lipschitzstetig auf B
fortsetzen und fiir A := ¢(B) gilt:

/ f(@)ds = / F(6(2))] det ¢/ ()[d= Vf € C(A,R)
A B

(A beschrankt und abgeschlossen, im Allgemeinen ist auf der Nullmenge OU ¢’ nicht erklért).

Polarkoordinaten (n=2):

r= ”(:L‘,y)” =V .’13‘2+y2,$ =T-Cosp,y :’I”'SiI'lQO (T > 0790 € [07271-])
o(r, @) = (rcosp,rsing). det¢'(r,p) =r.

Beispiele:
(1) A= {(z,y) e RZ: 22 + ¢ < 1,y > 0}, f(w,y) = yy/22 +¢2 B :=[0,1] x [0,7] —
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20. Satz von Fubini / Substitutionsregel

¢(B) = A. Dann:
/ flz,y)d(z,y) =
A

f(rcosp,rsing) -r d(r, )

rsing - r-rd(r, @)

S i

T 1
/ 73 sin pdr)dep

3

L 4

—r” sin

1 90 de
1

sin pdp

W~ |

I
MIms— s~ %

(2) Behauptung:
/ e dr = 7
Beweis: f(z,y) := e~ @) = =2 . c=¥" Sei 9 > 0. Q, := [0, g] x [0, g].
e re ., _,
faady) = [([ e aa

= /0 * e d)?

AQ = {(x7y) € RQ : [132 +y2 S Q27 xuy Z O}7BQ = [07 Q] X [07 g]7¢(BQ> = A

Qo

/A flz,y)d(z,y) = f(rcos g, rsinp)d(r, ¢)

B,

2

= /Br-e_r d(r, ¢)

_ /0 (/()Qr-eTer)dcp

s}

[VE]

=h(e) =(f¢ e~=*da)? =h(V20)
)
— (/ e*x2d$)2 T (0 — o0)
0
= / e dy = \g? - / e dx = /7
0 —00
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Zylinderkoordinaten (n=3):
d(r,p,2) := (r-cosp,r-sing, 2),r >0,p € [0,2r],2z € R, det ¢'(r, p, 2) = 7.

Beispiel
A={(z,y,2) ER}: 2,y > 0,22 +42<1,0< 2 < 1}.

flx,y,2) =yv/2? +y>+ 2, B=1[0,1] x [0, 5] x [0,1].
/ [y, 2)d(z,y,2) = /f("“ cos o, rsingp, 2)d(r, @, z)
A b

= /(r sin or + 2)rd(r, ¢, 2)
B

_ /01(/0g(/01(r2 sing + r2)dr) + dp)dz

Kugelkoordinaten (n=3):
1
r=(z,y,2)ll = (@ +y° + 2%)2,
x =rcospsiny, y=rsingsiny, z =cosv (r > 0,¢ € [0,27],v € [0n]).
B(r,p,v) = (rcos psinv, rsinpsinv, rcosv), det ¢ (r, o, v) = —r?sinv.
Beispiel
A= {(2,y,2) ER*: 1< |(z,9,2) <2, z,y,2 > 0}.
f(:E,y,Z) = m B = 172} X [07 %] X [07 %]

1 1
—————d(z,y,2) = / — sinvd(r, ¢, v)
/a 2+ + 2 b1

_ /f(/f(/f sin vdr)dy)dv






21. Parameterabhangige Integrale

Satz 21.1
Seit ACR" BCR™ Ax B={(z,y):x € A,y€ B}. Essei f: AXx B —

mit:
(1) Fiir jedes (feste) x € A sei y — f(x,y) Lebesgueintegrierbar iiber B.
(2) Fir jedes (feste) y € B sei x — f(z,y) stetig auf A.

(3) 3¢ € L(B) : |f(z,y)] < o(y) Y(z,y) € Ax B.

F : A — R sei definiert durch F(z / f(z,y)dy. Dann: F € C(A,R).

R eine Funktion

Beweis

Sei xg € A. Sei (zy) eine Folge in A mit z; — xg. zu zeigen: F(xg) — F(xo).
Defviere g.fiuJo B 2 B duh ofy) = oy ), o) = fy) Vor(1) = i e

L(B) Vk € N. Vor.(2) = fr(y) = g(y) Yy € B. Vor.(3) = |fx(v)| < o(y

186:>/ y—hm/fk

=F( xo) =F( xk)

) Yy € B.

Satz 21.2 (Vertauschbarkeit von Integration und Differentiation)
Sei A C R™ offen, B CR™ und f: A x B — R mit:

(1) Fir jedes (feste) z € A sei y — f(x,y) Lebesgueintegrierbar iiber B.
(2) Fiir jedes (feste) y € B sei x — f(x,y) stetig differenzierbar auf A.
(3) 3¢ € L(B) : |fu;(2,y)| < ¢(y) V(z,y) € Ax B, Vj € {l,...,n}.
F sei wie in 21.1. Dann ist F € C1(A,R), fiir jedes (feste) z € A ist y
gueintegrierbar iiber B und F,,(r) = /foj (x,y)dy Ve € AVje{l,...,

farj (.%', y) Lebes-

Beweis

Seixzge A,je{l,...,n}. Aoffen = 3§ > 0:29+te; € A fiir |t| < 6. Sei (¢,) eine Folge in

R mit ¢, — 0 (kK — o0) und 0 < [tx| < 0 VE.
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21. Parameterabhangige Integrale

f(wo +trej,y) — f(xo,y)

Vor.(1) = fy € L(B) Yk € N. Vor.(2) = fi(y) — g(y) Vy € B. Vor.(3) = |fuly)| “2°
| fz; (zo + &xej, y)|, & zwischen 0 und t;. 18.6 = g € L(B) und
S¢>(y)VVy€B
F tre;) — F
/g(y)dy — lim fk(y)dy: lim ($0+ k‘ej) (5130)
B k—o0 B k—o0 tk
=[p fo;(xo,y)dy
]
Satz 21.3

Es sei D C R? offen, [a,b] x [¢,d] € D und ¢ : [a,b] — [c, d] sei stetig differenzierbar. Es sei
p(x)
f € CYHD,R) und a: [a,b] — R sei definiert durch a(z) = / f(z,y)dy. Dann ist « auf

[a, b] differenzierbar und

w(z)
ol (z) = / fole,y)dy + (2, 0(@)) - (@) Y € o,

Beweis
B(x,z) :== [ f(z,y)dy. Dann: a(z) = B(z,¢(x)) (z € [¢,d]). Analysis 1 = [ ist partiell
differenzierbar nach z und f,(z,2) = f(x,z). 21.2 = [ ist partiell differenzierbar nach x

und Sy (z,z) = fcz fo(z,y)dy. By, B sind stetig. 5.2 = [ ist differenzierbar 54 o st
differenzierbar und

(1) = Bulrp(@) 1+ Ba(rp(x) - ¢ ()
(x)
- / L@ ydy + f@ o) - ¢ a).
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