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. Vorwort

I.1. Uber dieses Skriptum

Dies ist ein erweiterter Mitschrieb der Vorlesung ,,Analysis I von Herrn Schmoeger im Winter-
semester 04/05 an der Universitét Karlsruhe (TH). Die Mitschriebe der Vorlesung werden mit
ausdriicklicher Genehmigung von Herrn Schmoeger hier veréffentlicht, Herr Schmoeger ist fiir
den Inhalt nicht verantwortlich.

1.2. Wer

Gestartet wurde das Projekt von Joachim Breitner. Beteiligt am Mitschrieb sind ausser Joachim
noch Manuel Holtgrewe, Wenzel Jakob, Pascal Maillard und Jonathan Picht.

1.3. Wo

Alle Kapitel inklusive BTEX-Quellen kénnen unter http://mitschriebwiki.nomeata.de abge-
rufen werden. Dort ist ein Wiki eingerichtet und von Joachim Breitner um die KTEX-Funktionen
erweitert. Das heiftt, jeder kann Fehler nachbessern und sich an der Entwicklung beteiligen. Auf
Wunsch ist auch ein Zugang tiber Subversion moglich.
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lI. Eingefiihrte Begriffe

I1.1. Mengen

Durchschnitt, Vereinigung, Differenz, Leere Menge: ), M C N, M C N,a€ M, a ¢ M

I11.2. Funktionen

M ,N Mengen, M,N #0; f: M — N

I.3. Logik

= Implikation

& Aquivalenz

:= per Definition gleich

< per Definiton dquivalent

V Abkiirzung fiir ,fiir jedes®, ,fiir alle®

e 1 Abkiirzung fiir ,es gibt®, ,es existiert®






1. Reelle Zahlen

Die Reellen Zahlen sind eine Erfindung des menschlichen Geistes, sie haben von Natur aus
keine Eigenschaften. Wie Schachfiguren haben sie nur eine Bedeutung im Rahmen der Regeln.
Diese Regeln heifien hier Axiome, das sind Forderungen, die wir an etwas stellen, und aus denen
wir dann weitere Erkenntnisse erlangen.

Die Grundmenge der Analysis ist R, die Menge der reellen Zahlen: Diese Menge fiithren wir
axiomatisch ein, durch die folgenden 15 Axiome.

In R sind zwei Verkniipfungen ,+“und ,,-“gegeben, die jedem Paar a,b € R genau ein a +b € R
und genau ein ab :=a - b € R zuordnen.

Axiom (Korperaxiome)

(Al) a+ (b+c¢)=(a+b)+cVa,b,ceR
(A2) a(be) = (ab)e Ya, b, c € R

(A3) a+b=b+aVa,beR

(A4) ab=ba VYa,b e R

(A5) H0eR:a+0=aVaeR
(A6) 31 eR\{0}:a-1=aVaeR

(A7) VaeRI—-aeR:a+(—a)=0
(A8) Va e R\ {0} Ja ' €R:aa ! =1
(A9)

A9) a(b+c) =ab+ ac Va,b,c € R

Dabei nennt man A1 und A2 Assoziativgesetze, A3 und A4 Kommutativgesetze und A9
Distributivgesetz,

Alle Regeln der Grundrechenarten lassen sich aus (A1) bis (A9) herleiten. Diese Regeln seien
von nun an bekannt.

Beispiele:
(1) Behauptung: Es gibt genau ein 0 € R mit a + 0 = a Va € R.

Beweis: Die Existenz folgt direkt aus (A5). Der Beweis der Eindeutigkeit: Es sei 0 € R
mit a + 0 = a Ya € R. Daraus folgt 0+0=0=0=0+0=040 =0, also 0 = 0.
(Aufgabe: Beweise die Eindeutigkeit von 1, —a, ...)



1. Reelle Zahlen

(2) Behauptung: a-0=0Va € R

Beweis: Seia e Rund b:=a-0. Dann b=a(0+0) =a-0+a-0="b. Aus (AT) folgt
dann 0 =b+(=b) = (b+b)+(=b)=b+(b+ (-b) =b+0=0.

(3) Behauptung: Aus ab = 0 folgt a = 0 oder b = 0. Beweis zur Ubung
Schreibweisen: Fiir a,b € R:a—b:=a+ (=b);ist b#0: ¢ :=ab .

Axiom (Anordnungsaxiome)

In R ist eine Relation ,,<“ gegeben. Es sollen gelten:
A10) fir a,b € R gilt a < b oder b < a.

All) aus a < bund b < a folgt a = b.

>

(
(
(
(A13) ausa < bund c € R folgt a+c < b+c.
(

)
)
12) aus a < bund b < ¢ folgt a < c.
)
)

Al14) aus a < b und 0 < ¢ folgt ac < be.

Alle Regeln fiir Ungleichungen lassen sich aus (A1) bis (A14) herleiten. Diese Regeln seinen
von nun an bekannt.

Schreibweisen: (1) a<b:<a<bunda#b
(2) a>b:=b<a

B) a>b:=b<a

Definition (Betrag) { a fallsa>0

Fir a € R heift |a| := )
—a fallsa <0

|a] wird der Betrag von a genannt und entspricht dem ,,Abstand“ von a und 0. |a — b| entspricht
dem ,, Abstand“ von a und b.

Satz 1.3 (Betragssitze)
(1) |a| >0VaeR;la|=0<a=0

(2) |a—bl=|b—al|Va,beR
(3) |ab| = |a| - |b] Ya,b, e R

(4) +a < |a|

(5) |la+b| <la|l+1b| Va,b € R
(6) llal - Jbll < |a —b| Ya,b € R
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Beweis
(5) Falll: a+b>0< la+ b =a+b<|a| + |b|
Fall 2: a+b<0< |la+b = —(a+b) =—a+ (=b) <|a| + 0]

(6) lal = |(a—0)+b| < |a—0b[+[b] = |a| —[b] < |a —b], analog [b] —|a| < [b—al =|a—b| m

Definition (Intervall)
Seien a,b € R, a < b:

1) (a,b) :={z € R:a < z < b}: offenes Intervall

2) [a,b] :={x € R:a <z < b}: abgeschlossenes Intervall

(1)
(2)
(3) (a,b] :=={z € R:a <z <b}: halboffenes Intervall
(4) [a,00) :={xr eR:a <z}

Entsprechend: [a,b), (—00, al, (a,00), (—o0, a), (—o0,00) := R.

Definition (Beschriankte Menge)

Es sei ) # M C R. M heifst nach oben (unten) beschrinkt genau dann, wenn es ein v € R, so
dass alle z € M Kkleiner gleich (grofer gleich) « sind. In diesem Fall heift v obere Schranke
(OS) (untere Schranke (US)) von M.

Ist 7 eine OS (US) von M und gilt v <4 (y > 4) fiir jede weitere OS (US) 4 von M, so heifst
v das Supremum (Infimum) von M und man schreibt v = sup M (y = inf M).

Ist v = supM € M (y = inf M € M), so heit v das Maximum (Minimum) von M:
v =max M (y=minM).

Beispiele:
(1) aus M = (1,2) folgt: 2 =sup M, M hat kein Maximum

(2) aus M = (1,2] folgt: 2 = sup M = max M

(3) aus M = [3,00) folgt: M ist nicht nach oben beschrankt, 3 = inf M

Axiom (Vollstiandigkeitsaxiom)
(A15) Ist ) # M C R und ist M nach oben beschrankt, so existiert sup M.

Anmerkung: M = {x € Q: x > 0,22 < 2} hat kein Supremum in Q, also sind die rationalen
Zahlen keine Menge, die unsere Anforderungen an die reellen Zahlen erfiillt.

Satz 1.5 (Vollstandigkeit von R beziiglich dem Infimum)
Sei ) # M C R und sei M nach unten beschrankt, dann existiert inf M

11



1. Reelle Zahlen

Beweis

Sei M := {—x : x € M}. Sei v eine untere Schranke von M. dh. y <z Vz e M — —z <
—y VYo € M = M ist nach oben beschriinkt, — ist eine obere Schranke von M. (A15)
e EIs:zsupM = s<—y.—x<sVreM — —s<zxVxre M —> —sist eine untere
Schranke von M. Aus s < —y = ~ < —s, daher ist —s = inf M. -

Satz 1.6 (Existenz des Supremum)
Sei ) # M C R, M sei nach oben beschriankt, v sei eine obere Schranke von M.

y=supM < Ve>0dxreM:z>v—c¢

Beweis

, = “ Seiy=supM und € > 0 =  — ¢ ist keine obere Schranke von M = dxr € M :
x>y —e.

<= (A15) = ds = supM. Annahme: 7 # s = s<7y = e =7—s > 0. Laut
Vorausetzung gilt: 3z € M 1z >~y —e =~ — (y — s) = s, Widerspruch zu z < s. n

Analog gilt: Sei ) # M C R, M sei nach unten beschrankt, - sei eine untere Schranke von M.

y=infM < Ve>0dreM:z<vy+e¢

Definition (Beschrinktheit von Mengen)
Sei ) # M C R. M heilt beschrinkt: <= M ist nach oben und nach unten beschrinkt

< 3¢>0:|z| <cVee M. Beweis als Ubung

12



2. Natirliche Zahlen

Definition (Induktionsmengen)
Sei M C R. M heifst eine Induktionsmenge (IM) : <—

(1) 1eM

(2) Aus z € M folgt stets x +1 € M
Beispiel
R, [1,00), und {1} U[2, 00) sind Induktionsmengen.

J:={ACR: Aist eine IM }; N:= ﬂ A heifst die Menge der natiirlichen Zahlen.
AeJ

Satz 2.1 (Induktionsmengen)
(1) NeJ

2) NCAVAeJ

4

(2)
(3) N ist nicht nach oben beschriankt.
(4) VceRIneN:n>zx

(5)

5) Prinzip der vollstindigen Induktion: Ist ACNund Ae J = A=N

Beweis
(1) 1e AVAeJ = 2+1c AV € AVAeJ = z2+1eNVzreN

(2) folgt aus der Definition von N

(3) Annahme: N ist nach oben beschrankt. (A15): s:=supN. 1.3 = IneN:n>s—1,
(1) = n+1eN = n+1>s; Widerspruch

(4) folgt aus (3)

Vor. (2)
(5) A C NCA = A=N n

Satz 2.2 (Beweisverfahren durch vollstindige Induktion)
Fiir jedes n € N sei eine Aussage A(n) gemacht. Es gelte: (I) A(1) ist wahr und (II) aus
n € N und A(n) wahr folgt stets A(n + 1) ist wahr.

Behauptung: A(n) ist wahr fiir jedes n € N,

13



2. Natiirliche Zahlen

Beweis

A:={n € N: A(n) ist wahr}. Dann: A C N, aus (I) und (II) folgt A € J. n

Beispiele:
(1) A(n) :==n>1. A(n) ¥n € N. Beweis (induktiv):
Induktionsanfang (IA): 1 > 1, also ist A(1) wahr.
Induktionsvorausseztung (IV): Sei n € N und A(n) wahr (also n > 1)

(V)
Induktionsschritt (IS, n ~vn+1):n+1 > 1+1>1, also A(n+ 1) wahr.

(2) Firme Nsei A, :=(N N [1,n]) U [n+1,00).
Behauptung: A, ist eine Induktionsmenge Vn € N

Aln)

(3) Sein € Nyx € Rund n < z < n + 1. Behauptung: = ¢ N. Beweis: Annahme: x € N. Sei
Ay, wie im oberen Beispiel (2) = A,, ¢ J = NCA4,, — xz€ 4, = z<m
oder x > m + 1, Widerspruch!

1
(4) Behauptung: 1 4+2+---+n = n(n;) Vn e N
A(n)
Beweis: (induktiv)
IA: 31 =1 — A(1) ist wahr.
n(n+1)

IV:SeineNund 1+2+---+n=
IS:(n~n+1)

2 .

(v

142+ +n+@n+1) L 200 4y DYIV) = (4 1)(2 +1) = e

A(n+1) ist wahr

Definition (Summen- und Produktzeichen)
(1) Seien ay,as,...,a, € R,n € N.

n
Zak =a1+ax+ ...+ ap
k=1

n
Hak::al-ag-...-an
k=1

(2) No:=NuU{0},
Z:=NoU{—n:n € N} (ganze Zahlen),
Q= {% :p € Z,q € N} (rationale Zahlen).

Satz 2.3 (Ganze Zahlen)
Sei ) £ M C R.

(1) Ist M C N, so existiert min M

(2) Ist M C Z nach oben beschriankt, so existiert max M; ist M C Z nach unten be-
schrankt, so existiert min M.

14



(3) Ist a € R, so existiert genau ein k € Z : k < a < k+ 1. Bezeichnung: [a] := k.

(4) Sind z,y € R und z < y, so existiert ein r € Q: x < r < y.

Beweis
(1) 1 <nV¥ne M = M ist nach unten beschrankt. 1.2 = Ja = inf M mit a + 1
ist keine untere Schranke von M. — dm € M : m < aa+ 1. Sei n € M. Annahme:
n<m = n<m<a+1<n+1 = n<m<n+1. Dan e N: Widerspruch.

(2) Zur Ubung

B) M:={2€Z:z<a}. Annahme: M =0 = z>aVz€Z = -n>aVneN =
n < —a Vn € N. Widerspruch zu 2.1(3); also: M # (). (2) = Ik := max M.

2.1(4
4) y—az>0 = TneNin>-L — Loy—o— atlcy
mi=[z] €Z = m<nz<m+1 = L <p<mHl_omyp Loyl
=r
m+1
r<ZHlcy .

15






3. Folgen, Abzahlbarkeit

Definition (Eigenschaften von Funktionen)

Seien A, B nichtleere Mengen und f : A — B eine Funktion. f(A) := {f(x) : « € A} C B heiftt
Bildmenge von f.

f heift surjektiv : <= f(A) =B

f heift injektiv : <= aus z1,22 € A und f(x1) = f(x2) folgt stets z1 = xo

f heifst bijektiv : <= f ist injektiv und surjektiv

Definition (Folgen)

Eine Funktion a : N — B heilt eine Folge in B. Schreibweisen: a,, statt a(n) (mit n € N) ist
das n-te Folgenglied. (a,) oder (ay)22, oder (ay,as,...) statt a. Ist B = R, so heift (a,) eine
reelle Folge.

Beispiele:
(1) an = % (neN), (a,) = (1, %, é,)

(2) agp :=0, azp—1:=1(neN), (ay,) =(1,0,1,0,1,...).

Definition (Endlich, unendlich, abzihlbar, tiberabzihlbar)
Sei B eine nichtleere Menge.

(1) B heifst endlich : <= 3n € N und eine surjektive Funktion f : {1,...,n} — B, also

(2) B heikt unendlich : <= B ist nicht endlich.

(3) B heift abzdhlbar : <= 3J(a,) € B: B = {aj,a2,a3,...} (< Ja: N — B mit a
surjektiv).

,Die Elemente von B konnen mit natiirlichen Zahlen durchnummeriert werden.
Beachte: Endliche Mengen sind abzahlbar!

(4) B heift tiberabzihlbar : <= B ist nicht abzéhlbar.

Beispiele:
(1) Nist abzahlbar, denn N = {a;, ag,...} mit a, :==n (n € N)

(2) Z ist abzéhlbar, denn Z = {a1, az,as, ...} mit a; := 0, a2, :=n,agp+1 := —n

(3) Nx N:={(n,m): n,m € N} ist abzahlbar.
Beweis: Sei g : N x N — N mit g(n,m) :=n + S(n+m —1)(n+m —2). g ist bijektiv
(Ubung!), dann ist g~' : N — N x N ebenfalls bijektiv.

(4) Q ist abzdhlbar
Beweis: Qt := {x € Q: 2 > 0}, f : Nx N = QF mit f(n,m) := 2, f ist surjektiv.
by == f(g7'(n)) (n € N). Dann: QT = {by,be,b3,...}. a1 = 0,a2, = bp,a2,11 =
—bn — Q: {al,ag,ag,...}

17



3. Folgen, Abzdhlbarkeit

(5) Sei B die Menge der Folgen in {0,1}. Also (a,) € B <= a, € {0,1} Vn € N. B ist
iiberabzéahlbar.
Beweis: Annahme: B ist abzéhlbar, also B = {f1, fa, f3,...} mit f; = (aj1,a52,a;3,...)
1, falls a,n, =0
0, falls apy, =1
Im € N: (ap) = fm = (@m1,am2,...) = (a1,a2,...) = ap = app VR €N = a,, =
Amm, Widerspruch!

und aji, € {0,1}. Setze ay, := . Es ist (a,) € B.

Satz
(1) Sei ) # B C A und A sei abzéhlbar. Dann ist B abzihlbar.

o
(2) Seien By, Bs, Bs, ... abzéhlbar viele Mengen und jedes B; sei abzéhlbar. U Bj ist ab-
j=1
zéhlbar.
Beweis
(1) A={a1,az,...}, sei b € B fest gewahlt.

. a, fallsa, € B
" b fallsa, ¢ B

Also C := {b1,be,...} CB. V1 €eB — €A = dmeN:zx=a, = ay€
B—=b,=an, = z2=0b,, = z2€C — BC(C — B=C.

(2) Siehe Ubungsblatt 2 [

18



4. Wie Sie Wollen

Definition (Potenz, Fakultit, Binominalkoeffizienten)
(1) Fira € Rundn e Ngilt a" :=a-a-a-a-...-a (n Faktoren) und heift die n-te Potenz
von a
a’ =1
Fiir a # 0 gilt: a™" = ain

(2) Firne Ngilt n! :=1-2-3-...-n und heift die Fakultét von n, 0! := 1.

(3) FirneN, keNpund k <ngilt (}) =

ﬁ (,,Il flber k“)

Satz 4.1 (Eigenschaften von Binomialkoeffizienten)
1) =00 =1VneN

(2) Firn,k e Nk <ngilt () + (") = ("}

(3) Fiir a,b € R,n € N gilt a"™! — "t = (a —b)(a™ + a" 1o+ a" 2% + ... +b") =
(0 - B) g bk

Satz 4.2 (Folgerung)
Fiir b =1 und = = a liefert 4.1 (3):

Fir x € R und n € N gilt:

n
1 falls z =1
xk:1+x+x2+...+x"={?+n+1 R .
E . ]
Py i fallsz#1

Satz 4.3 (Bernoullische Ungleichung (BU))
Ist x > —1,so gilt: (14+2)" > 1+ nx Vn € N.

Beweis
n=1:1+x>14+z +/

19



4. Wie Sie Wollen

n=n++1:

(1+2)">14nx (IV)
1+2)14+2)" > 1 +nz)(l+x)

A+ >14nz+z+n®>>1+nx+z=1+0n+1)z
>0

= (142" >1+(n+ 1) -

Satz 4.4 (Der binomische Satz)
Seien a,b € R. Dann gilt:

Beispiel

(a+b)?=a®+2ab+b?

Beweis

n=1: (é)a—l—(})b:a—i—b Vv

n— n+1:
(a+b)n+1

—(a+b)(a+b)"

=(a +b) i <Z> a" Rk (IV)

k=0

— ~ (n ARk o - (n>ankbk+1
2( ) 2 k

k=1 k=1
n+1\ .11 " /n+1 nal—kok n+1\ 11
= b b 4.1 (2
) )a ;(k) S (41 (2)
n+1
_ n 1\ npikgk
k

20



5. Wurzeln und rationale Exponenten

Hilfssatz 5.1
(1) Sind z,y € R,z,y > 0 und n € N, so gilt: x <y < 2" < y"

(2) Istﬁ>0:>EIm€N:%<B

Beweis
(1) ,,=“(induktiv)
LA n=1y

ILV. Sein € Nund 2" < y"
LS. 2"t = any < yhx < yly =yt

wie oben

,<"“ Annahme: y < + =—== 3" < 2% Vk € N, Wid.

(2) 21(4) = 3ImeN:m> 4= - <f. n

Definition 5.2 (Wurzeln)
Seia € R,a > 0 und n € N. Dann existiert genau ein x € R mit: x > 0 und 2™ = a. Dieses z
heifst die n-te Wurzel aus a und wird mit {/a bezeichnet (y/a := ¥a).

Bemerkung: (1) {/a > 0 (Beispiel: V4 = 2,v/4 # —2; die Gleichung 22 = 4 hat zwei
Losungen)

(2) Vb2 =|b Vb€ R

Beweis 5.1(1
Eindeutigkeit: Sei 2,y > 0 und 2™ = a = y" :L T=1y

Existenz: O.B.d.A.:a >0 und n > 2
M:={yeR:y>0,y"<a}, M #0, denn 0 € M

BU
Seiye M =y"<a<l+na < (14+a) 510

(A15) = Jdz :=sup M. Wir zeigen: z" = a
Annahme: 2" < a. Sei m € N :

y < 1+ a. M ist nach oben beschréankt.

< T = x2+%<a. Dann

(6
(z+Li) <z 1 L <2 = 1 <0. Widerspruch
= 2" >a

BU
Annahme: 2" > a. (z—1)" = (z(1- L))" =2 (1- L) > 2"(1— L) falls — L > —1,
also falls = < z. Also: (z — 2)" > 2"(1 — ) fiir m € N mit = < z. [Nebenrechnung;
2"(1— ) >a <= %<%::a] 51(2) = Im € Nmit - <zund 1 <a.

21



5. Wurzeln und rationale Exponenten

5.1(1
Dann (x—%)” > a. x— = ist keine obere Schranke von M = Jy € M :y > z— L :(;
Yy > (z— %)” > a. Also y™ > a. Widerspruch, denn y € M.
Daraus folgt: 2" = a. [ ]

Satz 5.3 (Eindeutigkeit von rationalen Potenzen)
Seia >0, m,n,p,q € Nund es sei > = ’ql. Dann ({/a)™ = (a)P.

Beweis
x:= (a)™, y := (Ja)P. Wegen 5.1(1) geniigt es zu zeigen: 27 = y?. Es ist mq = np.
xq:C/amq:\/anp:ap: qapq:yq |

Definition (Rationale Potenzen)
(1) SeiaeR,a>0undr e Q" ={z €Q:x > 0}. Dann existiert m,n € N:r = 7. Es sei
a” := {Ya™. (Wegen 5.3 ist a” wohldefiniert).

(2) Seia>0,rcQundr<0.a" = -2

a="

Es gelten die Rechenregeln (a"+* = a"a®,...) als bekannt.
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6. Konvergente Folgen

Definition (Umgebung)
Seia € Rund € > 0: Us(a) : {x € R: |z — a| < €} heikt e-Umgebung von a.

r€U(a) < —e<rx—a<e <= a—c<zr<a+e < z€(a—¢c,a+e)
Also gilt: Uc(a) = (a —€,a+¢)
Definition (,,fiir fast alle‘)

Fiir jedes n € N sei eine Aussage A(n) gemacht. A(n) gilt fiir fast alle (ffa ) n € N «—
Im € N so dass A(n) wahr ist fiir alle n > m. Ein Beispiel ist n? > n + 17 gilt ffan € N.

Vereinbarung: Alle vorkommenden Folgen seien Folgen in R.

Definition (Beschrinkte Folgen)
(an) heikt beschrénkt (nach oben beschrinkt)/(nach unten beschrinkt) : <= {ai,as,as,...}
ist beschriankt (nach oben beschrinkt)/(nach unten beschrinkt).

Ist (ap) nach oben beschrénkt, so setze
o0
SUp @y, = SUp Gy, := Sup a,, := sup {ay,az,as,...}
n=1 neN n>1
Ist (a,) nach unten beschrénkt, so setze
oo
inf a,, := inf a,, := inf a,, := inf {ay, as,as, ...}
n=1 neN n>1
Beachte: (ay,) ist beschrankt <= 3¢ > 0: |a,| <cVn € N.
Definition (Konvergente Folge)
Sei (ay) eine Folge. (ay) heifst konvergent : <= Ja € R, so dass es fiir jedes € > 0 ein ng =
no(e) € N gibt, so dass |a, — a| < € Vn > ng gilt. In diesem Fall heifft a der Grenzwert (GW)
oder Limes von (a,) und man schreibt: lim,,_,~ (a,) = a oder lim a,, = a oder a,, — a (n — c0)
oder a,, — a. Ist (a,) nicht konvergent, so heift (a,,) divergent.
Also: ap, wa (n —>o00) <= Ve>03dng=np(e) eN:la, —al <eVn>ng
< Ve>03Ing=no(e) € N:a, € Ua) Vn > ng
< Ve >0 gilt: a, € Us(a) ffan €N,

Satz 6.1 (Grenzwert und Beschrianktheit konvergenter Folgen)
(an) sei konvergent.

(1) Dann ist der Grenzwert von (a,) eindeutig bestimmt.

(2) (ayn) ist beschrankt.
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6. Konvergente Folgen

Beweis
(1) Es gelte a,, = a und a,, — .
Annahme: a # b, etwa a < b.
e:= 52> 0. Dann U.(a) N U.(b) = 0 (x)
a, > a = an € Usa) ffaneN a, b = a, € U(b) ffane N = aq, €
Us(a) NU(b) ffa n € N. Widerspruch zu (x), also a = b.

(2) Sei a := lim(ay). Zu € = 1 existiert ein n € N : |a, —a| < 1 Vn > ng. Dann: |a,| =
lan, —a+a|l < la, —a| + |a] < 1+ |a] =: ¢1 Vn > ng. ca := max{|a1], |az|, ..., |any—1]}
¢ :=max{cy,co}. Dann: |a1| < ¢ Vn € N. -

Bemerkung (Endlich viele Elemente sind egal): Sind (a,) und (b,) Folgen und gilt a,, =
b, ffan € N, so gilt (a,) konvergent <= (b,) konvergent. Im Konvergenzfall: lim(a,) =
lim(by,).

Beispiele:
(1) Sei c€ R und a, = ¢ ffan € N. Dann: |a,, —¢| =0 ffan €N, d.h. lima, =c.

(2) a, = L. Behauptung: a,, — 0 (Nullfolge). Beweis: Sei ¢ > 0. 2.1(4) = Ing € N:ng >

n
1 1 5 . =11
= s <eFirnzng:fa, -0/ =; < - <e.

(3) anp =n.2.1(3) = (ay) ist nicht beschrankt. 51 (ay) ist divergent.

(4) an, = (—=1)", also (an) = (-1,1,—-1,--+) |ay] = 1 Vn € N = a, ist beschrankt.
Annahme: (a,) ist konvergent. Sei a := lima,. Ing € N : |a, — a| < % Vn > ng. Dann:
2 = |ang —Ang+1| = |any —a+a—ang+1| < |any —al+|any+1—al < 3+3 = 1 Widerspruch!
Also: (ay) ist divergent.

2 2 241 1 1 1 :
(5) an = ;775 Behauptung: a,, = 1. |a, — 1| = |15 — ZQL| =1 S S Seie > 0.

Bsp(2) = InpeN: L <eVn>ny = la, — 1| <e Vn > no.

_ (AT 1 a0l
(6) ap =+vVn+1—yn.ay, = N = s S =.D.h. la,—0] = a

n
Seie >0.214) = EanEN:n0>E% - \/Ln—o<6.8ein2n0:\an—0|§i§

ﬁfo <e.D.h. a, — 0.

Bemerkung: Sei p € Z fest. Eine Funktion a : {p,p+ 1,p + 2,...} — R heift ebenfalls Folge

in R. Schreibweise: @ = (an)n>p = (an)p,. Beispiele: (an)pg, (an)pZ_1 = (a-1,a0,0a1,...)

Satz 6.2 (Konvergenzsitze)
(an), (bn), (cn) seien Folgen in R.

(1) ap = a (n— ) < |a, —al = 0 (n = c0)
(2) Sei a € R und es gelte |a, —a| < b, ffan € N und b, — 0. Dann: a,, — a.
(3) Es gelte a,, — a, b, — b.

(i) gilt ap, < b, ffaneN = a<b

(i) gt a=bund a, <c¢, <b, ffaneN = ¢, = a.
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(iii) |an| — la]

(iv) an+bp, —a+b

n-bn—a-b

)
)
(v) aap, - aa Yo €R
(vi) a
)

(vii) Ist b # 0, so ex1stlert ein m € N: b, # 0 Vn > m und die Folge ( = )n>m

konvergiert gegen b

Beweis
(1) folgt aus der Definition der Konvergenz

(2) 3m e N: |a, —a| <b, Vn>m. Sei e > 0. In; € N:b, < e Vn >ny. mp:=max{m,nl}.
Dann: |a, —a| < b, < & Vn > nyg.

3)

2
ffan € N.by b = by, € U.(b) ffaneN = b, <b+e ffane N =

bp <b+e=a—¢<a, ffan e N. Widerspruch zur Voraussetzung — a, < b,
ffa n € N.

(i) Annahme: b < a. ¢ := %% a, - a = a, € Uc(a) ffan e N = a, >a—¢

(ii) Seie >0.ap, > a, b, >a = a—c<ap,<c,<b,<a+e ffaneN = ¢, €
U:(a) ffan € N.

(iii) [lan| = lal| < lan —a] = [an| = |l

)
(iv) Zur Ubung
(v) Zur Ubung

) |anbn—ab| = |anby, —anb+anb—ab| = |an (b, —0)+b(an,—a)| < |an||b,—b|+b||an—al.
6.1(2) = Je>0:l]an| <cVneN = |apb, —ab < c-|b, —b|+ |b||an, — a] =: ay,.

(iv),(v) = a, —0 2 anby, — ab.

(vi

(vii) (i) = [bu] = b = [b] > 0. := L jp,| = (o] = |bs| € U(B]) ffan e
N:>’b\>!b—€\—%ffanEN.bn;éOVn>m.Ftirn>m:|é—%|:
b bn (2
Beispiel

Definition (Monotonie)
e (ay,) heift monoton wachsend : <= a,41 > a, Vn € N

e (ay) heift streng monoton wachsend : <= a,11 > a, Yn € N
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6. Konvergente Folgen

e (ay) heift monoton fallend : <= a,1 <a, Vn € N

e (ay,) heiflt streng monoton fallend : <— a1 < a, Yn € N

(an)
(an)
o (ap) heikt monoton : <= (a,) ist monoton wachsend oder fallend.

(an)

e (ay) heift streng monoton : <= (a,) ist streng monoton wachsend oder fallend.

Satz 6.3 (Monotoniekriterium)

(an) sei monoton wachsend (fallend) und sei nach oben (unten) beschrankt. Dann ist (ay,)
[e.e]

konvergent. lim a, = s%op ap, (inf ay).
n—00 n=1 n=1
Beweis
a = supa, = sup{a1,as,...}. a — ¢ ist keine obere Schranke von {aj,as,...} = Iny € N:
n=1
any >a—c. Firn>npa—e<ap, <a,<a<a+e = |a, —al <eVn>nm. m
Beispiel

a1 = V6, ant1 := /6 + an (n €N)
as := /6 + ay > V6 = a; (wegen Satz 5.1 (1))
az = /6 +ay > /6 +ay; = as

Behauptung: a,11 > a, Vn €N

Beweis
n=1: s.o.

v
n—n+1: apro = 6+ ant1 > V6 + ap = ant1. -

Also: (ay,) ist streng monoton wachsend.

a1:%<2
as=6+a </8=2

Behauptung: a, <2VneN

Beweis
n = 1: s.o.

v .
n—n+1: a1 =6 +a, < V6+2=2. -

Also: (ay,) ist nach oben beschrénkt. Aus 6.3 folgt: (a,) ist konvergent.

a:=lim,_so an

apt1 = V6 +a, = ai+1:6—|—an — a3=6+a

—= 0=d>-a—-6=(a—2)(a®>+2a+3)=(a—2)((a+1)?+2) = a=2
—_——

>0
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7. Wichtige Beispiele

Satz 7.1 (Konvergenzsatz fiir Wurzeln)
Sei (ay) eine konvergente Folge, a,, > 0. Es sei a := lima,, ( LR > 0) und p > 2. Dann:

an — a.

Beweis
Fall 1: a =0Seie >0.a, =0 — dng € N:a, <& Vn > ng L2 Yan < € Vn = ng
= |Ya, — 0| = g/a, <eVn>ng = y/a, =0
Fall 2: 0 > 0 [ay—a] = |(¢/an)"— (Y| = |27 —3?| 2 [o—y|-laP 42yt b2 4yp)
~—~— ~—~—
=z =y
1
>le—yl-yP —1=z—y| -c=|¢an— Yan| - ¢ = |Yan—Val < E|an—a\ = Ya, = Yam

=:c N—
—0

Beispiel 7.2
Sei z € N und a,, := 2" (n € N).

Fall 1: x =0 = (a,) ist konvergent und a,, — 0
Fall 2: x =1 = (a,) ist konvergent und a,, — 1
Fall 3: © = -1 = (a,) ist divergent.

Fall 4: || >1: 30 >0:|z| =140 = |ap| =|2"| =|z[" =1 +I)" >14+nd >nd = ay ist
nicht beschrankt. 6.1(2) = (a,,) ist divergent.

Fall 5: O<|x\<1:Dann‘?1|>1 = E|n>0:‘%|:1+77 —
1+nn>nnp = |an|§ninVn€N = ap —0

Beispiel 7.3

SeixERundsn::1+x+x2+...+:v”:Zxk

n+1 falls z =1
§4 is STL == 1— n+1
L falls x # 1

1—x

7.2 = (sp) ist konvergent <= |z| < 1. In diesem Fall: s, = 12— (n — 00)
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7. Wichtige Beispiele

Satz 7.4 (Satz tiber {/n)
Es gilt: ¢/n — 1 (n — o)

Beweis
an := ¥Yn—1 = a, >0VYn € N. Zu zeigen ist: a, - 0. Fiirn >2: ¢Y/n=1+4a, = n=

= (n 3 n\ o 1 2 2 2
(14 an) E (k)a”_ < >an (n)(n—1)a; = a; < Vn>2 = 0 <a,<

2 2 n—1
k=0 —0
2
L:>an—>0 ]
vn—1
——
—0

Beispiel 7.5 (Konvergenz von Wurzeln)
Sei ¢ > 0. Dann: {/c — 1 (n — o0).

Beweis
Fall:ec>13dmeN:m>c = 1<c<nV¥n>m = {’/ﬁgx"/ﬁ% Ye—1
—1
1 .2(vii
Fall 2 c<1 = 1>1 204 ’\f—uL(“l{ﬁ—u .
c
1
e
Satz 7.6 (Satz und Definition von e)
= (1+ )" (neN); by = QS TS S S + L ey
In =) 0 T L TR TR

(an) und (by,) sind konvergent und es gilt lim a, = lim b,.

1
Definition: e := lim (1 + —)" heift eulersche Zahl. (2 < e < 3, e &~ 2,718)
n

n—o0

Beweis

In der groken Ubung wurde gezeigt: a < a, < any1 < 3 Vn € N. 6.3 = (a,,) ist konvergent,
a:=lima,.

b1 = by + ﬁ > b, = (by) ist monoton wachsend.

by=1+1+ L + 1 + L +...+ 1
" 2 2.3 2:3.4 77 2.3....-n
~— =~ = —_—
SRS <z-T
2 n—1 _1n n
<1+(1+l+1 +...+1 ):1+1 2 :1+2(171)<3
2 2 2 1—% 2

= (by,) ist nach oben beschrénkt. 6.3 = (by,) ist konvergent, b := lim b,
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Zu zeigen: a = b.

Firn > 2:

k=0
n
1 1 2 k—1
=1+1 —1-31=-2)(1-
A1+ =)= D) (1= )
k=2
<1
"1
<141+ E:bn
k=2

Also: ap, < b, Vn>2 — a <.

Sei j € N,j > 2 (fest) und n > j. Aus (x) folgt:

1 2 k—
n n n

an21+1+§]:;‘(1—)(1—)...(1_
k=2 "

—1(n—o00)

j
; 1
= cg)—>1+1+§ H:bj (n — o0)
k=2
n—oQ

— aan,SLj) — aij.

Also: bj <a Vj>2 g b<a.
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8. Haufungswerte und Teilfolgen

Erinnerung: a, — a <= Ve > 0 gilt: a,, € Uz(a) ffan € N.

Definition (Haufungwerte)
(an) sei eine Folge und o € R. « heifst ein Haufungswert (HW) von (a,) : <= Ve > 0 gilt:
ap € Ug () fiir unendlich viele n € N. 5 (ay,) := {a € R : « ist ein Haufungswert von (a,)}.

Beispiele:

(1) ap = (—1)™ agp, = l,a9p—1 = —1. Seie > 0 : az, € Us(1) Vn € N = a, € U1)
fir unendlich viele n € N = 1 € J#(a,). Analog: a, € U (—1) fiir unendlich viele
neN= —1¢e . (a,). Seiaw € Rund 1 # a # —1. Wihlee > 0o, dass 1, —1 ¢ U.(a) =
an € Us(a) Yn € N= a & H(ay,). Fazit: 5 (a,) = {1; —1}.

(2) ap=n.Seia € Runde >0.Ing e N:ng>a+e=n>a+ecVn>ny=a, ¢
Ue(a) Yn > ng = a, € Us(«) fiir hochstens endlich viele n € N. = a & 5 (a,,). Fazit:
H(ap) = 0.

(3) Q ist abzéhlbar. Also: Q = {a1, ag, ...}
Behauptung: 7 (a,) = R.
Beweis: Sei « € R und € > 0. oy, := o+ 55 (n € N), oy € Uc(a) Vn € N.
24=Fre€eQ:am<r<a (dann: r € Us(a));3Ing € N1 = ap,.
Also: ap, € Us(). 24 = Ing € N: a3 < ap, < ag. Dann: ng #n1. 24 = 3Ing e N:ay <
ap, < ag und ng # ng,n3 # ni. Etc.
Wir erhalten so eine Folge von Indices (n1,n2,n3,...) in N mit a,, € U.(«) und ny # n;
fiir k # 7.
= a, € Uz(«) fiir unendlich viele n € N = o € #(a,).

Definition (Teilfolge)
Sei (ay,) eine Folge in R und (n1,ng,...) sei eine Folge in N mit: n; < ny < ng < ... Dann heift
(an,) = (any, Gny, - - .) eine Teilfolge (TF) von (ay,).

Beispiele:
(1) ng =2k : (az,a4,ae, - ) ist eine Teilfolge von (a,).

(2) ng =2k —1:(a1,as3,as,---) ist eine Teilfolge von (ay,).
(3) nk = k% : (a1, a4, a9, ) ist eine Teilfolge von (ay,).
(4)

4) (a1,as,a2,aq4,as,a7,---) ist keine Teilfolge.

Satz 8.1 (Sitze zu Teilfolgen)
(1) Sei (ap) eine Folge und o € R. Dann: o € J(a,) <= Es existiert eine TF (ay,)
von (ay) mit: an, — a (kK — 00)
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8. Héufungswerte und Teilfolgen

(2) Ist v € R, so existert eine Folge (7%) in Q: rp, — a (k — 00)

(3) Ist (an) konvergent und a :=lima, = J(a,) = {a}. Ist (ay,) eine Teilfolge von
(ap), so ist (ap, ) konvergent und a,, — a (k — o00)

Beweis
(1) ,, = Sei a € H(ay). Zu e = 1 existiert n; € N: a,, € Uj(«).
Zue= % existiert ny € N: ap,, € Ui (a) und ng > ny
2

Zue = % existiert ng € N: a,, € U%(a) und ng > ne. etc

Wir erhalten so eine Teilfolge von (ay, ) von (ay,) mit a,, € U% (o) Yk € N, also: |ay,, —a] <
T VkeN = ay, = a (k— ).

»<=* Sei (ap, ) eine Teilfolge von (ay) und ap,, — o (k — 00). Seie >0 = Jko € N:
an, € Us() Yk > ko = ay, € Us(a) fiir unendlich viele n e N = o € 5(ay,)

(2) Sei Q = {a1,as,...}. Bekannt: H(a,) = R. Also: a € 7 (ay) 1o} Behauptung.

(3) Klar: a € 5 (ay)
Sei (ap,,) eine Teilfolge von (ay,) und € > 0. @ = lima,, = a, € U-(a) ffan e N =
an, € Us(a) ffak e N = a,, — a (k— 00). Aus (1) folgt noch H(a,) = a. n

Hilfssatz (Monotone Teilfolge)
Sei (ay,) eine Folge. Dann enthélt (a,) eine monotone Teilfolge.

Beweis
m € N heifit niedrig (fir (a,)) : <= an > am Yn > m.

Fall 1: Es existieren unendlich viele niedrige Indices ni,n9,ng,.... etwa: ny < ng < ng < ...
(s. 2.3!). Sei k € N: ny, ist niedrig. ngpy1 > npy = an,,, > a,, = die Teilfolge (ay,) ist
monoton wachsend.

Fall 2: Es gibt hochstens endlich viele niedrige Indices =— dm € N: m,m+1,m+2,... sind
alle nicht niedrig = n3 > na : ap, < an, etc.
Wir erhalten so eine mononte Teilfolge (ay, ). n

Satz 8.2 (Satz von Bolzano-Weierstraf)
(an) sei eine beschriankte Folge. Dann H(a,,) # 0.

Beweis

Jde > 0 : |ap| < ¢ Vn € N. Hilfssatz = (ay) enthélt eine monotone Teilfolge (an, ). |an,| <
¢ Vk € N. (ap,) ist aber schrénkt. 6.3 = (ay,) ist konvergent. a := limy_,o ap,. 8.1(1)
— o c %(an). [
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9. Oberer und unterer Limes

Vereinbarung: In diesem Paragraphen sei (a,) stets eine beschrinkte Folge in R. 8.2 —

H(an) # 0.

Satz 9.1 (Beschrianktheit und Abgeschlossenheit der Hiufungswerte)
€ (an) ist beschréankt. Weiter existieren max .%#(a,) und min .77 (a,,)

Beweis
de>0:ap| <cVneN. Sei a € 7(ay). 8.1 = ITF(ay,) von (a,) mit a,, — a (k — 00),

k—o0

6.2 = |an,| — lof (B = o0);lan,| < cVkE € N == |a] < c. Also: |a|] < ¢ Va €
H(ay). H(ay) ist also beschriankt. Sei s := sup #(ay,), z.Z.: s € 7 (a,) (analog zeigt man:
inf 7 (ay) € A (an))

Sei € > 0. Dann ist s — € keine obere Schranke von .7 (a,,) = Ja € H(ap) 1> s —¢€.
Wiéhle § > 0 so, dass Us(a) C Us(s) = ay, € Us(«) fiir unendlich vielen € N = a,, € U(s)

fiir unendlich viele n € N = s € J(ay,). n

Definition

limsup a,, := lim supa, := max 5 (a,) heifit oberer Limes oder Limes superior von (ay)
n—oo

liminf a, := lim inf a,, := min .7#(a,) heikt unterer Limes oder Limes inferior von (a,,)
n—o0

Beachte: liminf a, < a < limsupa, Ya € 7 (a,).

Beispiele:
(1) Ist (an) konvergent 21 € (an) = {lima,} = limsupa, = liminf a, = lima,.

7.6
(2) an = (—1)"(1+ )" |ay| = (1+ L)" <3 = (a,) ist beschrénkt.

2n 1 8.1

asm = (a+ 5=)*" = (agy) ist eine Teilfolge von (ay) und von der Folge ((1 + 1)) =
asn — e (n — 00). Analog: asn—1 = —(1 4+ 525)>""1 — —e. Also: e,—e € #(ay). Sei
a€R:e#a# —e.

Wihle e > 0 so, dass: (U-(e) UU:(—e)) NU:(c) # O ()

=U
Etwa ¢ := jmin{|a — |, |o + €|}. azn = ¢ => a, € U.(e) ffa gerade n. agn—1 —
—e = a, € U.(—e) ffaungerade n. = a, €¢ U ffan e N = aq, € U(a) fir
hochstens endlich viele n € N = « # J(ay,). Fazit: #(a,) = {e, —e}, limsupa, = e,
lim inf a,, = —e.
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9. Oberer und unterer Limes

Satz 9.2 (Eigenschaften des Limes superior und inferior)
Sei o € R. Dann:

a = liminf a, <= Ve > 0 gilt:

(1) a—e<ay ffaneN

(2) an < o+ ¢ fiir unendlich viele n € N.
a = limsupa, <= Ve > 0 gilt:

(1) a— e < ay, fiir unendlich viele n € N

(2) ap < a+e¢e ffaneN.

Beweis
nur fir liminf.

, = ¢ Sel @ = liminfa,. Sei ¢ > 0. « € H(ap,) = a, € U:(a) fiir unendlich viele
neN = (ii).
Annahme: (i) gilt nicht. D.h.: a,, < a— ¢ fiir unendlich viele n, etwa fir ny, ng, na, ... mit n; <

ng < ng < .... Dann ist a,, eine Teilfolge von (a,) mit a,, < o —e Vk € N. a,,, ist beschrénkt.
8.2

=> (an,) enthélt eine konvergente Teilfolge (ankj ); B := lim Uy, - (awj) ist auch eine Teilfolge
j—00

von (ay,) 2L geHa,) = a<p. any,, Sa—eVjeN 2% f<a-ec = a<a-—¢,

Widerspruch!

=" fiir jedes € > 0 gelte (i) und (ii). Seie > 0 CELI an < a + ¢ fiir unendlich viele
n = a, € U (o) fiir unendlich viele n = «a € (a,). Sei f < «a. Zu zeigen: S # € (ay).
E:aT—ﬁ — ft+e=a—-c () = ap>a—e=0+¢ ffanec N = aqa, € U(p) fir
hochstens endlich viele n = § # J¢(ay). n

Satz 9.3 (Aquivalenzaussagen zur Konvergenz)
Die folgende Aussagen sind dquivalent:

(1) liminfa, = limsupa,
(2) (an) hat genau einen Haufungswert

(3) (ay) ist konvergent

Beweis
(1) (1) < (2) Klar.

2) (3) = (2) 8.1
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(3) (2) = (3) Sei #(a,) = {a} = limsupa, = liminfa, = a.
Seie>0 22 a—c<an<ate flaneN = |ap—a| <e ffaneN = a, —

a (n = 00). [ |

Folgerung 9.4
Sei (by,) eine Folge in R. (by,) ist konvergent genau dann, wenn (by,) beschrénkt ist und genau
einen Haufungswert hat. Beweis ,, = “: 6.1, 9.3; ,,<* 9.3

Beispiel
auf die Voraussetzung ,,(b,) beschrénkt‘kann in 9.4 nicht verzichtet werden!
Beispiel: (b,) = (1,0,3,0,5,0,...)

Satz 9.5 (Rechenregeln fiir den Limes superior und inferior)
Sei (by,) eine weitere beschrankte Folge in R.

(1) aus a, <b, ffan €N folgt limsupa,, < limsupb,
aus a, < b, ffan €N folgt liminf a,, < liminfb,

(2) limsup(ay, + b,) < limsup a,, + limsup b,
liminf(a, + b,) > liminf a,, + liminf b,

(3) limsup(aa,) = alimsupa, Ya >0
liminf(aay,) = aliminf a, Ya > 0

(4) limsup(—a,) = —liminf a,
liminf(—a,) = —limsupa,

Beweis: Ubung
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10. Das Cauchy-Kriterium

Motivation: Sei (ay) eine konvergente Folge, a := lima,. Sei ¢ > 0. Dann existiert ein ny =
no(e) € N: |a, —al < § Vn > ny.

Fiir n,m > ng: |an — am| = lan —a+a — am| < lap —a| +am —a| < 5§+ 5 <e.

Eine konvergente Folge (a,) hat also die folgende Eigenschaft:

(%)Ve > 0 3Ing =no(e) e NVn,m > ng : |an, —am| <€

Definition (Cauchy-Folge)

Hat (a,) die Eigenschaft (x), so heift (a,) eine Cauchyfolge (CF). Beachte: (a,) ist eine
Cauchyfolge <= Ve >03dng € N:|ay, —ap| <eVn >m >ny < Ve >03n, € N:
|an — ntp| < €V >ng Vp € N.

Beispiel " 1

— 1,1 1
Sn '_1+§+§+”-+H_Z% (HEN)

= 1 1 1
_ 1,1 1 1 1 1 1y _
Sop—Sn=1+5+5+.. . to+og+.. .+ —1+t3+...+5)= n+1+n+2+...+ o >
Se—— = ~~
>L >tk >3,

n-o =1 = |sogn —sp| > 1V €N = (s,) ist keine Cauchyfolge!

Satz 10.1 (Cauchy-Kriterium)

(an) ist konvergent <= (ay) ist eine Cauchyfolge.
Beweis
,="‘: siehe oben
W= Zu e =1 existiert n, € N: |a, — an,| <1Vn > ng. Fiir n > ng : |ap| = |an — ang + any| <
|an, — ang| + |ang| < 14 |an,| =: ¢ = (ay,) ist beschrénkt.
Annahme: (ay) ist divergent 28 o = liminf an, < limsupa, =: 8
€= &Ta; Ing € Nt |ay, — an| < & Vn,m > ny
a€H(a,) = dneN:a,€U(a)undn>ny = ap <a+e
fe€H(a,) = ImeN:a, cU(f)undm>ny = ap <fB—c¢
= Q> ap, = |lam —ap|=am—ap>P—c—(a+e)=Ff—-—a—2=3c—-2=¢c." n

Folgerung 10.2 1

1 1
Die Folge (s,,) mit s, := 1+ 3 + 3 +---+ — (neN) ist divergent.
n
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11. Unendliche Reihen

Definition

Sei (ay,) eine Folge in R. Die Folge (s;,) mit s, := a1 +az2+...+a, (n € N) heifit (unendliche)
Reihe und wird mit )~ ; a, bezeichnet (oder mit a1 4+ as + ... + an).

sp heilt die n-te Teilsumme von Y 7 a, und a, heit n-tes Reihenglied von > 7 a,.
>0 | an heift konvergent (divergent) : <= (s,) konvergiert (divergiert).

Ist ZZOZI a,, konvergent, so heifst lim,,—, o, s,, der Reihenwert oder die Reihensumme und wird
mit » 7, ay, bezeichnet (Im Konvergenzfall hat also das Symbol Y 7 | a,, zwei Bedeutungen).

o oo oo
Bemerkung: (1) Zan = Z a; = Z ar
n=1 i=1 k=1

2) Sei p € Z und (ay)p>p eine Folge. Dann definiert man entsprechend s,, := a, + apt+1 +
>p P P+
cota, (n>p)und }3F  a,. Meist gilt: p =1 oder p = 0.

Beispiele:
(1) Die harmonische Reihe Z —

n= 1
10.2

an =1 s, =14+5+1+.. . +1 = (s,) divergiert.
o)
1
Also: — di iert.
S0 g ~ divergier

n=1

o0
(2) Die geometrische Reihe Z:c” (x eR):

n=0
23 (sn) konvergiert <= |z| < 1. In diesem Fall: s, = 1=~ (n — 00).

oo oo
1
Also: Zm” ist konvergent <= |z| < 1. In diesem Fall: Zx" =1
n=0 n=0 -
(3) Sood oL §7 = 300, L ist konvergent und Y00 ) L =e.
1 1 1 1 1 11 1 1
(4) Zfzm(nﬂ) =anm =0 g — Sn=0-3)+G-3)+ ..+ G2 T
1
(E_TH) 1— m—>1 (n—>oo) Zzolmlst kOﬂVergent Zn 1m—1

(5) Q:{a17a27"'}sei€>0.
Iy = (an — gz, @0+ 5g7)- an € L, VR €N = Q C UI”'

n=1

Linge von I, == |L[; o || = X0 & sn=5+5+ 4+ & =51+3++

_(1yn
(3)n Y = %(11(_22 ) = € (n — o0) (Unendliche geometrische Reihe). D.h. > 07 | |1,
2

ist konvergent und > >, |I,,| = €. Die Rationalen Zahlen konnen so mit abzdhlbaren
Intervallen iiberdeckt werden, dass die Summe der Intervalle beliebig klein ist.
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11. Unendliche Reihen

Satz 11.1 (Cauchy- und Monotoniekriterium sowie Nullfolgeneigenschaft)
(ay) sei eine Folge in R und s, :=a; +az + ...+ ap.
(1) Cauchy-Kriterium: Y > | a, konvergiert <= Ve > 0 Ing :=ny(e) € N:
n
| Z ag | < e Vn>m > no.
k=m+1
—_———

=Sn—8m

(2) Monotoniekriterium: Sind alle a, > 0 und ist (s,) beschrinkt, so folgt daraus:
>0 | an konvergiert.

(3) >0 an sei konvergent. Dann:
(i) an =0 (n— o)

(ii) Firv e Nist Y 02 ) an = apy1+a,42+. .. konvergent und fiir r, := Y72 | an
gilt: r, -0 (v — o)

Beweis
(1) Wende Cauchy-Kriterium (10.1) auf (s,) an.
(2) sp+1 = a1+tas+...4ap+ani1 = Sptans1 > S, = S, ist monoton wachsend == (sn)

6.
konvergiert.

(3) Sei s :=limsy,, also Y 7, a, = s.
(i) $p —Sp-1=ap, = ap —>s—s=0 (n— o0)

(ii) Firn>v+1lio,:=apy1+app2+...+ap =5, — (a1 +...+a,) = s, — Sy
= o, —>8—5, (n— o)
= > o ,.1Gn konvergiert und r, = s — s,
= r, =0 (v— o0) -

Satz 11.2 (Rechenregeln bei Reihen)
Seien > >, a, und Y 7 | b, konvergent. Weiter seien «, 8 € R. Dann ist ) 7, («an, + 3by)
konvergent und Y7 | (aa, + Bby) = ad 07 an+ By ooy by

Beweis
klar. [}

Definition

Die Reihe Y 7 | a,, heifit absolut konvergent : <= > > | |a,| ist konvergent.
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Satz 11.3 (Dreiecksungleichung fiir Reihen)
Ist > >, a, absolut konvergent, so ist > | a, konvergent und

00 00
1D anl <D anl
n=1 n=1

Beweis
Sei € > 0. Aus der Voraussetzung und Satz 11.1(1) folgt:

n
dng € N : Z lag| < e Vn >m >ng

k=m+1
n n
= | Z ag| < Z lax| < e VYn >m > ng
k=m+1 k=m+1

oo

11.1(1 )

:(l g an ist konvergent.
n=1

Spr=art+ag+ ...+ ap; opi=a| + a2l + ... Flan] = |sn| < on
oo

oo

221D an] < al. -
n=1 n=1

Beispiel

Die alternierende Harmonische Reihe ) °° | (—=1)"+11.

Hier: a, = (—1)""1. |a,| =1 = 3%, a, konvergiert nicht absolut.
Behauptung: > ", a, ist konvergent. (Spéter: Y o7 | a, = log2)

Beweis: s, = a1 +as+ ...+ a,. )
1

m+1 2n+2

>0
(s2n—1) ist monoton fallend. so, = S2,—1 + a2, = Sop—1 — % (%)

— (S2,) ist monoton wachsend. Analog;:

Son+2 = Santa2n+1+a2nt2 = Sop+

Dann gilt s < s4 < ... < S9, ® Sop—1 — ﬁ < Sope1 < oo < sz <51 = (s2p)
und (s2,—1) sind beschriankt. 6.3 = (s2,) und (s2,-1) sind konvergent. Aus (x) folgt dann
lim s, = lim s9,—1. A16 = (s,,) hat genau einen Haufungswert. 9.3 = (s,,) ist konvergent.
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12. Konvergenzkriterien

Satz 12.1 (Leibnizkriterium)
Sei (by,) eine monoton fallende Nullfolge und aj, := (—1)"*1b,,. Dannist Y >° | a,, konvergent.

Beweis
Wie bei >0 | (—1)""1L. Von (b,) = () wurde nur benutzt: L ist eine fallende Nullfolge. m
Bemerkung: Gilt a, = b, ffan € N, so gilt: >, a, ist genau dann konvergent, wenn

> o2 by konvergent ist.

Satz 12.2 (Majoranten- und Minorantenkriterium)
(1) Majorantenkriterium: Gilt |a,| < b, ffa n € Nund ist > 7, b, konvergent, so gilt:

Y02 ap ist absolut konvergent.

(2) Minorantenkriterium: Gilt a, > b, > 0 ffan € N und ist > 7, b, divergent, so
gilt: > 07 | ayp, ist divergent.

Beweis
(1) sp :=by +ba+ ... + by, 0y := |a1| + ... + |ay| Vn € N. O.b.d.A.: |a,| < b, Vn € N.

(sn) ist konvergent SN (sp) ist beschrinkt = Jc¢>0:a, <cVn e N = 0<
on = a1+ a2l + ... +]an] < by +ba+...0, =8, <cVn €N = (0,) ist beschriankt

11.1(1
( (0,) konvergent.
1
(2) Annahme: ) 7, ay, ist konvergent (:L >0 | by ist konvergent. Widerspruch! n
Beispiele:
1 _ 1 _ 1 1 1. .
(1) >0 m+D)22 Y = 312 = n¥yentl S oo S n(n+l) —° by Bekannt: > 7° | by, konver-

12.2(2
gent :(g > o2 | ap ist konvergent. Folgerung: » 7, # ist konvergent.

1 1 L an _ 2 . On
(2) Zvo;ln?—mr%’a”:m’ bn::?,‘;—n_nt”ﬁél (n—o00) = ImeN: <
2Vn>m = a, <2b, Yn >m (|a,| = ap)
12.2(1
> 02, 2by, ist konvergent 220 > o2 | ap ist konvergent.
12.2(2
(3) Seia € (0,1]NQ: & >LvneN 1220) S Loist divergent.

n=1 no
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12. Konvergenzkriterien

(4) Seia>2,0€Q: 5 < 12 Vne N =20 S5 | == ist konvergent.

(5) In der Ubung gezeigt: Ist & > 0, o € Q: > na ist konvergent genau dann, wenn o > 1.
Bemerkung: Ist spiter die allgemeine Potenz a” (a > 0,2 € R) bekannt, so zeigt man

analog: Y 00, L <= a>1VaeR

Definition (oo als Limes Superior)
Ist (cv,) eine Folge und oy, > 0 Vn € N und ist («;,) nicht nach oben beschrankt, so setzte

lim sup oy, := limsup,,_,, o := 00.

Vereinbarung: = < oo Vz € R

Satz 12.3 (Wurzelkriterium)
Sei (ay,) eine Folge und « := lim sup {/|ay|.

(1) Ist a <1 = 7| a, absolut konvergent
(2) Ista>1 = > ° a, divergent
)

(3) Ist a =1, so ist keine allgemeine Aussage moglich.

Beweis
(1) a<1.Seie >0s0,dass z :=a+e<1.92 = {a,| <a+e=zffainecN =

12.1(1
lan| < 2™ ffan € N. Y27 2™ ist konvergent :(g Behauptung.

(2) (1) a>1,a<oco:Seie >0s0,dassa—e >1.9.2 = {/|a,| > a—e > 1 fiir unendlich
11.1

viele n € N = |a,| > 1 fiir unendlich viele n € N = a, - 0 = > >, a, ist
divergent.
(ii) @ =00 = {/|a,| > 1 fir unendlich viele n € N Srle chen, > o2 ay ist divergent.
(3) Siehe Beispiele n
Beispiele:
1

(1) 300, List divergent. {/1 = T — 1, also a = 1.
(2) D05 L ist konvergent. % = 251, als0oa=1.

1
(3) 2o (=)™ + E)_”2- Ylan| = (1+ %)_" = (1+ D —> <1 = 3, a, ist absolut

=:an

konvergent.

1

(4) Sei (ap) eine Folge und € R mit a, := { 2" ) .
n-x"™ flir n ungerade

fiir n gerade

1

— 5 fiir n gerade
Betrachte iyt n 3= Yol = {Q{L/ﬁm fiir n ungerade
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Qon =1 = 5. ono1 = V2 —1-|z| = |z]. Al6 = (o) = {3, |z|}.

Ist [z] <1 = limsup {/|a,| <1 = > .7, a, konvergiert absolut.

Ist || > 1 = limsup /|an| >1 = > 7, a, divergiert.

Sei |z = 1: |agn—1] = |2n — D)z* | =2n -1 = a, » 0 = > 22, a, ist divergent.

(5) Sei p € Nund ¢ € R und |g| < 1. Behauptung: lim,,_,», nP¢" = 0. Beweis: a,, := nPq".

Ylan| = VnPlql = (/n)Plql — |ql < 1 EETS > o2 | ap ist absolut konvergent = a, —
0.

Satz 12.4 (Quotientenkriterium)
Sei (ay) eine Folge in R und a,, # 0 ffa n € N. o, := =2 (ffa n € N).

(1) Ist |o| > 1 ffan e N = >~ | a, ist divergent.

(2) Es sei (ay,) beschriankt, 8 := liminf |a,| und « := limsup |ay,|.
(i) Ist 8>1 = > 7, ay ist divergent.
(i) Ist a <1 = Y 77, ay ist absolut konvergent.

(iii) Ist o = 8 =1, so ist keine allgemeine Aussage moglich.

Beweis
OB.dA.:a,#0VneN

(1) Dann: |ag| > |a1] > 0, |as| > |ag| > |a1] > 0, ...allgemein: |a,| > |a1| > 0Vn € N =
an - 0 = die Behauptung.

(2) (1) Seif>1,8eie >0s0,dass f—e>1.92 = |a,|>F—ec>1ffaneN =
die Behauptung.

(ii) Seiw < 1.Seie >0s0,dass z . =a+e<1.92 = |a,| <at+e=zxffanecN
Dann: |az| < |a1|z, |ag| < |ag]z < |ai|z?,. .. allgemein: |a,| < |a,1|z" "t ffan € N.
>0 1 lar]a™ 1 ist konvergent 222 Y nl ay ist absolut konvergent.

(iii) siehe Beispiele n

Beispiele:
(1) 322, List divergent.

1 Ant1
n=1n

:niﬂﬁl,alsoazﬁzl.

n2

:W%Lalsoazﬁzl.

An+1
an

(2) 3°°°, 1 ist konvergent.

n=1 n2

Beispiel 12.5 (Exponentialfunktion)
Fiir x € R betrachte die Reihe

0o
n 2 1,3 $4

x —1 x
Zo"!_ SR TR
n—=

Fiir welche x € R konvergiert diese Reihe (absolut)?.
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12. Konvergenzkriterien

Klar: fiir x = 0 konvergiert die Reihe.

Sei 2 # 0 und a, = Z;;

n!’
xn—&—l n!

(n+1)! zn

:n|fr’1—>o (n —o00) (alsoa=p=0)

An+1
Qap

124 = >, %L ist absolut konvergent fiir alle x € R.

Also wird durch E(z) := Y 7 Zn

n=0 n!

E heiftt die Exponentialfunktion.

B(0)=1, B(1) = Y2, 4 =

(x € R) eine Funktion E : R — R definiert. Diese Funktion

Bemerkung: Spiter zeige wir: E(r) = e" Vr € Q. Dann definieren wir e* := E(z) (z € R).

Motivation: b, := (—1)" (n€N), b, »0 = > 7 b, = b1 + by + ... ist divergent.

ar = b1 +bo, ag ;== b3+ by, ...als0: ap, =0V € N = > > a, = (b1 +b2) + (b3 + ba) +
. ist konvergent. Also: ,Im Allgemeinen darf man Klammern in konvergenten Reihen nicht

weglassen.“

Satz 12.6 (In konvergenten Folgen darf man Klammern setzen)
Sei 220:1 a, konvergent und es seien mi,ng2,... € N mit n1 < no < .... Setze b =

ai+...+an,, by :=an, 41+ ...+ an,, allgemein: by :=ap,_,41+...+an, (k>2).Dann
ist > -7 by, konvergent und Y07 by =D 07 an.

Beweis
Spi=a1+ax+...+ay; opi=by +ba+...bp. Esist o, = a1 +ax+ ... +an, = s, = ok

8.1(3
ist eine Teilfolge von s, % (0k) konvergent und limg_,g o = limy, 00 Sp. =
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13. Umordnungen und Produkte von Reihen

Definition (Umordnung)
Sei (a,) eine Folge und ¢ : N — N bijektiv. Setzt man b, := ag,) (n € N), so heilt (by)
(3>°02 1 by) eine Umordnung von (a,) (3,7 an).

Beispiel
(a1, as,az, a4, as, a7, ag, ag) ist eine Umordnung von (a,,) (aber keine Teilfolge!).

Hilfssatz
(1) Sei ¢ : N — N bijektiv und mg € N. Dann gilt: ¢(n) > mg ffan € N

(2) (by) ist eine Umordnung von (a,) <= (a,) ist eine Umordnung von (b,)
Yoo by ist eine Umordnung von > > a, <= > .-, a, ist eine Umordnung von

2z bn

Beweis
(1) A:=={neN:¢(n) <mp}. z.z.: A ist endlich.

Annahme: A ist unendlich, etwa A = {n1,ng,n3,...} mit ny < ng < ng < ...;¢ bijektiv
= ¢(A) ist unendlich.

nepld) = n=¢onp)nr €A = n<m = ¢4 C {1,2,...,my— 1},
Widerspruch!

(2) Es sei by, = agy) und ¢ : N — N bijektiv, ¢! : N = N bijektiv. bg—1(n) = Ag(¢-1(n)) =
an, = (ay) ist eine Umordnung von (b,). n

Satz 13.1 (Riemannscher Umordnungssatz)
(by,) sei eine Umordnung von (ay,).

(1) Ist (a,) konvergent, dann gilt: (by,) ist konvergent und lim b,, = lim a,.

(2) Ist > 72, a, absolut konvergent, dann gilt: Y 7 b, ist absolut konvergent und

220:1 bn = Zi’f’:l an.

(3) Riemannscher Umordnungssatz: y - | a, sei konvergent aber nicht absolut kon-
vergent.

(i) Es gibt divergente Umordnungen von Y 7, ay.

(ii) Ist s € R, so existiert eine Umordnung von > >° | a, mit Reihenwert s.
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13. Umordnungen und Produkte von Reihen

Beweis
Fiir (1) und (2) sei ¢ : N — N bijektiv und b, = ag(y)-
(1) Sei a:=limay,. Seie >0, Imp € N: |a, —a|] <& Vn > my.

Aus Hilfssatz (1) folgt: Ing € N: ¢(n) > mo Vn > ng. Fiir n > ng : |by —a| = [agy) —al <
E.

(2) Wir schreiben )~ statt >, .
Fall 1: a,, >0Vn € N

Spi=a1+as+ ... +ap,0n :=by +ba+ ... +by.a, >0 = (s,) ist wachsend, sei
s:=lims,(= > ay). Es gilt: s, <sVn eN.

Sein € Nund j := max{#(1),9(2),...,¢(n)}. Dann: {¢(1),(2),...,0(n)} C{1,2,...,j} =
Onp=b1+by+...+b, :a¢(1)+a¢(2)+...+a¢(n) <artax+t...+ta;j=5<s — (O'n)
ist wachsend und beschrankt.

6.3 = (oy) ist konvergent. Weiter: limo,, < s, d.h. > b, < > a,. Vertauschung der
Rollen von Y a, und ) b, liefert: Y a, <> by.

Fall 2, der allgemeine Fall: ) |b,| ist eine Umordnung von Y |ay| Rl > |bn| konvergiert

und Y |by| = |an|. Noch z.z.: Y b, = ay.

Q= an+|an|, By := by +|by|. Dann: ay,, B, > 0Vn € N. >~ ay, > B, konvergieren, > 3,
ist eine Umordnung von Y ay,. Fall 1 = >~ 8, = an.

Dann: Y a, =3 (an — |an]) = Y an — D |an| = 32 Bn — 32 bl = 32 (Bn — [bal) = > bn-

(3) ohne Beweis. n

Vereinbarung: Fiir den Rest des Paragraphen seien gegeben: > >° ja, und Y °  b,. Wir
schreiben )~ statt y > . Weiter sei, falls Y a,, und ) b, konvergent, s := (3 an)(>_ bn).

Definition
Eine Reihe Y 7 py heifit eine Produktreihe von > a, und > b, : <= {po,p1,p2,...} =
{ajby:7=0,1,...;k=0,1,...} und jedes a;jby kommt in (p,)>2, genau einmal vor.

Satz 13.2 (Alle Produktreihen sind Umordnungen voneinander)
Sind ) p, und Y ¢, zwei Produktreihen von ) a, und ) by, so ist Y py, eine Umordnung

von Y gn.

Beweis
Ubung. n

Satz 13.3 (Absolute Konvergenz geht auf Produktreihen iiber)
Sind ) ay und )by, absolut konvergent, und ist ) p, eine Produktreihe von ) a, und
> by, dann ist > p,, absolut konvergent und > p,, = s.
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Beweis
on = |po| + Ipil + ... + |pn] (n € N). Sei n € Ny. Dann existiert ein m € N : g, <

(X k=0 lar)) (ko [bx])-

ag = lag| + |a1| + ... + |ak|, (o) konvergiert und ax — > |ag|, (o) ist wachsend = oy <
Slan] = 0< 0, < (O |an])(O] |bn]) Vn € Ng = (0y,) ist beschrénkt (und wachsend).

6.3 = (o,) konvergiert = > p,, ist absolut konvergent. Noch z.z.: Y p, = s.

Dazu betrachten wir eine spezielle Produktreihe ) ¢, (,Anordnung nach Quadraten “):

qo = aobo, q1 := apb1, g2 1= a1b1, g3 := arby, q4 := agb2, ¢5 := a1ba, ...
Spn=q+q+...+aqn

Nach dem schon Bewiesenen konvergiert ) gy, also auch (sp).

Nachrechnen: (ag+ a1 +...+an) (bo+ b1+ ...+ by) = 5,2,9, VR EN

—>§an —=> bn
= s =3 .
Aus 13.1 und 13.2 folgt: > pp = > an Y by = s. n

Definition (Cauchyprodukt)
Setze ¢n == Y p_okbn—k = aobn + arbp—1 + ... + anby (n € Ny), also: ¢y = agbo, c1 = apb1 +
albo, ce

Y oo2y ¢n heit Cauchyprodukt von Y a, und Y by,.

Satz 13.4 (Cauchyprodukt absolut konvergierender Folgen konvergiert)
Sind ) a, und > b, absolut konvergent, so konvergiert ihr Cauchyprodukt > ¢, und

den =s.

Beweis

Sei > py, die Produktreihe von Y a,, und >_ by, die durch ,Anordnung nach Diagonalen“entsteht.
(po = agbo,p1 = agbi,p2 = a1bo,p3 = aobz,ps = a1by,ps = agbs,...). Dann: ¢y = apby =
Po,C1 = P1 + p2,Cc2 = p3 + P4+ ps. Y, ¢, ensteht also aus Y p, durch Setzen vom Klammern.

13.3 = > _ pn konvergiert absolut und > p, = s 28 Behauptung. n

Beispiel
Fiir z € R mit || < 1 ist }.°° 2" absolut konvergent und ) °° (2" = L. Fiir [z < 1:

13.4 , n _
o = (Calo e (Xnlex") = alocn, wobei ¢y = Ypgafa T = 30 2" = (n+1)2".

= oo (n+1)a" = (1jx)2'

Satz 13.5 (E(r) = e" Vr € Q)
Erinnerung: E(z) = Y.°° , Z; (z € R)

n=0 nl

(1) BE(x +y) = E(x)E(y) Vo,y € R; allgemein: E(z; + 2 + ... + z,) =
E(z1)E(x2) - E(xy) Ya1,29,...,2, € R.
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13. Umordnungen und Produkte von Reihen

(2) E(x) >1Vz>0.

(3) E(z) >0Vxr e R,E(—x) = % Vo € R.
(4) Aus z <y folgt: E(z) < E(y).
(

5) E(r)=¢€" Vr € Q.

Beweis x n s
(1) E(z)E(y) = (Z ﬁ)( ﬁ) = zcn mit
n=0 n=0 n=0
~at oyt L~ (0 gong  (@+y)"

2

(2) x>0:E(x):1+x+%+...>1.
.O
>

(3) 1= E(0) = E(z + (—7)) ¥ E(z)E(—z). Wir wissen: E(z) > 0 Va > 0.

Seix <0 = —2>0 = E(—z)>0 = E(x)>0.

4) Seiz<y = y—x>0 2Ly < E(y—=x) @E(y)E(—x) ® ggg = E(x) < E(y).

(5) Seienn,m e N. E(n)=E(1+...+1) = E(1)" =e™.

1
1 1 1 1\n 1
e=E()=En 3)=E(-+...+-)=EQG)" = E)=er (= ¥e)
1
E(M)=E(—+...+—-) = E(;)" = (en)™ =en. Also: E(r) = ¢" Vr € Q mit r > 0.
n 1n

Seir e Qund r < 0. Dann: —r >0 = E(—r)=e¢" = E(r)=¢".

Definition (e®)

Hilfssatz 13.6
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Beweis
Qp = ﬁ, 0 <a, <1Vn €N, (a) ist also beschriankt. o = limsup c,. Wegen 9.3 geniigt

es zu zeigen: o = 0. Annahme: o > 0. Setze z := %; an = %T,L = Y a, ist konvergent.
Ylan| = % = |z| -y, = limsup Vl|a,| = |z - a=2>1 123 > ay ist divergent,
Widerspruch! -
Beispiel 13.7
Behauptung: Die Reihen
o0 2n 2 4
x x x
_1)" —1_Z =
7;)( T TR
und -
2n+1 3 5
x x x
2V Gty E
n=0 )
konvergieren absolut fiir alle x € R.
Definition (Kosinus und Sinus)
o0 r2n
cosx = Z (=)™ i (z € R) (Kosinus)
o (2n)!
© x2n+1
sinz := —1)" - — (x € R) (Sinus
3 (U Gy (£ € (Sinus)
Beweis
Nur fiir die erste Reihe:
2n 2 2
an = (—1)"- ° = {lan| = i = i 550 (n — o0) (wegen 12.3). n
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14. Potenzreihen

Definition (Potenzreihe)

Sei (an)p2 eine Folge in R. Eine Reihe der Form » 7, ana™ = ag + a1z + asz?® + ... heifit
eine Potenzreihe (PR). Die Menge {z € R: ) 7 jana™ konvergent} heift der Konvergenz-
bereich (KB) der Potenzreihe. Klar: Die Potenzreihe konvergiert fiir x = 0.

Erinnerung: Ist (x,) eine Folge, die nicht nach oben beschrénkt ist und z,, > 0 Vn € N, so
war limsup x,, = oco.

Vereinbarung: 3 := oo, , & = ("

Satz 14.1 (Konvergenz von Potenzreihen)
Y2y anx™ sei eine Potenzreihe, p := limsup {/|ay| und r := % (also 7 = 0, falls p = o0
und r = oo falls p = 0).

(1) Ist r =0, so konvergiert die Potenzreihe nur fiir z = 0
(2) Ist r = oo, so konvergiert die Potenzreihe absolut Vo € R

(3) Ist 0 < r < oo, so konvergiert die Potenzreihe absolut fiir |z| < r und sie divergiert
fir |z| > r (Im Falle |z| = r, also fiir x = r und x = —r ist keine allgemeine Aussage
moglich).

Die Zahl r heiftt der Konvergenzradius der Potenzreihe. Der Konvergenzbereich der Po-
tenzreihe hat also folgende Form: {0}, falls » = 0; R falls r = co und (—r,r), (=r,r|, [-7,7)
oder [—r,7] wenn 0 < r < oo.

Beweis
(1) r=0 = p =00 = {/|ay| ist nicht nach oben beschrénkt. Sei z € R, = # 0.

(Vlanz™)) = (V/|an||z]) = ({/|anz™|) ist nicht nach oben beschrankt 23 > apz™

divergent.

(2) Seir =00 = p=0.2z € R:limsup {/|apz™ = limsup {/|a,||z] = plz| =0 < 1 23

> anx™

(3) 0 <r <oo,xz€R:limsup {/|apz™| = plz| = @ <1 <= |z| < r. Behauptung folgt aus
12.3. ™

Beispiele:
(1) Y ga™(an =1V neNy) = r=p=1.Y z" konvergent < |z| <1
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14. Potenzreihen

(2) S0, i—g(ao = 0,an = 2(n > 1)) ¥/]an| = ﬁ — 1(p = 1 = r). Die Potenzreihe
konvergiert absolut fiir || < 1, sie divergiert fiir [z > 1. & = 1 : }_ & konvergent;
r=—-1:%, (—le)” konvergent (Leibniz!)

(3) 3%, &8 p = r = 1. Die Potenzreihe konvergiert absolut fur |z| < 1, sie divergiert fiir

n=1 n>’

| >1. 2 =1:) 1 divergent; z = —1: Z konvergent

4) S0t +2m?) a1 <a, <nt*+ 20t =3V neN = 1< {/]a,] < V3(¥n)! =
—_——— —_————

=an —1
Ylan| -1 = r = p =1 Die Potenzreihe konvergiert fiir |x| < 1 absolut, sie divergiert
fir |x| > 1. Fir |z| = 1: |apz"| = |ay||z"| - 0 = divergent in z = 1,2 = —1.

(5) Yomtgn"z™; ap :=n" {/]ap| =n = p=o00 = r=0

0 d
(6) YooZyanz” mit a, = HEACC  A16 = #(Van]) = {0,2) = p=2 —
n2"™ n ungerade

r = % Die Potenzreihe konvergiert absolut fiir |z| < %, sie divergiert fir |z| > % Sei

2| = 3. |an2"| = |an|s = n falls n ungerade = a,z" - 0 = die Potenzreihe
divergiert fiir |z| = 1.

Die folgenden Potenzreihen haben jeweils den Konvergenzradius r = oo :
2n+1

= S0 sine = T2y (1) iy

cost =y 2 (—1)"% Gyt fl(@) =300 gapna™ !, falls f(z) =Y 00 japz™ KR r = oo hat.

Definition

coshz := %(e” + e~%) (z € R) (Cosinus Hyperbolikus)

sinhz := 3(e” —e™?) (z € R) (Slnus Hyperbolikus)
I‘

Nachrechnen: coshz = 72 o & ), ,sinha =37 %(m €R)

Vereinbarung: Sei R := RU {oc0}. Seien a,b € R und a < b. )

(a—rb+r1) = (—00,00) = R falls 7 = oo Sei 71,72 € R und 7 = oo oder rp = oc.
oo fallsr;y =00 =19

min{ry,re} := ¢ ro  falls 79 < 00,71 = 00

r1  falls 1 < 00,790 = 0

Satz 14.2 (Konvergenzradien von Cauchyprodukten)

Yo panx™ und Y 0% bpa™ seien Potenzreihen mit den Konvergenzradien ri bzw. 9.

Sei ¢n == Y p_gakbn—r (n € Ny) und r sei der Konvergenzradius der Potenzreihe
* cpz™. R := min{r;,ry}. Dann: R < 7 und fir x € (R, R) : Y c,a2" =

E:n—O ) ’ n=0

(> nto ana™) (Xonto bnz™)

Beweis
Sei x € (—R, R) (Zn 0 nZ )(fo’:o bpz™) 134 ZZOZO d,, wobei
dn = Y j—g ara¥by,_pz"F = 2"c, = R <7 und

ZZ‘;O cpa™ = (fo:o anx”)(ZZO:o bnz™). ]
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Bemerkung: Sei (a,)52 eine Folge und zp € R. Eine Reihe der Form (x) >~ an(x — xo)"
heifit ebenfalls eine Potenzreihe (zg heift Entwicklungspunkt der Potenzreihe). Substitution
t := x — xo, dann erhdlt man die Potenzreihe )" jant™. Sei r der Konvergenzradius dieser
Potenzreihe. Dann: ist r = 0, so konvergiert die Potenzreihe in (x) nur in x = zg. Ist r = 0o, so
konvergiert die Potenzreihe absolut V x € R. Ist 0 < r < 00, so konvergiert die Potenzreihe in
(%) absolut fir |z — zo| < 7, sie divergiert fur |z — zo| > 7.
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15. g-adische Entwicklungen

Vereinbarung: Stets in diesem Paragraphen: g € N, g > 2, G :={0,1,...,9 — 1}.

Satz 15.1 (Konvergenz g-adischer Entwicklungen)

(1) Sei (zn)n>1 eine Folge in G = > 7, = ist konvergent.

(2) st meN = >0 o1 _ gm.l—l

n=m gm

Beweis

(1) Z% =& < gg—_nl VneN. > >, ggzl ist konvergent 22 Behauptung.

-1 -1 -1 -1 1, 1 -1 1 1

(2) Zzo:mggn:%‘kg%nﬁ‘f‘:ggim(l‘i‘g‘i‘gfg“r):%l_%:gmfl | |
Definition
Sei (zn)n>1 eine Folge in G und es gelte (x)z, # g — 1 fiir unendlich viele n € N. Dann heifst
0,2z12023... 1=y 0 ;—2 ein g-adischer Bruch oder eine g-adische Entwicklung.
Beispiele:

(1) g =10 (Dezimalentwicklung); 0,333... =00 | ;3= = 1.

(2) g =2 (Dualentwicklung); 0,111000... =3 + § + & = £.

Bemerkung: (1) Die Negation von (x) lautet: z, = g — 1 ffan € N.

(2) Ist 0,z12923... ein g-adischer Bruch und existiert ein m € N : z, = 0 fiir n > m, so
schreibt man: 0, 212223 ... 2m

(3) > jan und > o7, by, seien konvergent und es gelte a,, < b, Yn e N = > a, <
> ey bn. Gilt zusitzlich a,, < by fiir ein n € N, so gilt 3572 1 an < 307 by (Beweis in
Ubung).

Satz 15.2 (Eindeutigkeit der g-adischen Entwicklung)
Sei a =0, 212223 . .. ein g-adischer Bruch.

(1) a€10,1)

(2) Ist 0, wjwaws ... eine weitere g-adische Entwicklung von a, so gilt z, = w, Vn € N.
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15. g-adische Entwicklungen

Beweis (x),Bem.(2)

, O 1151
1) o0<a=372 < oL is =L

(2) Annahme: 3n € N : 2, # w,. Sei m der kleinste solche Index, also 2, # wy, und z; = w;
fir j =1,...,m—1. Etwa z,,, < wy, = 2zZm — Wy < 0 Zm_%'ez Zm — Wy < —1.

Vn e N:zy,—w, < 2, <g-—13dv e Nmitv >m+1und 2, —w, < g—1.
(andererenfallszl,—wl,:g—1VVZm—}—l = z,=w,+g—1VWwW>m+1 =

w, = 0 Vv > m + 1 = w =9- 1 Vv > m + 1. Widerspruch zu (x)). Dann:
o0
Zn Wn, Zn — wn Znp — Wn
R N I T
n=1 n:l n=m
Zm — W 2 Zp— wp 1 > g—1
e ) D TR =0
g g g g
\ ,  n=m+1 n=m+1
- g <Zn m+1 g_l 121 gin
= 0 < 0 Widerspruch. n

Satz 15.3 (Existenz der g-adischen Entwicklung)
Ist a € [0,1), so lasst sich a eindeutig als g-adischer Bruch darstellen.

Beweis
Eindeutigkeit siehe 15.2.
Existenz: Definiere (z,)n>1 wie folgt: 21 := [a- g, 2n41 = [(a =2 =2 —-.. —22) g (n > 1).
In der Ubung: 2, € G Vn € N
z z z z 2z z
Es gilt: (**)—1+—§+--~—Z§a<—1+—§+~--%+%VnEN — 5, <a<s,+ % Vne
g g g g g gt 9 g
=:8p =:iSn
n—oQ
N=— a= Zn 1 ;n'

Noch zu zeigen ist: z, # g — 1 fiir unendlich viele n. Annahme: 3Im e N: z, =g —1VYn > m.

m—1 00
—1
Dann: a =Y 07| zpg" = Z Z—Z + g — = a=Sp1+ gm%l Widerspruch zu (x%). m
=1 =
L,_/ —_——
=Sm—1 :gml—l
Bemerkung: Ist a € R, a > 0, so ldsst sich a eindeutig in der Form a = [a] + 0, 212923 ...
darstellen. Ist g = 10, so schreibt man dafiir a = [a], 212223 . . .. Beispiel: 1,333...

Satz 15.4 (R ist tiberabzihlbar)
Die Menge der reellen Zahlen ist iiberabzahlbar.

Beweis
Es geniigt zu zeigen: [0, 1) ist iiberabzahlbar.

o8



Annahme: [0,1) ist abzéhlbar, also [0,1) = {ai,a2,...},a; # a; fir j # k. Fir j € N sei
a; =0, z( 2 (]) ( ) ... die 3-adische Entwicklung von a;. (z,(j) €{0,1,2}).
1 falls z k) ¢ {0,2}

2z =

g 0 falls z(k) 1
Dann: z #z,(j) Vk e N, 2z #g—1Vk € N.a:=0,212023... = Zzolg 152 = a €
0,1) = ImeN:a=ay = 0,212223...=0,2 )zém)zém). 152 = z; = z( m) RS
N — z,= zy(nm). Widerspruch! n
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16. Grenzwerte bei Funktionen

Definition (Haufungspunkt)
Sei D C R und zg € R. x¢ heikt ein Haufungspunkt (HP) von D : <= 3 Folge z,, in D\{z¢}
mit x, = xg.

Beispiele:
(1) Ist D endlich, so hat D keine Haufungspunkte.

(2) D = (0,1]. z¢ ist Haufungspunkt von D <= =z € [0, 1].
(3) D ={%:n €N} D hat genau einen Hiufungspunkt: zy = 0
(4) D=Q. 8.1(2) = jedes zp € R ist ein Haufungspunkt von Q.

Bemerkung: Unterscheide zwischen ,,xq ist Hiufungswert von (a,)“und ,,z¢ ist Hiufungspunkt
von {aj,as,...}*. Beispiel: a, = (—1)". J(ay) = {1,—1},{a1,a2,...} = {—1,1} hat keine
Haufungspunkte.

Zur Ubung: Sei D C R, 2y € R. zy ist Haufungspunkt von D <= Ve > 0 gilt: D N
(Ue(zo)\{zo}) # 0

Vereinbarung: Ab jetzt sei in dem Paragraphen gegeben: () # D C R. ¢ ist Haufungspunkt
von D und f: D — R eine Funktion.

Definition

lim f(z) exisitiert : <= da € R mit: fiir jede Folge (z,) in D\{z,} mit z, — zo gilt:
T—TQ

f(zn) — a. In diesem Fall schreibt man: lim f(x) = a oder f(z) — a (z — )
T—xQ

Bemerkung: (1) Existiert lim f(x), so ist obiges a eindeutig bestimmt. (Ubung)

T—T0

(2) Falls xp € D, so ist der Wert f(x¢) in obiger Definition nicht relevant.

Beispiele:
(1) D=(0,1].
z? fallsz € (0,3)
fla) = % falls x = %1
1 fallsz e (35,1)
0 fallsz=1

xo = 0: Sei (x,) eine Folge in D mit z,, — 0. Dann z,, < % ffane N = f(x,) =
2? ffaneN = f(z,) — 0, dh. lir% f(z)=0.
z—

zo = 1: Analog: lim f(z) = 1.
z—0
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16. Grenzwerte bei Funktionen

xo Sei (zy,) eine Folge in D\{3} und z,, < 3 Vn € N = f(z,) = 22 — 1.

_ 1.
= i
Sei (2,) eine Folge in D\{3} und z, > £ Vn € N = f(z,) =1 — 1 d.h=: lim f(z)

I—)a

1

existiert nicht. Aber: lim f (z) existiert und ist  und lim  f (x) existiert und ist 1.
z—1 -1

z€(0,3) ze(5,1)

1
Dafiir schreibt man: lim f(z) = 1 und lim f(z) = 1.

1 1

(2) D =10,00),p €N, f(z) = ¥x. Sei z9 € D. Sei (z,) Folge in D\{z¢} mit =, — xo. 7.1
= f(xn) = ¢Tn — ¥YZo. Das heifit: xll}rgl f(x) = f(=zo).

Vereinbarung: Fiir § > 0: Ds(x,) = D N Us(xo). Ds(x0) = Ds(z0)\{x0}-

Satz 16.1 (Grenzwertsétze bei Funktionen)
(1) lim f(z) existiert <= fiir jede Folge (z) in D\{zo} mit z, — z¢ ist f(zn)
T—rT0

konvergent.

(2) Fir a € R gilt: zlggof(a:) existiert und ist gleich a <= Ve > 0 30(¢) > 0 mit (%)
|f(x) — a|] < e Yz € Ds(xo).

(3) Cauchykriterium: lim f(x) existiert <= Ve >0 36 > 0: |f(z) — f(2))| < eVz, 2’ €

. T—T0
Ds(z0)

Beweis
(1) ,, = *: aus Definition.
w<= “ Seien (zy,), (zn) Folgen in D\{zo} mit z,, — xo, 2, — zo. Voraussetzung = es
existiert a := lim f(x,) und b := lim f(z,). Zu zeigen ist: a = b. Sei t,, definiert durch
(tn) = (x1,21,22,22,...). (tn) ist Folge in D\{zo} mit ¢, — z0, Voraussetzung —
Jde:=lm f(t). (f(zn)) ist Teilfolge von (f(t,)) = a =c¢, analog: b=c =— a=0b.

(2) , = “ Sei € > 0. Annahme: Es gibt kein § > 0, so dass (x) gilt. Das heifst: V§ > 0
exisistert ein z; € Ds(x;): |f(z;) —a| > ¢, also Yn € N 3z, € D1 (w0) : |f(2n) —a| > e
Das heift: (z,,) ist eine Folge in D\{z¢} mit =, — z¢ und f(x,) S a, Widerspruch.
w<= “ Sel x, eine Folge in D\{z,} mit z,, — z¢. Zu zeigen ist: f(x,) — a. Sei ¢ > 0.
36 > 0 so dass (x) gilt. Dann: z,, € Ds(z0) ffan € N = |f(z,) —a| < e ffan € N.

(3) In Ubung. ]

Satz 16.2 (Rechnen mit Funktionsgrenzwerten)
Seien g,h : D — R zwei weitere Funktionen und es gelte f(x) — a, g(x) — b (x — z9).

(1) f(z)+g(z) = a+0b, f(z)-g(x) = ab, [f(x)] = |a] (x = z0)

(2) Ist a# 0 = 36> 0: f(«) # 0 Va € Ds(o). Fiir § : Ds(wo) — R gilt: 75 —

QI
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(3) Existiert ein § > 0 mit f < g auf Ds(zg) = a <b

(4) Existiert ein § > 0 mit f < h < g auf Ds(z¢) und a =b = lim h(z) = a.

T—rT0

Beweis
folgt aus 6.2

Zum Beispiel: (3) Sei (z,,) Folge in D\{zo} und z, — zo. Dann: z,, € Ds(z¢) ffan € N =
5.2
f(zyn) < g(xy,) ffan e N = a=lim f(z,) < limg(z,) = b. n

Definition
(1) Sei (ay) eine Folge in R.
lima,, = oo (oder a, — 00) : <= Ve > 0 Ing = np(c) € N:a, > cVn > ny.

lima, = —oco (oder a,, - —00) : <= Ve < 0 Ing =np(c) € N:a, < c¥n > ng.

(2) 1i)m f(z) = oo (oder f(z) — oo (z — x0)) : <= fiir jede Folge (z,,) in D\{zo} und
T—x0
T — xo gilt: f(x,) = 0.
ILm f(z) = —oo (oder f(x) = —o0 (x — xp)) : <= fiir jede Folge (z,,) in D\{zo} und
T—T0

T — xo gilt: fx,) = —o0.

(3) Sei D nicht nach oben beschrankt. lim f(xz) = a (oder f(z) — a) : <= fiir jede Folge
Tr—00

(xy) in D mit z, — oo gilt: f(z,) = a (a = Loo zugelassen).
Sei D nicht nach unten beschrankt. EIP f(z) = a (oder f(z) - —o0) : <= fiir jede

Folge (zy,) in D mit z, — —oo gilt: f(z,) — a (a = oo zugelassen).

Beispiele:
(1) an := 2" (z > 1). Behauptung: 2" — 00 (n — 0). Sei ¢ > 0. ¢ < L <1 = L —
0 = xin<%ffan€N = 2" >cffaneN.

(2) Sei p € N. Dann 2P — 0o (x — o0). Siehe Ubung.

(3)L—s00(@—=0+), L= —00(z—0-).

Satz 16.3 (Grenzwerte der Exponentialfunktion)

X - :L‘n
n=0

(1) FﬁrpENo:;—zﬁoo(x—)oo)
(2) e — 0 (x — )

(3) e =0 (x = —0o0)
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16. Grenzwerte bei Funktionen

Beweis
2 P 1
) e =lt+a+G+ - +&Hh+ > Eh w20 —
Behauptung.
(2) Folgt aus 1 mit p = 0.
(3) e—m:e% Q} 0((1’/‘*)—00) B ex*)O(SU*)*OO)
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17. Stetigkeit

Vereinbarung: In diesem Paragraphen seien stets: ) # D C R, 29 € D und f : D — R eine
Funktion.

Definition
(1) f heift stetig in x¢ : <= fiir jede Folge (z5,) in D mit x,, = z¢ gilt: f(z,) — f(z0).
(2) f heift stetig auf D : <= f ist in jedem z € D stetig.
(3) C(D):={g:D — R : g ist stetig auf D}.

Beispiele: z?  fiir v € [0,1)
(1) D:=[0,1]U2. f(z):=<0 firz=1
1 firz=2

Klar: f ist stetig in jedem z € [0,1).

ro=lia,=1-2 = 2, 51 f(z,) =(1-1)2 =514£0=f(1) = fistinzgy=1
nicht stetig.

xg = 2: Sei (zy) eine Folge in D mit z,, - 2 = =z, =2ffan e N = f(x,) =
1ffaneN = f(z,) = 1= f(2). Das heifit: f ist stetig in xg = 2.

(2) D:=[0,00),p€eN, f(z) := ¥z, §16 = f € C[0,0).

Satz 17.1 (Stetigkeitssitze)
(1) fist stetigin zg <= Ve > 030 =46(¢) : |f(z) — f(zo)| < € Vx € Ds(xp).

(2) Ist xg Haufungspunkt von D, so gilt: f ist stetig in 2y <= l'gn f(z) existiert und
T—x0

ist gleich f(xg).

(3) Ist g : D — R eine weitere Funktion und sind f, g stetig in z¢, dann sind f + g, fg
und | f] stetig in zg.

(4) Sei D:={z € D: f(z) # 0} und zo € D und f sei stetig in . Dann ist % :D—R
stetig in zg.

Beweis
(1) Wie bei 16.1

(2) Als Ubung
(3) und

(4) wie bei 16.2 n
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17. Stetigkeit

Satz 17.2 (Stetigkeit der Potenzreihen)
Yo anx™ sei Potenzreihe mit dem Konvergenzradius r > 0. Es sei D = (—r,r) und
f(x) =307 yanz™ (z € D). Dann: f € C(D). Insbesondere gilt fir zo € D :

17.1(

lim Zanm” = lim f(x) flxo) = Zanxg = Z lim a,x"
T—T0 -0 T—T0 ne0 0 Tr—rxQ

Beweis
Spéter in §19

Beispiel 17.3
(1) e*,sinz,cosz sind auf R stetig.

sinx

2) li =1.
X
—1
(3) lim c =1
z—0 X
ro+h _ ,T0
O
_>

Beweis
(1) Folgt aus 17.2

(2) Fir z # 0:
1. 3 zd 2 17.2
—sinz = — (x—a—kg— )—1—§+§— — 1 (z—0)
Potenzreihe mit KR oo, also stetig (in 2=0)
(3) Furz #0:
e —1 1 2 28 r  2? 17.2
. :;-(1+$+§+§+“'—1):14—?4-5—'—”'—>1($—>0)
Potenzreihe mit KR ;, also stetig (in z=0)
zo+h _ 70 h _ 1
(1) S — e By 0.1 = ¢ (b — 0)

Satz 17.4 (Stetigkeit von verketteten stetigen Funktionen)
Sei F C R, g: E — R eine Funktion und f(D) C E. f sei stetig in kg € D und g sei setig
in yo := f(xp). Dann ist go f : D — R stetig in xo.
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Beweis

Sei (z,) eine Folge in D mit xz, — xo. f ist stetig in zg = f(x,) — f(x0) = yo. g stetig in
—
=Yn

Yo = 9(yn) = 9(v0) = 9(f(20)) = (g ° f)(x0). ]
——
=g(f(zn))=(g0f)(@n)
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18. Eigenschaften stetiger Funktionen

Satz 18.1 (Zwischenwertsatz)
Sei @ < bund f € Cla,b] := C([a,b]), weiter sei yo € R und f(a) < yo < f(b) oder
f(b) <yo < f(a). Dann existiert ein xg € [a,b] mit f(xo) = yo

Beweis

O.B.d.A: f(a) < yo < f(b), M := {z € [a,b] : f(x) < yo}. M # 0, denn a € M. M C
[a,b] = M ist beschriinkt. zo := sup M. Vn € N ist zy —  keine obere Schranke von M
= VnENEIJ:nEM::BO—%<xn§xO = Tp — Zo. Tp € [a,b] = x0 € [a,b], { stetig in
xo = f(zn) = f(xo) = f(z0) < yo. Esist g < b (anderenfalls: f(z¢) < yo < f(b) = f(=0)

=

Widerspruch!) z, := xg + %;zn € la,b] ffan € N; 2z, — xo; f stetig in xg = f(zn) = f(20).
2n & M = f(zn) >yVn €N = lim f(z,) > yo = f(z0) > w0 n

Satz 18.2 (Nullstellensatz von Bolzano)
Sei f € Cla,b] und f(a) - f(b) < 0, dann existiert ein z¢ € [a,b] : f(xg) = 0. Beweis folgt
aus 18.1 und yg =0

Anwendung 18.3
Sei E(x) := e®(z € R). Behauptung: E(R) = (0, c0)

Beweis
133 = e >0z e R = E(R) C (0,00). Sei yp € (0,00) z.z: I zg € R: e™ = yp. 16.3
— e s oo(r —+o00) = FbER:yg<eb. 163 = ¥ - 0(x - —00) = JacR:e? <

p e streng wachsend
———————

Yo = e* <yp<e a<b. 181 = 3Fxg € [a,b] : e = yjy. n

Definition
A C R heiflt abgeschlossen : <= fiir jede konvergente Folge (z,) in A gilt: limz, € A
B C R heifst offen : <= V2 € B 3§ = () > 0: Us(x) C B.

Beispiele:
(1) [a,b] ist abgeschlossen, aber nicht offen. (a,b) ist offen, aber nicht abgeschlossen.

(2) (a,b] und [a,b) sind weder abgeschlossen, noch offen

(3) R ist offen, abgeschlossen. () ist offen, abgeschlossen
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18. FEigenschaften stetiger Funktionen

Hilfssatz
(1) A CR ist abgeschlossen <= jeder Haufungspunkt von A gehort zu A

(2) B CRist offen <= R\ B ist abgeschlossen

(3) D C Rist abgeschlossesn u. beschrankt <= jede Folge (x,,) in D enthélt eine konvergente
Teilfolge (x,, ) mit limz,, € D. In diesem Fall existiert max D und min D.

Beweis

(1) Ubung

(2) ,, = “ Sei (zy,) eine konvergente Folge in R \ B und zp := limz,,.Annahme: zp € B. B
offen = 36 > 0: Us(xo) C B. p, » 19 = x, € Us(xp) C B ffa n € N, Widerspruch!
»<“ Sel x € B. Annahme: Us(z) € BY6 > 0. = Ui (xz) € BVn € N = Vn € N3z, €
Ui mit: z,, € R\ B = (x,) ist eine Folge in R \nB : xp, — . R\ B abgeschlossen
— 2R \ B, Widerspruch!

(3) ,, = “ Sei (zy,) Folge in D. D beschrankt = (z,,) beschrénkt. 8.2 = (x,,) enthélt
eine konvergente Teilfolge (z,,). D abgeschlossen = limz,, € D. ,< “ Ubung.

Sei D beschriankt und abgeschlossen. Sei s := sup D. z.z.: s € D (analog zeigt man

infD € D). Vn € Nist s — % keine obere Schranke von s. = Vn € N3 z,, € D mit

s—%<xn§s:>:L‘n—>s.Dabgeschlossen —seD n
Definition

Sei ) # D C R. Eine Funktion f : D — R heift beschrinkt : <= f(D) ist beschrankt
(< Jc>0:|f(x)|<cVxeD).

Satz 18.4 (Eigenschaften von Bildmengen stetiger Funktionen)

Sei ) # D C R, sei D beschrinkt, abgeschlossen und f € C(D). Dann ist f(D) beschrankt
und abgeschlossen. Insbesondere ist f beschrankt und 3 z1,29 € D : f(x1) < f(x) <
f(z2) Yx € D.

Beweis

Annahme: f ist nicht beschrénkt. Dann: Vn € N3z, € D : | f(zy)| > n. HS(3) = (z,,) enthélt
eine konvergente Teilfolge (z,) mit z¢ := limx,, € D. f stetig = f(zn,) — f(z0) =
(f(xp,)) ist beschrankt, aber: |f(zp,)| > ng V k € N, Widerspruch! Sei (y,) eine konvergente
Folge in f(D) und yo := limy,. z.z.: yo € f(D). 3 Folge (z,,) mit f(x,) = y, Vn € N.
HS(e) == (z,) enthilt eine konvergente Teilfolge (z,,) mit xo := limz,, € D. f stetig
= f(xn,) — f(xo) . Aber auch: y,, — yo = f(z0) € f(D) n

——

=Yny,

Sei I C R ein Intervall und f : I — R streng monoton wachsend (fallend) = f ist auf [
injektiv. == 3f~!: f(I) — R. f~! ist streng monoton wachsend (fallend). Es gilt: f~1(f(z)) =
xVz el f(f'(y) =y Yy € f(I) Ubung: Sei M C R. M ist ein Intervall : <= aus a,b € M
und a < b folgt stets [a,b] C M.
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Satz 18.5 (Bildintervalle und Umkehrbarkeit stetiger, montoner Funktionen)
Sei I C R ein Intervall und f € C(I).

(1) f(I) ist ein Intervall

(2) Ist f streng monoton wachsend (fallend) = f~! € C(f(I))

Beweis

(1) Ubung (mit obiger Ubung und 18.1)

(2) OBAA: T = [0,b] a = f(a),f = f(b) %} D) = o8], Sei wp € [, 6], Sei
(yn) eine Folge in f(I) und y, — yo. z.z.: [~ (yn) = [ wo). a0 = [ yn), o =
fYy) = x0 €I, v, € IVn € N. d.h. (z,) ist beschrinkt. z.z: z, — z¢. 8.2
= H(xy) # 0. Sel a € H(x,,). 3 eine Teilfolge (zp,) von (x,) mit x,, — «a. I ist
abgeschlossen = «a € I. f stetig = f(z,,) — f(®). Aber auch: y,, — v =

——

=Yny,

a = xg. d.h. #(x,) = {xo}. Aus 9.3 folgt: x,, = 2o m

finjektiv
>

f(zo) = f(a)= f(wo)

Satz 18.6 (Der Logarithmus)
Sei I = R und f(z) = e*. Bekannt: f € C(R), f ist streng monoton wachsend und f(I) =
f(R) = (0,00). Also existiert f=!:(0,00) — R.

logz :=Inz := f~!(x) (x € (0,00)) Logarithmus

Eigenschaften
(1) logl =0,loge=1

(2) loge® = x Vo € R, e!%9% = z Va € (0, 00)

(3) x +— logz ist stetig auf (0, 00) und streng monoton wachsend
(4) log(zy) = logx + logy; log(%) =logz —logy Vz,y >0

(5) logz — 00 (z — o0); logx — —oo (z — 0T)

(6) log(a") =rloga Ya >0 Vr € Q d.h.
a’ =e"%8r Ve > 0VreQ

Beweis
(1) klar (2) klar (3) 18.5

(4) eloe™y = gy = elogTelogy — elogatlosy — Nog(zy) = log(z) + log(y)

(5) folgt aus 16.3
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18. FEigenschaften stetiger Funktionen

(6) Sei a > 0.n,m € N. log(a™) 4 nloga. log(a™) = log(ain) 4 logl —loga™ = —nloga
loga = log((ab”) = nloga% = loga% = %loga

log(a%) = log((a%)m> = mlog(a%) = Tloga n

Definition (Die allgemeine Potenz)
Sei a > 0. Motiviert durch 18.6(6): a® = e*!°8% (z € R)

Eigenschaften
(1) x — a® ist auf R stetig

(2) a®" =a%a¥; (a®)¥ =a®Y, a " = L Va,y e R.
(3) log(a®) = -loga

Beweis
(1) Klar

(2) a*tv — 6(J:+y) loga _ ezloga . eyloga — a®aV

(3) log(a®) = log(e®1°8) = - loga n

1
t

.. 1
In der Ubung: lim (14 —)* = %iné(l +t)
—

T—TQ X

e
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19. Funktionsfolgen und -reihen

In diesem Paragraphen seien: ) D C R und (f,,) sei eine Folge von Funktionen. f,, : D — R.
$p=fi+ fo+ -+ fn (n € N). Unter > 7, f, versteht man die Folge (sy). Y .o fn heifst
Funktionsreihe.

Definition

(fn) heifst auf D punktweise konvergent : <= fiir jedes x € D ist (fn(x))s2; konvergent. In
diesem Fall heift f(z) := nh_)ngo fn(z) die Grenzfunktion von f,.

Y02 fn heift auf D punktweise konvergent : <= fiir jedes z € D ist (sp(x))52; konvergent.
In diesem Fall heift f(x) := > o2, fu(x) die Summenfunktion von 7, f,.

Beispiele:
(1) D=10,1], fo(x) = 2™ (x € D,n € N)

lim fn(m) =

n—oo

=: f(x)

0, fallsz€]0,1)
1, fallsz=1

(fn) konvergiert punktweise auf D gegen f.

S8

(2) D =(0,00), fu(x) = 17052 = Tz 0 (n — 00) Vo € D. Das heift: (f,) konvergiert
2

auf D punktweise gegen f(z) = 0.
Ubung: 0 < f, < % Vn € N, fn(%) = % Vn € N.

(3) Sei Y 02, anx™ eine Potenzreihe mit Konvergenzradius r > 0, D = (—r,r), f(z) =
oo v anx™ (x € D). (fo(x) = ana™. Y o0 apx™ konvergiert auf D punktweise gegen f)

Konvergiert (f,,) auf D punktweise gegen f : D — R, so bedeutet dies: Ist € > 0 und x € D, so
existiert ein ng = no(e,z) € N: |fn(z) — f(z)] < e Vn >ng

Definition

(fn) heift auf D gleichméfRig (glm) konvergent : <= 3 Funktion f : D — R mit Ve >
0 dng =no(e) € N: |fp(z) — f(x)| <e Vn >ny Vx € D.

YonZ fn heift auf D gleichméRig (glm) konvergent : <= 3 Funktion f : D — R mit
Ve > 0 3ng =no(e) € N: |s,(z) — f(z)| < e Vn >ng Vx € D.

Klar: gleichméafige Konvergenz —> punktweise Konvergenz. (< im Allgemeinen falsch)

Bemerkung: (f,) sei auf D punktweise konvergent gegen f: D — R
(fn) konvergiert auf D gleichméfig gegen f : <= Im € N: f,, — f ist auf D beschrénkt Vn > m
und fiir M,, := sup{|fn(z) — f(z)| : x € D} (n > m) gilt M,, = 0 (n — o0)
Beispiele:
(1) D, f, und f seien wie in obigem Beispiel (1). fy(
DVneN. |falyz) — flz5) =53 eN =
konvergiert nicht gleichméafig auf D.

¥5) = 5 ¥n € N. f— [ ist beschréinkt auf
M, >3neN = M, »0 = (fn)
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19. Funktionsfolgen und -reihen

(2) Sei0 < a < 1, D :=1[0,a], fu(z) = 2™, (fn) konvergiert auf D punktweise gegen f = 0.
Seiz € D =10,a]. |fu(z)— f(z)|]=2"<a" = M,=a".a<]l = a" >0 =
M,, — 0. Das heifit (f,) konvergiert auf [0, a] gleichméfig gegen f.

(3) >oo° 2™ konvergiert auf D = (—1,1) punktweise gegen f(z) := 12—. sp(2) = 1+a+--+
" = 1_%72:1 lsn(z) — f(x)] = % 22l o0 = s, — f ist auf D nicht beschrinkt

VneN = > " konvergiert auf D nicht gleichméfig.

Satz 19.1 (Funktionskonvergenzkriterien)
(1) fn konvergiert auf D punktweise gegen f : D — R. (f,,) konvergiert auf D gleichméfig
gegen f : <= 3 Nullfolge () € Rundeinm € N: |f,(z)— f(x)| < ap, Vn > m Vz €
D.

(2) Kriterium von Weierstrafl: Sei (c,) eine Folge in R sei )~ ¢, konvergent, sei
m € N und es gelte: (x) |fn(z)| < ¢ YR > m Vo € D. Dann konvergiert > f,, auf
D gleichméfig.

(3) Seid >, anz™ eine Potenzreihe mit Konvergenzradius » > 0, D := (—r,r) und [a, b] C
D. Dann konvergiert die Potenzreihe auf [a, b] gleichméfig.

Beweis
(1) Klar

(2) Aus (*) und 12.2 folgt: Vo € D ist )7, fn(x) absolut konvergent. f(z) := > 7" fu(x).
|fu(z) — f(z)] = |Zk:n+1 fe(x)| < Zk:n—i—l |fr(z)] < Zk:n-i-l cr =: 0 Yn > mVr € D.
111 = an, —0 g Behauptung.

(3) Sei d > 0so, dass [a,b] C[-6,0] C D.Seix € [a,b] = |z| < = |ana"| = |an||z"| <
lan|0™ =: ¢, Yn € N. > ¢y = D |an|d™ ist konvergent 9% Behauptung. n

Satz 19.2 (Stetigkeit bei gleichméfiger Konvergenz)
(fn) konvergiert auf D gleichméfig gegen f.

(1) Ist 2y € D und sind alle f,, stetig in 9 = f ist stetig in zg

(2) Gilt f, e C(D)VneN = feC(D)

Bemerkung: Voraussetzung und Bezeichnungen wie in 19.2. Sei ¢ auch noch Haufungspunkt
von D.

lim (Tim fo(2)) = Tim f(@) "2 f(eo) = lim fuleo) = lim (Jim fo(x))

T—To N—00 T—To n—00 T—xg

Beweis
(1) Seie >0.3meN:|fp(r) - f(x)| < 5§ YVxeD ().
171 = 30> 0:|fm(zr) = fm(z0)| < § Vo € DN Us(x0) (ii).
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Fir z € DNUs(xo) : |f(2) = f(zo)| = |f(2) = fm(2) + fin(2) = fin(20) + fin(20) — f(20)] <
|f(x) = fo(@)| + | frn(x) — fin(z0)| + | frn(z0) — f(x0)| < e. 17.1 = f stetig in xy.
(2) Folgt aus (1) [

Beweis (Nachtrag: Beweis von 17.2)

17.2: 0% japx™ sei eine Potenzreihen mit Konvergenzradius > 0,D := (—r,r). f(z) :=
Yoo anx™. Behauptung: f € C(D). Sei zg € D. Sei [a,b] so, dass zg € [a,b] € D. 19.1(3)
= > 2 anz" konvergiert auf [a,b] gleichméfig. = f € Cla,b] = f ist stetig in z.
xg € D beliebig = Behauptung =

Satz 19.3 (Identititssatz fiir Potenzreihen)

Seir > 0,D := (—r,r), (r = co zugelassen). > > j apz™ und Y > byx™ seien Potenzreihen,
die auf D konvergieren. f(x) :=> " janz", g(z) := > -7 bpa™ (xz € D) Weiter sei zj, eine
Folge in D\{0} mit z; — 0 (k — oo) und f(x) = g(zx) Yk € N. Dann: a,, = b, ¥n € Ny

Beweis
h(z):= f(x)—g(x) = > 0 o (an —bp)a™ =D 02 cna™. z.2: ¢, = 0Vn € Ny. h(zy) RLEN h(0) =
=c =0

cg = cg=0.
Annahme: 3n € N:¢, #0. m:= min{n € N: ¢, # 0}. Also: ¢;, #0, ¢1,-+ ;-1 =0 =

. 17.2
h(z) = cpna™ + cpirz™ ™ 4+ -+ Fiir z € D\{0} : % = cmtoem T+ Cmqot> 4 —5
Potenzreihen, die auf D konvergieren
h(zr) . |
cm(r — 00) = ——% = cp(k — 00) = ¢ = 0, Widerspruch! n
X

k
0
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20. GleichmalRige Stetigkeit

Vereinbarung: In diesem Paragraphen seien stets: ) # D C R, f : D — R eine Funktion.

Erinnerung: Sei f € C(D),xzp € Dunde > 0.17.1 = 3§ = §(e, o) mit: (x) |f(x)—f(z0)] <
e Vo € D mit |x — xo| < § Im allgemeinen héngt ¢ von € und zg ab.

Definition
f heikt auf D gleichméRig stetig : <= Ve > 030 =d(e) > 0: (xx) | f(z) — f(2)| < e Vzx,z €
D mit |z — 2| < 4.

Beachte: Ist f gleichméfig stetig auf D = f € C(D); Die Umkehrung ist im allgemeinen
falsch.

Beispiel

D = [0,00), f(z) := 22. Klar: f € C(D). Annahme: f ist auf D gleichmifRig stetig. Dann
existiert zu e = 1ein § > 0: |22 — 22| < 1 Vx,z € D mit |z — z| < 4. SeixED.z:zx—i—% =
|x—z|:% = |x2—22|:|x+z||x—z|:(2x+g)g:x5—l—%<l — 26<1 = §< 1.

T—OQ

Also: § < % Ve >0 —— ¢ <0, Widerspruch!

Definition
f heifst auf D Lipschitz stetig : <= 3L >0:|f(z) — f(2)| < L|lz — 2| Vz,z € D

(k)

Satz 20.1 (Stetigkeitsstéitze)
(1) Ist f auf D Lipschitz stetig = f ist auf D gleichméafig stetig

(2) Ist D beschrankt und abgeschlossen und f € C(D) = f ist auf D gleichméfig
stetig (Satz von Heine).

Beweis
(1) Sei L > 0 und es gelte (x * x). O.B.d.A.: L 0. Sei ¢ > 0. § := £. Seien x,z € D und
lt—z2|<d = |f(x)— f(z)| < Llx—z| < Lé=¢

(2) Annahme: f ist auf D nicht gleichméfig stetig = Je > 0 : (xx) ist fir kein 6 > 0
richtig. = V0 > 0 3z = 2(d),2z = 2(0) € D : |z — z| < 6 aber |[f(z) — f(2)| > e.
— Vn € N 3oy, 2, ¢ |2 — 2] < L, aber |f(z,) — f(2n)| > e. D beschrinkt =

n’ -
() beschrankt LY () enthélt eine konvergente Teilfolge (x,,),zo := limz,,. D
abgeschlossen = xg € D. |z, — 2, | < é Vke N = 2z, —xp, = 0k > c0) =
Zng = Zng — Tny, + Tn, — xo. fstetis = |f(xn,) — f(zn,)] = |f(z0) — f(z0)] = 0.
Widerspruch zu |f(zy,) — f(2n,)] > e Vk € N n
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20. Gleichmaifsige Stetigkeit

Beispiel
D =[0,1], f(z) := /z. Satz = f ist auf D gleichméRig stetig. Annahme: 3L > 0: |\/z —

z—0

VzZ| < Llx — 2| Vz,2 € [0,1] = rx < LxVxel0,1]] = 1<LyxVzre (0,1 = 1<0,
Widerspruch!
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21. Differenzierbarkeit

In diesem Paragraphen seien stets: I C R ein Intervall und f : I — R eine Funktion.

Definition

(1) f heift in zg € I differenzierbar (db) genau dann, wenn der lim,_, f@)=f(zo)

T—x0
und € R ist. ( < 3Flimy0 W und ist € R). In diesem Fall heift f'(zo) =

limg_,g, %{{(}(mo) die Ableitung von f in xg.

existiert

(2) f heifst auf I differenzierbar genau dann, wenn f in jedem x € I differenzierbar ist. In
diesem Fall wird durch z — f’(x) eine Funktion f’: I — R definiert, die Ableitung von
f auf I.

Beispiele:
(1) Seic€e€ R und f(z) =cVx € I. f ist differenzierbar auf I, f'(x) =0 Vz € I.

(2) Sei I = R, n € Nund f(x) = 2". Seien z,z9 € R, 29 # x. f@)—flwo) _ z"—zf 31

T—T0 T—T0
a1 +x8_2x+x”*3x2 +tzgr 242 nxg_l (x — xp). f ist also differenzierbar
auf R und f/(z) = nz"! Vz € R. Kurz: (z")’ = nz"! auf R.

_ _ _ @) feo) _ o _ )T >0 st in 2 —
B) I =R, f(z) =], 20 =0. 2 #0: === = —{_1 <0 = fistinazg =0

nicht differenzierbar. (Beachte: f ist stetig in )

4) I =R, f(z) =€ 173 = hmhﬁom = €% Vg € R. Kurz: (e*) = €.
h

Satz 21.1 (Differenzierbarkeit und Stetigkeit)
Ist f differenzierbar in zq € I, so ist f stetig in xg

Beweis
f(x) = f(xo) = %ﬁém@ —x0) % f(w0) - 0=0 (z = 20) = limg_y f(z) = f(z0)m

Satz 21.2 (Ableitungsregeln)
g : I — R sei eine weitere Funktion, f und g ableitbar in zg € I.

(1) Fir «a, 8 € Rist af 4+ Bg differenzierbar in xy und

(af + Bg)'(z0) = af'(w0) + By’ (w0)
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21. Differenzierbarkeit

(2) fg ist differenzierbar in xy und

(f9) (x0) = f'(z0)g(x0) + f(x0)g' (z0)

(3) Esseig(x) #0Vx el 5 differenzierbar in zp und

N
(3) B g(o)

f'(z0)g(w0) — f(20)g'(x0)

2

Beweis
(1) Klar. Fiir (2) und (3) beachte: f(x) — f(z0),g(x) — g(zo) (x — o) (wegen 21.1)

(2) [l — L=l g (o) - S080) f () = f'(20)g(w0) +'(x0) f (w0) (x = o)

T—Z0 T—x0
(8) hi= L MOZHm) = St (f(xiiiém)g(%) — 2=zl g (xo)) = sz (f(0)g(x0) —
g'(wo) f(w0)) (x — o). =
Beispiele:
(1) f(:L‘) =e ' = ﬁ» f/(l') = (;ce)mz = —e%f =—-e*VrelR

: 2(e® — e7®) = sinhz auf R.
(sinhz) = (5(e® — e %)) = 3(e® + e~%) = coshz auf R.

Satz 21.3 (Kettenregel)
Sei J C R ein Intervall, g : J — R eine Funktionen und g(J) C I. Weiter sei g differenzierbar
in g € J und f differenzierbar in yo := g(xg). Dann ist f o g : J — R differenzierbar in z

und (f o g)’(z0) = f'(9(x0))g' (20)

Bewel F(W)—f(yo)
{ y—vo -y € D\{yo} ist differenzierbar in yo = h(y) — f'(y) = f'(9(2)) (y —
(%o ) Y= Yo
L1 = g(x) = g(x0) = yo (x = m0) = h(g(x)) = f'(9(w0)) Es ist f(y) — f(yo) =
h( >< o) ¥ ef = ool = h(g(a) 202570 = f(g(@)g (x0) (@ = w0)  m
Beispiele:

(1) Sei I =R, a > 0, a® = e*!8% = f(g(z)) mit f(x) = €%, g(x) = xloga = (a®) =
f'(g(x)d (z) = e*1°8%loga = a® log a auf R

(2) I=10,00), f(z) =22, f'(x) = 2z, f'(0) =
171 w) = vz (@ € [0,00)),
Bsgilt: x = f(f~!(x ))( )V > 0 Annahme: f~!ist differenzierbar in 2o = 0
1= f(f710))-(f~1(0) = 0 Widerspruch!

—_——

21.3, (%),z0 =0

_—
0

Das heifit f~1(z) ist in 29 = 0 nicht differenzierbar.

80



Satz 21.4 (Ableitung der Umkehrfunktion)
f € C(I) sei streng monoton, f differenzierbar in 29 € I und f’(z¢) # 0. Dann ist f~! :

f(I) — I differenzierbar in yo := f(xo) und (1) (yo) = %

Beweis

Sei (yn) eine Folge in f(I)\{yo} und v, — yo und «, = W
f,(lxo) (n— ) T i= fHyn) = yn=f(xn), 2n €I,Vn €N = q, = % —
gy (1= 00) .

. Zu zeigen: o, —

Beispiele:
(1) I=R, f(x)=¢" f'(y) =logy (y>0).Seiy >0, alsoy =¢” (r €R) = (f")(y) =
_ 1 _

% =% = % Kurz: (logz) = 1 auf (0, c0).

(2) Sei @ € R und f(z) = 2 (z > 0), dann: f(z) = e®18® — f/(z) = e*18% . (qlogz) =
g+ 2 = az® ' Kurz: (%) = az®! auf (0, 00)

(3) Fiir a = 3 liefert Beispiel (2): (y/z)’ auf (0, 00)

_ 1
T2y

Definition
Zu () # M C R und xg € M. ¢ heift ein innerer Punkt von M genau dann, wenn es ein
d > 0 gibt, so dass Us(xg) € M.

Beispiele:
(1) M ist offen genau dann, wenn jedes z € M ein innerer Punkt von M ist.

(2) Seia < b, M € {[a,b],(a,b),a,b),(a,b]}. xg € M ist innerer Punkt von M genau dann,
wenn z, € (a,b)

(3) Q hat keine inneren Punkte

Definition
SeiD#A#DCR, g: D— Rund zg € D, g hat in z( ein relatives Maximum : <= 3§ > 0:
g(x) < g(zo) Yo € DN Us(xo).

SeiD A#DCR, g: D— Rund zg € D, g hat in xg ein relatives Minimum : <= 3§ > 0:
g(x) > g(zo) Yo € DN Us(xo).

Ein relatives Extremum ist ein relatives Maximum oder Minimum.

Satz 21.5 (Erste Ableitung am relativen Extremum)
f sei differenzierbar in xg € I, f habe in z( ein relatives Extremum und x( sei ein innerer
Punkt von I. Dann gilt: f'(z¢) = 0.

Beweis
f habe in z( ein relatives Maximum. Dann existiert 6 > 0 : Us(x¢) C I und f(x) < f(xg) Vx €
Us (o).
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21. Differenzierbarkeit

0 = f'(z0) (z— w0-)
(x = x0+)

Sei x € Us(xg) und z < g = %J;O(%)
>

IN IV

Also: f/(zg) = 0. [

Bemerkungen:
(1) Die Voraussetzung ,,z ist ein innerer Punkt von I* ist wesentlich. Beispiel: f(z) =z, = €
[0,1], xop = 0 oder zp = 1.

(2) Ist f differenzierbar in z¢ und f’(z¢) = 0, so muss f in xo kein relatives Extremum haben.

Beispiel: f(z) = 23, 29 = 0.

Satz 21.6 (Mittelwertsatz der Differenzialrechnung)
Sei I = [a,b] (a <b), f,g € C(I) und f und g seien differenzierbar auf (a,b). Weiter sei
g (z) # 0 Vx € (a,b).

(1) Satz von Rolle: Es sei f(a) = f(b). Dann existiert £ € (a,b) :

fl§)=o.

(2) Mittelwertsatz (MWS) der Differenzialrechnung:

% e (ab): PO pig)

(3) Erweiteter Mittelwertsatz: Es ist g(b) # g(a) und 3¢ € (a,b) :

Beweis
(1) 183 = ds,t € [a,b]: f(s) < f(x) < f(t) Vx € [a,b].

Fall 1: s,t € {a,b} = f ist auf I konstant = f’ =0 auf I = Beh.

Fall 2: s € (a,b) oder t € (a,b). Etwa: s € (a,b) = s ist ein innerer Punkt von I und f
hat in s ein Minimum. 21.5 = f/(s) = 0.

(2) folgt aus (3) mit g(x) = x.

(3) h(x):= (f(lz) —)f(a))g(x) —(g(b) —g(a)) f(x) (z € I). Dann gilt: h € C(I), h ist differen-
zierbar auf (a,b).

ha) = h(b) £5 3¢ € (a.b): 0= W(€) = (F(B) — F(@)g'(€) — (9(b) — 9(a))F'(E)

Aus (1) folgt: g(a) # g(b) (sonst existierte xg € (a,b) mit ¢'(xg) = 0).

82



Folgerungen 21.7
f,9: I — R seien differenzierbar auf I.

(1) Ist f/=0auf I = f ist auf I konstant
wachsend
fallend

streng wachsend
streng fallend

NV INIV

(2) Ist ff=¢g auf | = FceR: f=g+caufl.

Beweis
(1) Seien x1,z9 € I und x1 < 2. 21.6 (2) = 3 € (z1,22) : f(x2) — f(z1) = f(§) (22 —
331) — Beh.

(2) hi=f—g — W =0auf I =% Beh. -

Beispiele:
(1) Es existiert genau ein g € R : e” %0 = xy.
Beweis
— o _ _ 1 .
flx)=e® -2z (xeR) f0)=1>0, f(1) =:—-1<0.182 = Fzg € (0,1) :
f(zo) = 0, also: e~ = xy.
fllxy)=—e"—-1<0VzeR 217 f ist streng fallend = f hat genau eine Nullstelle,
namlich zg. = Beh. n

(2) Ist f: R — R differenzierbar auf R und f' = f auf R = Jec € R: f(x) = ce” (z € R).

Beweis )
h(x)::fe(f):>h’(x):%:OVxeRgEIcGR:h(x):cV:L‘ERj
Beh. ]

Satz 21.8 (Die Regeln von de I'Hospital)
fyg: (a,b) — R seien auf (a,b) differenzierbar und es sei ¢'(z) # 0 Vx € (a,b) (a = —o0

/
oder b = oo zugelassen). Weiter existiere L := lim f/(x)
22 9'(@)

(L = £o00 zugelassen) und es gelte

(I) lim f(z) = lim g(x) =0 oder

r—a T—a

z—b z—b
(II) ilérgl f(@) = }}érég(ﬂﬁ) = £o0.
Dann gilt: lim @ = L.
220 9(2)
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21. Differenzierbarkeit

Beweis
Nur unter der Voraussetzung (I) und nur fir z — a.
)

Fall 1: a € R. f(a) :==g(a) =0 T f,9 € Cla,b).

Sei z € (a,b). 21.6 (3) = 3¢ = &(a) € (a,z) : L&) = chg)*f(a) = g:g‘r; — L (fir x — a, da
dann auch £ — a).

Fall 2: @ = —oc. Substituiere z = 1, also t = 1 (z > a = —c0 <= ¢ — 0—).
() = F(3) = @), V(1) == g(}) = g(). z.2.: 53 — L (t = 0-)

') = F'(D)(=g) = ['(@)(==?)
)

e'(t) _ f(x) _y Felll o(t) —
:w,(t)—g,(x)%L(t%() ):>¢(t)—>L(t—>0 ). n
Beispiele: "

—b* 1 —b"logb
(1) a,b>0:hma = lim £-28¢ o8 =loga —logb
z—0 X z—0 1
1 1

2) lim 2% = Jim £ =0

T—00 I z—o0 1
(3) lim vr = lim e s = =1

T—r00 T—r00

(4) hm‘wzhmmfzt(tem{)

z—0 z z—0
t t
(5) Fiirt € R: lim (14 —)* = ¢’ (insbesondere lim (1 + —)" =€, n € N)
T—00 X n—0o0 n
Beweis
o) = (14 1"
1

lim, 0 log p(z) = limy o0 zlog (1 + %) e limy oo log (1+¢2) _ t

z

= ¢(z) — et (x — 00). -

Satz 21.9 (Ableitung von Potenzreihen)
Sei Y 2 an(x — x0)" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius r > 0, I := (xo—r, zo+7), (I =
R, falls » = oo) und f(x) := > o2 ;an(z — 20)"(x € I)

(1) Die Potenzreihe Yo% nay,(x — x9)" ! hat den Konvergenzradius r.

(2) f ist auf I differenzierbar und f'(z) = Yo nan(z —x0)"" ! Vo € I, also

(Xm0 an(@ — m0)") = 3202 (an(x — 20)")'

Beweis
(1) limsup /|na,| = limsup {/n {/]a,| = limsup {/|a,| = Behauptung.
(2) Spéter n
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Beispiele:
2n-+1

(1) (sinz)" =322 (1) Gagmyn) = 2nzo

(2) (cosz) = —sinx

2n

(—1)”% = cosx auf R.

Satz 21.10 (Eigenschaften trigonometrischer Funktionen)
(1) Vo € R:cos?z +sin?x =1, |cosz| < 1, |sinz| < 1, |sinz| < |z]

(2)

cosx cosy — sinx siny

sinx >z — %? > 0 Vz € (0,2); insbesondere: sin1 > %.

Firz € [0,7]:cosz =0 < =73

S]]

sineg =0 < Ik e€Z:x=km.
cosr=0 <= JkeZ:x=kn+73.

Additionstheoreme: Vz,y € R : sin(z +y) = sinxzcosy + cosxsiny, cos(z +y) =

(4) 3 € (0,2) mit coséy = 0 und cosz # 0 Vo € [0,&), 7 = 2§ (Pi). Also: 7 €
(0,4) (m~3,14..),cos 5 = 0,cosz # 0 Vz € [0, §).
(5) sing =1
(6) sin(—x) = —sinzx, cos(—x) = cosx
sm(a: + %) = cosz, cos(z + %) = —sinzx
sin(x + 7) = —sinz, cos(z + 1) = —cosx
sin(x 4 27) = sinx, cos(x 4 2m) = cosx

Beweis
(1) f(x) cos?x + sin®x — 1. f'(x) = 2cosx(—sinx) + 2sinx cos
ist auf R konstant. f(0) = 0 |cosz| = Vecos?2z < v/cos?z + sin?z

sinz = sinz —sin0 2> |cosé| |x| < |z
——

<1

0.21.7 = f
1, ObdA z # 0.

Sei y € R und f(z) := (sin(x +y) — sinz cosy — cos rsiny)? + (cos(x + y) — cosz cosy +

sinzsiny)?. Klar: f(0) = 0. Nachrechnen: f = 0 auf R. 21.7 = f =0 auf R.

(3) Fir z € (0,2) : sinz = (z — %) + (% - %) + .-+ = Behauptung.
>0 ' .>0 |

3)
cos0 =1 > 0.cos2 = cos(1 + 1) = cos? 1 —sin? 1 = cos? 1+sin? 1-2sin?1 = 1-2sin?1 <

3
1-22 <0.182 = 3 € (0,2) : cos&y =0, In (0,2): (cosz) = —sinz (<) 0 = cosz

ist in (0, 2) streng monoton fallend = cosx # 0 Yz € [0, &)

2

(5) sin?% =1 — cos

bewiesen werden.

5=1= sing =41. (3) = sin§ >0 = sing =1.

Die erste Behauptung mit kann mit Potenzreihen, der Rest mit den Additionstheoremen
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21. Differenzierbarkeit

(7) ,,<* Kklar, ,=* Sei z € [0,7] und cosz = 0 L > T y:=m—xy € [0,% und
cosy = cos(z + ) © —cos(—x) = —cos(z :;y<” =1
(8) In den gr. Ubungen .

Definition 21.11 (Tangens)

sinx T
t = —— fi R k — | ke Z}.
anzx - ir ¢ € \{7r+2] €7}

I:=(-%,%); f(z) == tanz (z € I). Dann: f € C(I). lim f(z) = oo, lim f(z) = —o0,

fl(z) = cos?wtsin’z _ 12 =1+ Sg; ‘; =1+tan?z >0 aqu = fistauf ] streng monoton

cos?x co

wachsend :> 3ft: ‘R - I, arctanx = f~}(z)(z € R) Arcustangens. Seiy = tanx (z € I).
(fH(y) = f’(x) = 1+tin2z = 1+y . Also: (arctanz)’ = 1+1m2 auf R.

Definition

Sei I C R ein Intervall; f : I — R eine Funktion und zg € I. f wird in einer Umgebung von xg
durch eine Potenzreihe dargestellt : <= 3¢ > 0 und 3 eine Potenzreihe > >° ; an(z — x)" mit
Konvergenzradius > 6 und f(z) = > _.° jan(z — 20)" Vo € I N Us(zo).

Beispiele:
(1) I =(-00,1), f(z) = 1= Bekannt: ) o° (2" = 1 fiirz € (—1,1). Also: f(z) = > 00 ;2"

fir x € ( 1,1)
(2) I =R, f(z) = 1+1x2 = 17(17:;:2) =2 o (—a®)" = > o (=D)mz?* (z € (—-1,1))
(3) I =(—1,00), f(z) =log(1l + x). Behauptung: (*)
log(1+2) = Yn2y (—1)" £ (v € (—1,1))

Beweis

g(x) = Yo, (=)L " (z € (=1,1)) 21.9 = g ist auf (—1,1) differenzierbar und

g (x) =32 0( 1)":6” — (1 = = fl(x) Yz € (—1,1). 21.7 = Fc € R: f(x) =
1)

1+x
g(x) +ecVo e (-1 =2 9 0=f(0)=g(0)+c=c = f(z)=g(x)Vze(-1,1) =

Behauptung. In den gr. Ubungen wird gezeigt (Abelscher Grenzwert-Satz): (%) gilt noch
fiir = 1. Also: log2 =37, (— 1)”ﬂ:1_%+%_%+... =

n

||H
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Stets in diesem Paragraphen: I C R sei ein Intervall und f : I — R eine Funktion.

Definition
(1) f sei auf I differenzierbar und xg € I. f heifst in xo zweimal differenzierbar genau dann,
wenn f’ in z( differenzierbar ist. In diesem Fall heift f”(x¢) = (f')'(z0) die zweite Ablei-
tung von f in zg.

(2) f heilt auf I zweimal differenzierbar genau dann, wenn f in jedem x € I zweimal diffe-
renzierbar ist. In diesem Fall heift f” = (f’)’ die zweite Ableitung von f auf I.

(3) Entsprechend definiert man (falls vorhanden): f”(zo), £ (x0), ... bzw. f”, {4

(4) Sein € N. f heifst auf I n-mal stetig differenzierbar genau dann, wenn f auf I n-mal
differenzierbar ist und f, f/,..., f™ e C(I).

(5) Sein € N. C*(I) :={g: I — R : g ist auf I n-mal stetig differenzierbar}, C°(I) := C(I),
7O = £, (1) = (e (1),

Beispiele:
(1) (sinz) = cosz, (sinx)’ = —sinz, ...

(2) (e*)™ = e* auf R Vn € Ny

2 x>0
(3) f(z) = v ) =" Fire >0 f(z) =2z, fiir £ < 0: f'(x) = —2u.
—z° ;<0

Fir z = O f(x) f( ) = i—2 =4z 2% 0 = f ist in x = 0 differenzierbar und

1/(0) = 0. Also: f’( )= 2|x| Vx € R. Also ist f in x = 0 nicht zweimal differenzierbar.

z2sin(l)
(@f@%—{ &) =0

0 o =0
Fiir z € (0,1]: f/(z) = 3\/zsin +x200s1(—%)—§ SUSIHl—%COSl
Fiir z = 0: f(x) f( ) = = xsinl 220, . f ist also auf [0, 1] differenzierbar.
Ty 1= H (ne N). Dann x,, — 0 (n — c0). f'(x,) = (=1)""y/n7 » 0 (n — 00) = f'

ist nicht stetig in x = 0. Also f ¢ C*(]0,1]). Fiir spéter: f’ ist auf [0, 1] nicht beschrinkt.

Satz 22.1 (Differenzierbarkeit von Potenzreihen)
Sei Y7y an(x — xo)" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius r > 0, I := (xo—r, zo+7) (I =
R falls 7 = 00) und f(z) =D 2 an(x — x0)" (z € I).

(1) fec=(1)
(2) Yo e IVkeN: f®(x) = S22 n(n—1)...(n — k+ 1) - a(x — z0)"*.
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22. Héhere Ableitungen

(3) ap = L5620 i e N,

Beweis
(1) und

(2) folgen induktiv aus 21.9.
(3) folgt aus (2) und z = = n

Motivation: Ist also f wie in 22.1, so gilt: f € C°°(I) und f(z) = > o2, f(”;(!xo) (x—x0)" VYV €
1.

Definition “
Sei f € C®(I) und z¢ € I. Die Potenzreihe ziofTW(m — 20)¥ heifit die zu f (und )
gehorende Taylorreihe.

Motivation: Frage: Wird f in einer Umgebung von zy durch seine Taylorreihe dargestellt?
Antwort: Manchmal!
Beispiele:

(1) Ist f wie in 22.1, so lautet die Antwort: ja!

. 6_% ,x#0
2 f<x>.—{0 g

Ubungsblatt: f € C*°(R) und £ (0) = 0 Vn € Np.
Dann: 5%, L9O 0k — £ f(2) Va € R\{0}
Definition

Sein € Ng, f € C"(I) und zg € I. Tp(x;z0) == >y f(k;(,xo (z — 20)* heift das Taylorpoly-
nom von f.

Satz 22.2 (Satz von Taylor)
Voraussetzungen wie in obiger Definition. Weiter sei f n + 1-mal differenzierbar auf I und
x € I. Dann existiert ein £ zwischen x und xy mit:

FIE)

CE] (z — x)" !

f(@) = Talw; 20) +

Beweis
Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei z9 = 0 und = > x.

pi=(f(@) = To(z; 0) 25 = f(2) = Tu(2:0) = G 2pa™H
Zu zeigen ist: 3¢ € [0, 2] : p = fFHD(€).
Definiere h : [0,2] — R durch h(t) = f(z) — > p_, %(w —t)k — p(xft)“l. Nachrechnen:

(n+1)!
n+1
h(0) = h(z) und R/(t) = pla=" — S70W (5 pyn
0=20hO MES gy e (0,0) = pf = O g = p= ). m
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Beispiele:
(1) Behauptung: e ¢ Q
Beweis: Bekannt: 2 < e < 3.
Annahme: Im,n € N:e =" Dann: n > 2 (Sonst: e = m € N, Wid!) f(x) := e®, 20 =
0,x=1
X (n+1)
22.2 :>E|§€(O,1)m1t%:e— f(1)= Zko ! +f(n+1)(£)
_ 1
n' et

: 13
(n—l)'—n‘+n'+§+ oty = ameN = 1<y <ap <
eN ¥
EN >0
3 n>2 .
a1 S 1. Wid!
(k!

(2) Behauptung: log2 =372 | ~——
Beweis: [ = (—1,00), f(z) =log(l+z), zo = 0, = = 1. Durch vollstédndige Induktion
lasst sich zeigen:

(=D (k- 1)!

(k) _ L
) = e (k)
Also gilt:
F®(0) {0, k=0
- 1 k+1
k! CO . keN
Wegen dem Satz von Taylor folgt:
VneN 3 0,1) : log2 1) =T,(1;0 S0
n €N 3¢, €(0,1) :log2 = f(1) = n(,)+m
LI OIN) (n+1)( 2 (—1)k+L (n+1)
S ) S S
k! (n+ 1 (n+1)!
k=0 =1 . ,

=:cp

zu zeigen: ¢, — 0 (n — 00).

ol = |— D1 0o
B I T L R § IR L B e
<1

Satz 22.3 (Bestimmung von Extrema durch héhere Ableitungen)
Seine N, n>2 feC"I), xzo € I und x¢ sei ein innerer Punkt von I. Weiter gelte:

F(w0) = f"(@0) = ... = F V() = 0 und f0)(ag) # 0.

(1) Ist n gerade und (™ (z9) >0 = f hat in zg ein relatives Minimum.
Ist n gerade und £ (zg) <0 = f hat in zq ein relatives Maximum.

(2) Ist n ungerade = f hat in x( kein relatives Extremum.
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22. Héhere Ableitungen

Beweis

fec™I) = fM™ec), f™(xg) # 0. Damit folgt nach §18:

36 > 0: Us(zo) € T und f (20) £ (&) > 0 V€ € Us(o). (%)

Sei x € Us(xo)\{zo}. Nach dem Satz von Taylor existiert ein £ zwischen x und xo mit:

FE) Fe)

f(z) = Th_1(z;20) + ' (x —x0)" = f(xo) + ‘
e e n. n.

Vor.

=" f(zo)

(x — )",

Zu (1): Sei n gerade, x # 29 = (z — 20)™ > 0. Aus f(™(xg) > 0 folgt wegen (*):

A9

f€) >0 = —

(x—20)" >0 = f(z) > f(=o)

— f hat in z ein relatives Minimum. Analog: Aus f(" () < 0 folgt: f hat in x ein relatives
Maximum.

Zu (2): Sei n ungerade. Sei £ (x0) > 0. Aus z > z¢ folgt:
(x = 0)" >0, () >0 = f(x) > f(x0).
Analog: Aus = > xg folgt: f(z) < f(xz9) = f hat in 2y kein Extremum.
Analog: Tst f(M(z9) <0 = f(z) < f(xo) fiir z > x und f(x) > f(xo) fiir z < xo. n

Beispiel
Bemerkung: Dieses Beispiel zeigt, wann man den Satz nicht anwenden sollte.

fz) =

6*1/9”2, x#0
0, z=0

Bekannt: f € C®(R), f™(0) =0Vn € Ng. f(z) >0Vz € R, f(0)=0 = f hatin zg =0

ein absolutes Minimum.
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23. Das Riemann-Integral

In diesem Paragraphen gilt stets: a,b € R, a < b, I = [a,b] und f : I — R sei beschrankt.
m :=inf f(I), M :=sup f(I).

Definition
Z ={xo,21,...,2n} C I heifst eine Zerlegung von [ : <= a=xo <21 < ... <z =b.
Ij = [$j_1,£6j], ’Ij’ =Tj — Tj—1, My 1= inff(Ij), Mj = supf(fj) (] = 1, ‘e ,TL)

Dann gilt: m <m; <M; <M (j=1,...,n), >0 [I;| =b—a (= |I])

sp(Z) = >_1_; mj|I;| heikt die Untersumme von f bzgl. Z.
S§(Z) =371 Mj|I;] heikt die Obersumme von f bzgl. Z.

m <mj < My <M = m|l| < mj|I;| < M;|I;| < M|Ij]
Durch Summation erhélt man: m(b —a) < s¢(Z) < Sp(Z) < M(b—a).

3:={Z : Z ist eine Zerlegung von I}. Sind 71,75 € 3 = Z1UZy € 3. Gilt Z; C Zs, so
heiflt Zs eine Verfeinerung von 7.

Satz 23.1 (Zerlegungs-Verfeinerungen)
Seien Z1,Zy € 3.

(1) Ist Z1 C Zy — Sf(Zl) < Sf(ZQ), Sf(ZQ) < Sf(Zl)

(2) s¢(Z1) < Sp(Z2)

Beweis
(1) Ubung (es geniigt zu betrachten: Zo = Z; U {to}, to ¢ Z1)

1) 1)
(2) Z = 71U Zy. Dann: Sf(Zl) < 8f<Z) < Sf(Z) < Sf(ZQ). n

Definition
b b
/ fdz = / f(xz)dx :=sup{ss(Z) : Z € 3} heifit unteres Integral von f

b b
/ fdz = / f(x)dz == inf{S¢(Z) : Z € 3} heifit oberes Integral von f

X 23.1(2)
Sei Z € 3. Dann: m(b —a) < sp(Z) < [, fdz <

[Prde < fPrde < M(b - a)

Sp(Z) < M(b—a) = m(b—a) <
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23. Das Riemann-Integral

Definition
/ heifit (Riemann-)integrierbar iiber [a,b] : <= [ Z fdz = fZ fdz. In diesem Fall heift

/abfdx = /abf(m)dx = /Zfdx (= /Zfdac)

das (Riemann-)Integral von f iiber [a,b].
Rla,b] :={g: [a,b] = R : g ist auf [a, b] beschrankt und integrierbar tiber [a, b]}

Beispiele:
(1) Sei ¢ € R und f(z) = ¢ Vo € [a,b]. Sei Z = {xg,...,xn} € 3; mj = M; =c (j =
Li...,n) = s¢(Z) = 8¢(2) =377 1cllj| = c(b—a) = f € Rla,b] und f:cdx =
c(b—a).

(2)

Sei Z ={zg,...,zn} €3, m;j=0, Mj=1(j=1,...,n)
= 51(2) =0, S¢(Z) =27 il =b—a

— [Pfdz=0#b—a= f'fde = f ¢ R[a,b].
(3) [a,b] = [0,1], f(z) = 2. Sein € Nund Z = {xg, -+ ,2,}, wobei z; := ji (j =0,..,n).

mj, Mj, I; wie immer. Dann: |I;| = %
l1(n=1)n n-1
mj = f(zj-1) = (- 1*5f :Z] ) 2(0+1+~-—|—(n—1)):ﬁ =
7j=1
1 1 nn+l) n+l

—1 ! ! 1 ! 1
o =s4(Z) S/ :cdxg/ xdr < Sf(Z) = nt = f € R[0,1] und / xdr = -
0 0 2n 0 2

Satz 23.2 (Rechenregeln fiir Integrale)
Es seien f,g € Rla,b]

(1) Ist f < g auf [a,b] = fab fdz < f(fgdx

()SlndaﬁeR:af+ﬁg€R[abundf (af + Bg)dx = af fd;v—l—ﬁf gdx

Beweis
(1) Ubung.

(2) Ubung: af € R[a,b] und ff(af)da: = af; fdzx.
Zu zeigen: f + g € Rla,b] und f;(f + g)dz = f; fdx + f;gdx. Sei z = {xg, -+ ,xn} €

92



3,mj, Mj, I; wie immer. m; := inf g(I;), 7%] =inf(f+9);). x € I; : (f+g)(z) =

F@) + o) = my 4 = 24y = L] > gL 1 St

S110(2) > $1(2) + 8,(2) = 5,(2) + $,(2) < [o(f +g)da ¥z € 3 (). Sci € > 0

371,Z5€3: Sf (Z7) >ffda:—5—f fdz — e, s4(Zo) >fagdac—5, 7 =71UZy €
23.1 (*)

3 /fda:+/ gz 2 < S;(Z0) + Sy(Z2) S S4(Z) + So(2) < ['(f + g)dr. Also:

a

::A
A—2< f;(f—l—g)d:c Ve>0 =225 A< J(Z(f—i—g)dazc. Analog: fZ(f—i—g)dx <A =
A= [o(f +9)de = fo(f +g)de .

Satz 23.3 (Riemannsches Integrabilitdtskriterium)
feRa,b] < Ve>03Z€3:5¢(Z)—s¢(2) <e.

Beweis

»<" Sel € > 0. Voraussetzung = 37 € 3: S¢(Z) < s¢(Z) +e¢ = fodx < 8¢(2) <
sp(z) +e < fgfdx+s. Also: fodm < foda: Ve >0 =22 fodx < ff;fd:):(g fodx) =
f € Rla,b].

y =S = [V fde. Seie >0.321, 22 €3:5p(Z1) > [V fde—5 = S—5. 54(Z) < S+5.Z :=

23.1
Z1UZy € 3. Sf(Z) — Sf(Z) < Sf(ZQ) — Sf(Zl) < S+ % — (S — %) =c. .

Satz 23.4 (Integratibilitit monotoner und stetiger Funktionen)
(1) Ist f auf [a,b] monoton = f € R]a,b].

(2) Cla,b] C R|a,b).

Beweis
(1) fsei wachsend auf [a,b]. Sein € Nund Z = {xq,--- ,z,} sei die dquidistante Zerlegung
von [a, b] mit n + 1 Teilpunkten. z; = a—i—jb_T“ (j=0,---,n), dann: |I;| = I’_Ta mj, M;

wie immer: S§(Z) — sf(z) = Z;L:1(y’j/ — ﬁl,j/ WG| = Z?ﬂ(f(ﬂfj)ff@jfl))b;a =
=f(z;)  flzj-1)

B (f(wr) = flzo) + flaz) = flwr) + -+ flan) = flan—1)) = 52(f(zn) — flw0)) =

bT(f(b) — f(a)) =t . Seie >0, dann: In € N: v, < € 233 Behauptung.

(2) Sei f € Cla,bl und € > 0.35 > 0: () [f(t) — f(s)] < = Vt,s € [a,b] mit |t —s] <.

Sei Z = {xg, -+ ,xp} € 3 mj, M;, |I;| seien wie immer; z sei so gewahlt, daf |I;| <
d (j = 1,---,n). Betrachte I; : 183 = ds;,t; € I; : m; = f(s5), M; = f(t;).
ol <5 B f0)-J) < 5 — S - s(2) = S s — mlb] <
—_— —_————
_MV7mj Sbfa
. 23.3
b—ZJ1|I|—SZ>fER[ab] n
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23. Das Riemann-Integral

Definition
Sei J C R ein Intervall und G, ¢ : J — R seien Funktionen. G heift eine Stammfunktion (SF)
von g auf J : <= G ist differenzierbar auf J und G’ = g auf J.

Beachte:
(1) Sind G; und G2 Stammfunktionen von g auf J 2L 3eR:Gy=Gy+cauf J.

(2) Sei I = [a,b]. Es gibt Funktionen, die auf [a, b] Stammfunktionen besitzen, aber iiber [a, b]
nicht integrierbar sind.

Beispiel

zisinl, ze€ (0,1]
F(z) := v’ ’
0, z=0
Bekannt: (§22): F ist auf [0, 1] differenzierbar und f := F” ist auf [0,1] nicht beschriankt.
Also: f ¢ R0, 1], besitzt aber auf [0, 1] die Stammfunktion F.

(3) Sei I = [a,b]. Es gibt Funktionen in R]a, b], die auf [a, b] keine Stammfunktionen besitzen.

Bglsplel 1 zelo] . -
Sei [a,b] = [-1,1], f(x) := . f ist monoton auf [-1,1] = f € R[-1,1].
0 ze[-1,0)

Annahme: f besitzt auf [—1,1] die Stammfunktion F. Auf [0,1] : F'(z) = f(z) =1 =
(z) 2L 3o eR: F(z) =x+4c1 Vo €]0,1]. Auf [-1,0): F'(z) = f(z) =0 =
R: F(z) = ¢ Yz € [-1,0). lim F(z) = ¢, lim F(x) = cp. F stetigin z = 0 =
z—0+ z—0—
Flx)—-F — Flx)—-F —
c1 = co. lim M = lim rta-a =1, lim (z) 0) —a27a 0,
z—0+ x—0 z—0+ x z—0— x—0 T
Widerspruch zur Differenzierbarkeit von F' in zg = 0.

Satz 23.5 (1. Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
Es sei f € R[a,b] und f besitze auf [a, b] die Stammfunktion F'. Dann:

b
[ #@do = P) - Pla) = F@)t = [F@),

Beweis

Sei Z = {xo,...,xn} € 3;my, M;,I; sei wie gehabt. Sei j € {1,...,n}. MWS = 3¢ €
Ij : Fzj) — Fzj-1) = F'(§)(x; — zj-1) = f(§) - 1] = 250 FEI] = X5 (F(x;) -
Flaj1) = F(b) ~ Fla)

. b
mil | < FE] < My|1;| 22222 5(7) < F(b) — F(a) < $4(2) VZ €3 = / fdr <

——
:fffd:):
b
F(b) — F(a) < /[ fdr = F(b) — F(a) = f(f fdz n
NI
:f:fd:v

94



Beispiele:
(1) Ji? coszdz, cosx ist stetig auf [0, 5], also integrierbar. F(z) = sinz ist eine Stammfunk-

jus Jus
tion von cosz = [ coszdz =sinz|§ = 1.

(2) fol Tzdx = arctan z|j = arctan 1 — arctan 0 = J

Beispiele: 1
(1) Sei QN[0,1] = {q1, 42, ...}, ful(z) = {0: z E f‘oqll]\{qlq"} gl (n € N). (fn) konvergiert
auf [0,1] punktweise gegen f(z) = {é ! i ([%?][\0@1]. Bekannt: f ¢ R[0,1]. In 23.10
) € )

werden wir sehen: f,, € R[0,1] ¥n € N.

(2) Fir z € [0,1], n € N, n > 3 sei f,, wie in der Zeichnung;:

n’z, z €[0,1]
falx) =< 2n—n%z, xz€ (%, %]
0, T € (%, 1]

fn€C[0,1] = f, € R[0,1]. zur Ubung: fol fndx = 1¥n € N. (f,,) konvergiert auf [0, 1]
punktweise gegen f(x) = 0.
Aber: lim,,_ fol fndr=1#£0= fol fdx = fol (limy, 00 fr(x))dx

Satz 23.6 (Integrierbarkeit gleichmifig konvergierender Funktionsfolgen)
(fn) sei eine Folge in R[a, b] und (fy,) konvergiert auf [a, b] gleichmdfig gegen f : [a,b] — R.
Dann ist f € R[a,b] und

lim / (@) / b= / b(nlggo £)dz

fn) sei eine Folge in R[a,b] und > > | f,, konvergiert auf [a, b] gleichmdapig gegen f : [a,b] —
R. Dann ist f € R[a,b] und

0 b b oo
;/@ fn(w)d:vz/a ;fn(x)dx

Beweis

l.Zue=13dmeN: f,,, -1 < f < fr + 1 auf [a,b]. f, beschriankt auf [a, b].

2. A, ::fabfndx (neN).Seie>0.IngeN: f, —e < f < fn+eauf [a,b] Vn >ny = fiir
n > ng folgt (wie im Beweis von 23.2(1)):

Go—de< [ gae< [ peas< [ (fut e
a a a a

—_— ——— —-—-
=An—e(b—a) =:A =:B =An+e(b—a)

= |A, —A| <e(b—a), |Ay, — B| <e(b—a)
Vnenyg = A, - A A, -B(n—x) = A=1B
— f € R[a,b] und A, — [° fdz .

95



23. Das Riemann-Integral

Beispiel

1, =0
f(z)=40, z€]0,1\Q
1
q

, x= %’,p, q € N teilerfremd
Ubungsblatt: f € R[0,1]

1, ze@n]l0,1]

0, z¢€[0,1\Q ¢ R0, 1]

Satz 23.7 (Integration von verketteten Funktionen)
Es sei f € Rla,b], D := f([a,b]) und h : D — R sei Lipschitzstetig auf D. Dann: ho f €
Rla, b]

Beweis
g:=hof.3L>0.|h(t)—h(s)| < L[t —s| Vt,s € D. 0.B.d.A: L > 0. Sei Z = {xg,...,zn} € 3,
m;, Mj, I; seien wie gehabt. 1, := inf g(I;), M; := sup g(I;). Seien z,y € I;, etwa f(z) < f(y):
9(x) —g(y) < lg(z) —g(< y| = !h(f(él?)) — h(f(y)) < L\f( ) = fWl = L(f(y) — fz)) <
L(Mj—mj)=:ic; = g(z) <g(y)+cVr,y€l; = M; <g(y)+cjVyel; = Mj—c; <
()Vyel‘:M»—»<fnj:M mJSC]—L(M mj) = S¢(Z) — sg(Z):
i (M = || < LY (M = my)|L| = L(S4(2) ~ 54(2) ¥z € 3 =5 g € R[a.b]

Satz 23.8 (Weitere Rechenregeln fiir Integrale)
Es seien f, g € R|a,b].

(1) |f| € Rla,b] und |f; fdz| < ff |f|dz (Dreiecksungleichung fiir Integrale)
(2) fg € Rla, ]
(3) Ist g(x) # 0 Vz € [a,b] und é beschrénkt auf [a,b] — é € Rla,b]

Beweis
(1) D := f([a b)), h(t) := |t| (¢t € D). Dann: |f| = ho f. Fir t,s € D: |h(t) — h(s)| =
= sll <1t — sl 22 1] € Rla, 0

+f <|f| auf [a,0]. 23.2 = + [ fdx < [P|flde = | [0 fda| < [P|f|dx

(2) 1. D := f([a,b]), h(t) :=t* (t € D). Dann: f? = ho f.
Iy >0:|f(z)| <yVx €la,b] = |t| <y Vte DFiirt,s € D: |h(t)—h(s)] = [t? —s*| =
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£+ sllt—s| < (jt] +|s) - |t — 5| < 29[t — 5| =% f2 € Rla,b]

2. f+g.f—g€Rab = (f+9%(f—9?€Rlab = F((f+9)?>—(f—9)?) €
Rla,b] = f-g € Rla,b]

(3) D :=g([a,b]), h(t) :== 1 (t € D). Dann: % =hog.
37>0:W193)|§7Vx€[a,b] = ‘71|§7Vt6D. Fir t,s € D: \h(t)—h(s)\:\%—a:
ik <%t —s] =2 1€ Rla,b)

Satz 23.9 (Aufteilung eines Integrals)
f ¢ [a,b] — R sei beschriankt und ¢ € (a,b). Dann gilt:

f € Rla,b] <= f € Rla,c] und f € RJc,b].

/abfd:c:/:fda:—ir/cbfdm

In diesem Fall ist:

Beweis

n="1 Sei e > 0. Aus 23.3 folgt: 321 € 3: S¢(Z1) — s¢(Z1) <e.

Z:=7Z1U{c} €3.8¢ei Z ={xo,...,%k,Tk11,...,2p} mit xp = c. Zp := {xg,...,xx} ist
eine Zerlegung von [a, c|. Mj, m;, I; seien wie immer. Dann gilt:

Si(Z0) — s5(Zo) = Xh_y (M —my)| | < S0, (M —my)|Lj| = Sp(2) — s;(2) <
SH(Z1) — s§(Z1) <& 22 f e Rla,d. Analog: f € Rlc,b).

WS = [0 fda + fcb fdz. Sei ¢ > 0 Dann gibt es Zerlegungen Z; von [a,c| und Zs von
[e,b] : sp(Z0) = [0 fda —e = [ fdw, sp(Z2) > [y fdax —e.

Z:=71UZy = Z € 3und fodeSf(Z):s]v(Zl)—}—Sf(ZQ) > S — 2e.
Also: § —2¢ < [P fda ve >0 =25 5 < [V fda.

Analog: f*fdz < S = f € Rla,b], [’ fdz=S5. a

Satz 23.10 (Integral und Unstetigkeitsstellen)
fyg :la,b] — R seien Funktionen.

(1) Ist f beschrénkt auf [a,b] und A := {x € [a,b] : f ist in = nicht stetig} endlich, dann
gilt: f € Rla,b].

(2) Ist f € R[a,b] und A := {x € [a,b] : f(z) # g(z)} endlich, dann gilt: g € R]a,b] und
f; gdx = fab fdz.
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Beweis
(1) Iy >0:|f(z)] <~ Vz € [a,b]. Es geniigt zu betrachten: A := {tp} (wegen 23.9). O.B.d.A.:
to = a oder tg = b. Etwa: tg = a.

Sei € > 0. Wahle a € (a,b) mit 2y(a — a) < g/2.

feCla,b) = f € Rlo,b] 23 g gibt eine Zerlegung Z; von [a, b] mit:
Si(Z1) —sp(Z1) <e)2. Z:=Z1U{a} = Z € 3 und es gilt:

51(2) = s5(Z) = sup f([a, o) —inf f([a,a]))(a = 1) + 57(21) — 57(Z1)
<2y <e/2
<2y(a—a)+e/2<e/2+¢e/2=¢

(2) Klar: g ist beschrénkt. h := g — f. Dann: h(z) = 0 Vz € [a,b]\A = h € C([a,b]\A) 1o}
h € Rla,b] = g=h+ f € Ra,b].

Noch zu zeigen: fab hdz = 0. ¢ := |h|. Aus 23.8 folgt: ¢ € R[a,b] und |f; hdz| < f; pdz.

Sei Z :={xq,...,xp} € 3, m;j :=inf ¢(l;), p(z) =0Vz € [a,b]\A4, p(z) >0Vr € A =
m;j=0(G=1,....,n) = s;(Z2)=0 = fZgodaU:ffgodx:O = f:hdx:& n

Satz 23.11 (Mittelwertsatz der Integralrechnung)
Es seien f,g € R[a,b], g > 0 (oder g < 0) auf [a,b], m := inf f([a,b]), M = sup f([a,b])

(1) 3 € [m, M) : [} fgda = p [, gdz

(2) Ist f € Cla,b] = 3¢ € a,b]: [0 fdz = f(€)(b— a)

Beweis
(1) a:= f;gdx, B = fabfgda:. m < f < M auf [a,b] = mg < fg < Mg auf [a,b] =
ma < < Ma.

Rl

Esist @ > 0. 0.B.d.A.: a > 0. Dann gilt: m < & < M, p:=
M

(2) Setzein (1) g=1 = f; fdx = pu(b—a) (u € [m, M]). Aus 18.1 folgt: 3¢ € [a,b] : p =
f(8). n

Der Riemannsche Zugang zum Integral Bemerkung: Wir haben bisher tatsdchlich die Dar-
bouxschen Integrale betrachtet. Hier wird nun die urspringliche Definition von Riemann vorge-
stellt.

f :]a,b] = R sei beschrankt. Sei Z := {xo,...,z,} € 3. m;, M;, I; seien wie immer.

Wahlt man in jedem I; einen Punkt &;, so heifit £ := (&1,&2,...,&,) ein zu Z passender Zwi-
schenvektor und o4(Z,§) := >_"_, f(§;)|1;] eine Riemannsche Zwischensumme.
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mj < f(&)<M; (G=1,....n) = s¢(Z) <04(Z,§) < S¢(2)

Satz 23.12 (Aquivalenz der Riemannschen und Darbouxschen Integrale)
f i [a,b] — R sei beschrankt. Dann gilt: f € R|a,b] genau dann, wenn es ein S € R gibt
mit:

Ve >03Z € 3:|op(Z,&) — S| < e fiir jedes zu Z passende . (x)

S:/abfdx.

In diesem Fall gilt:

Beweis
=S = f; fdz. Sei e > 0. Wie im Beweis von 23.3: 3Z € 3:5¢(2) > S—¢, Sf(Z) < S+e.

Sei € passend zu Z = S—e < s5¢(Z) < 04(Z,&) < S¢(Z) < S+e = |op(Z,§)—8| <e.

w1 Seie > 0. Nach Voraussetzung gibt es ein Z € 3 so, dass () gilt. Sei Z := {zo,...,2n}, mj, M;, I;
wie immer. Sei j € {1,...,n} : 3&,n; € I; + f(&§) > M; —e, f(n;) < mj +e¢, =
(&1,...,&n), n=(m,...,ny) sind passend zu Z.

A=0p(2,8), B:=op(Zn). A=3""1 fEI] > 200 (M —e)|lj| = Sp(Z) —e(b—
a) = S;(Z) < A+eb—a). (i)

Analog: —s¢(Z) < e(b—a) — B. (ii)
Dann gilt: S¢(Z) —sp(Z) < A—B+2(b—a)=A—-S+S5—-B+2(b—-a) <|A-S|+
23.3

B8 +2:(b—a) 2 2 +2:(b—a) = e(2+20b—a)) 22 e Rlab]

f:fdx = fodx < S¢(2) (2 A+eb—a)=A—S+S+e(b—a) <|A—S|+S+e(b—a) (2

e+S+eb—a).

Also: ff fdz < S+e(1+(b—a)) Ye >0 mdla f: fdz < S. Analog folgt mit (ii):

S < [P fdz. .
Definition

Sei f € Rla,b]. [ f(z)dz:=0und [, f(z)dz =: — f;f(af)dx

Bemerkung;: ff f(z)dx = f;f(t)dt.

Satz 23.13 (2. Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
Sei f € Rla,b] und F : [a,b] — R sei definiert durch F(z) := [ f(t)dt.

(1) F ist auf [a, b] Lipschitzstetig, insbesondere F' € C|a, b]
(2) Ist f in xg € [a,b] stetig = F ist in x¢ differenzierbar und F’(x¢) = f(x0)

(3) Ist f € Cla,b] = F € Cl[a,b] und F' = f auf [a,b]
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23. Das Riemann-Integral

Beweis

(1) L = sup{yf(g;)| = [a b)}. Sei z,y € [a,b], etwa x < y. F(y) = Y f( 29

f“"ftdt+fy F(z)+ [Y f(t)ydt = F(y) fy dt:>|F()
(@) =17 f( d1f| fy\f(tldt<fyLdt Ly iU)ZLly—iﬂl
gL

(2) Sei zg € [a,b). Wir zeigen: (x) 111%1+ Flzo +h})L F(zo) = f(zo) (analog zeigt man fir
xo € (a,b] : hlirg_ Flao+ h) F(zo) = f(xo)) Sei also o € [a,b), h > 0 und o+ h < b.
g(h) = |M (x0)| Zu zeigen: g(h) — 0 (h — 0+). Es ist w s.0.
A foﬁhf( )dt FLt f@o)dt = Ff(wo)h = flwo) = g(h) = | [2""(f(
Flao)dt] < $°+h\f() f(zo)ldt; s(h) := sup{[f(t) — f(xo)| : t € [vo,m0+h]} =
g(h) < %f”f’*h (h)dt = Ls(h)h = s(h). Also: 0 < g(h) < s(h). f stetig in zg =
f(t) = f(z )(t—>a;0) s(h) =0 (h—0+) = g(h) =0 (h = 04+) = (%)

(3) folgt aus (2) [

Satz 23.14 (Anwendung des 2. Hauptsatzes auf stetige Funktionen)
Sei J CR ein beliebiges Intervall, f € C(J) und £ € J (fest). F': J — R sei definiert durch
= [¢ f(t)dt. Dann 1stF€Cl(J) und F’ = f auf J.

Beweis

Seien a, b G J,a<b und I [a,b]. Es geniigt zu zeigen: F ist differenzierbar auf I und F’ = f

auf I. G(z) = f f)dt (x € I). Sei £ < a (analoger Beweis fiir £ > b und £ € (a,b). Fir
€ [a,b] F fg = fg + [ a) + G(z) 212 F ist differenzierbar auf I

und F' = f auf I. n

Definition

Im folgenden seien I, J C R beliebige Intervalle.
(1) Sei g: I — Rund xg € I. g(x)|z=z, := g(x0).
(2) Ist f € Rla,b], so heift f;f(x)dx auch ein bestimmtes Integral.

(3) Besitzt G : I — R auf I eine Stammfunktion, so schreibt man fiir eine solche auch
[ g(z)dz (unbestimmtes Integral). "Gleichungen"der Form [ g(z)dz = h(z) gelten bis
auf addltlve Konstanten! Beispiel: [e"dz = e, [ e*dx = " + 7. fg x)dxr = h(x) auf I
bedeutet: h ist eine Stammfunktion von g auf I.

Satz 23.15 (Partielle Integration)
(1) Esseien f,g € Rla,b] und F, G seien Stammfunktionen von f bzw. g auf [a,b]. Dann:

b b
/ Fgdz = F(x)G(z)} —/ fGdx
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(2) Sind f,g € Clla,b] =

b b
/ flgdz = f(z)g(x)} —/ fg'da

(3) Sind f,g € C*(I) = auf I gilt:

[ Fote = f@g(o) - [ sz

Beweis

(1) (FG) = FIG+FG = fG+Fg — ['Fgdz+ [° fGdz = ["(FG)dz Z° F(z)G(z)[}

(2) folgt aus (1)

() (fg) =fg+fg = fg=[(f'g+ fg)dx .
Beispiele:

) [logazdz = [ 1 logazdz =zlogz — [xldz = zlogz — z auf (0,00).
g
2) [sin?xdr = fsi?xsinxdx = —coszsinz— [ —cos? zdz = — coswsinz+ [(1—sin? x)dz =
'y

—coszxsinz + x — fsin2:cdx

— [sin?dz = L(z — coszsinz) auf R.

) [z e" da = ia%e” — [ 1x%e®dx komplizierter!
N~
9
[ oz € =uze® — [e'dr = ze” —€”
\f/-/\T/
9

Satz 23.16 (Substitutionsregeln)
Sei f € C(I) und g € C*(J) und g(J) C I.

B 9(B)

/ Flg()g (t)dt = / f(Hydt
o g(a)

/ Fa()g (1)t = / F(@)de] sy

(3) g sei auf J streng monoton = auf I gilt:

/f dx_/f ()dt|—g1 ()

(1) Ist J = [a, f] =

(2) Auf J gilt:
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23. Das Riemann-Integral

Merkregel
Ist y = y(z) differenzierbar, so schreibt man fur y' auch . In 23.16 substituiere x = g(t) (fasse

also z als Funktion von ¢t auf) = ¢/(t) = dt y = daz = ¢/'(t)dt*.

Beweis
(2) Sei F eine Stammfunktion von f auf I. G(t) := F(g(t)) (t € J). G'(t) = F'(g(t))J'(t) =
flg)d'(t) (t € J) = G ist eine Stammfunktion von (f o g)g’ auf J = (2)

fﬁ tdt 2 G() - G(a) = F(g(8)) )2 I K
3) [ f(g(t)g' (t)dt|i—g-1(x) = G~ (x)) = F(g(g~"(z))) = F(2) n
Beispiele:

1) fol V1 — z2dz (Substitution z =sint, t =0 = =0, t =5 = 2 =1,dz = costdt).
fol V1—22dz = [ /1 —sin®tcostdt = [ |cost|costdt = [ cos? tdt = [Z (1—sin?t)dt =

t—1(t—costsint)|g = 7.

(2) fxlo _dz (Substitution z = €', t = logz,dt = ldz). fxlgga: = [1dt = logt =
log(log( )) auf (1, 00).

Definition
(1) Seien p und ¢ Polynome und ¢ # 0. Dann heift g eine rationale Funktion.

P hat eine Darstellung der Form g =p+ %2, wobei p1, p2 Polynome und %2 echt gebro-
chen rational, d.h.: Grad ps < Grad gq.

(2) Seien b, c € R. Dann heift das Polynom z? + bz 4 ¢ unzerlegbar iiber R : <= 4c—b? >
0 (< 2°+br+c#0VzeR)

(3) Ein Partialbruch ist eine rationale Funktion der Form

A

(v — @o)*
wobei A,xzg € R, k € N, oder

Ax + B

(22 + bz + c)F
wobei A, B,b,c € R, k € N und z? + bz + ¢ unzerlegbar iiber R.

Satz 23.17 (Integration von rationalen Funktionen)
Es seien b,c,20 €R, m €N, m > 1, p(z) ;=22 + bz +cund D :=4c—b* >0

1
(1)/ dz = log |x — x|
T — Tg
1 -1 1
2 —  dx= .
()/(x—xo)m R (z — xp)m—1

(3) /1)(1:de = \/25 arctan (2:6\/%[))
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1 1 2z+4b  4m-—6 L
“>/pmwﬂm‘<m—1ﬂ>pme1+0n—nD )1
x 1
(5)/p<x)d:c— log (p /p(m

€T — 1 b 1
“)/mmﬁu‘< 1) plo) 2/mmﬁm

Beweis
(1) Kklar
(2) klar
(3) p(z) = 2 +ba:+c- Pbr+ -8 =@+ 824D = DA b241) =
%(( 24b)2 4 1) = Z(tQ + 1), wobei t = 2230 also = f b

\/5 9
= f oy da = (Substitution ¢ = 29"’—\/‘%” dx = \/Pdt) £ [ A YRdt = 2 Lodt =
% arctant = ﬁ arctan (2%b>

(4) Ubung, partielle Integration

/
(5) fpé)dx fQZJ(ri’)_bdx:%f p(z) de — 3 [ -L.dx

(6) Ubung, partielle Integration

Definition
(1) Sei Z = {l‘o,...,ﬂ:‘n} € 3, Ij = [xjfl,mj] (] = 1,...,n)

|Z| := max{|[;| : j =1,...,n} heifst das Feinheitsmaf} von Z.

(2) 3* == {(Z,€) : Z € 3, ¢ ist passend zu Z}. Eine Folge ((Z,,£(™)) in 3* heift eine
Nullfolge : <= |Z,,| = 0 (n — o0)

Satz 23.18 (Folgen von Zerlegungen mit |Z,,| — 0)
f i ]a,b] = R sei beschrankt; sei v > 0 mit: | f(z)| < Vz € [a,b].

(1) Sind Z1,Z5 € 3 und Z; C Z5 und enthilt Z, genau p Teilpunkte mehr als Z;, dann
gilt:
sf(Z2) < s¢(Z1) + 2pvy|Z1| und
Sy(Z2) 2 S§(Z1) = 2py|Za].

(2) Ve > 030 >0VZ € 3 mit |[Z] <9:

b b
>/ fdz —¢, Sf(Z)</ fdz +e.
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23. Das Riemann-Integral

(3) Ist (Z,) eine Folge in 3 mit |Z,| — 0, dann gilt:

—>/fda: S¢(Z —>/fdx

Beweis
(1) Ubung, es geniigt den Fall p = 1 zu betrachten.

(2) Beweis nur fiir Untersummen. Sei € > 0. 371 € 3 : s¢(Z1) > fod:U — 55 Z1 habe p
Teilpunkte. § := W
Sei Z € 3 und |Z| < 0. Zy := Z U Zy € 3; Zy hat hochstens p Teilpunkte mehr als
b
Z = s§(Z) = sy(Z) — sp(Z2) + 54(Z2) > =2pY|Z| + 54(Z1) > —2ypd + [ fdw — § =
—_— —~—

——
> -2z >s7(Z1) e
fbfdx — €.
a

(3) Nur fiir Untersummen. A := fod:U, $p 1= 8(Zyn). Sei e > 0. Aus (2) folgt dann: 36 > 0:
sp(Z)>A—eVZ €3 mit |Z| <d.3Ing e N:|Z,| <dVn>ng. Also: s, = A (n — 00).

Beispiel
2
Z i/ Behauptung : a,, — 3
Beweis
= 1
J 1 =z, z€[0,1].
n n’
7=l o~
=f(%)
n_{07n7,,,’%}:>an:5f( 2;1;;00 fofdx_fo\fdx—f [

Satz 23.19 (Riemannsche Definition des Integrals mit Nullfolgen)
f:[a,b] = R sei beschréinkt. f € Rla,b] <= 3S € R:04(Z,, &™) = S (n — o0) fiir jede
Nullfolge ((Zn,£™))in3*. In diesem Fall gilt: S = f; fdzx.

Beweis
W= S = [P fda. Sei ((Zn, ™)) € 3* eine Nullfolge. Dann:
51(Zn) < 0§ (Zn, €M) < Sy(Zn) Vn € N.
N~—— ——

23.18
=S

= 0/(Zn, &™) = S (n — o0).
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<" Sel ¢ > 0 und (Z,) eine Folge in 3 mit |Z,] — 0. Wie im Beweis von 23.12: Vn €
N 3¢, 77(") passend zu Z,, mit:

Si(Zn) =€ < 0§(Zn, €M) 0(Zn,0™) < 57(Zn) + ¢
.. b b e—0+ b
Aus 23.18(3) folgt fir n =+ oo : f fdz —e < S < [ fdz+eVe >0 == f fda <
ngZfd:c = f € RJa,b] undf;fdx:S. -

Beispiel
Bemerkung: Dies ist ein Beispiel zum ndchsten Satz, nicht zum vorherigen.

fn(x) 1 sin(nz) (n € N, z € [0,x]); |fn(z)] = 1 |sin(nz)| < % Va € [0, 7.

= (fn) konvergiert gleichméfig auf [0, 7] gegen f = 0.

fi(z) = cos(nx), fl(mw) = cos(nr)= (—1)". Das heifst: (f]) konvergiert auf [0, 7] nicht punkt-
weise.

Satz 23.20 (Gleichmifiige Konvergenz der Stammfunktion)
(fn) sei eine Folge in Cl[a,b], ¢ € [a,b] und es gelte:

(i) (fn(x0)) konvergiert
(i) (f;) konvergiert gleichméafig auf [a,b] gegen g : [a,b] — R.

Dann konvergiert (f,) gleichméfig auf [a,b] und fir f(x) := lim, 0 fn(z) (z € [a,b]) gilt:
f € Clla,b] und f' = g auf [a,b].

Also: (limy, 00 fru(2)) = f(x) = g(z) = limy, o0 f1, () YV € [a,b)].

Beweis
OB.d.A: 29 = a und fo(a) = 0 (n — o0). f(x) := [Fg(t)dt (z € [a,b]). Aus 19.2 folgt:
g € Cla,b.
Damit wegen 23.13: f € Cl[a,b] und f' = g auf [a, b].
Sei x € [a,b] : fn(z) — fn(a) 235 f; fL(6)dt 2P ff g(t)dt = f(x).
ol
—> (fn) konvergiert punktweise gegen f.
Fiir o € [a,0] : |fu(z) = f(2)] = | fu(@) = fala) = f(2) + fu(@)| = | [7 (f1 () = g(t))dt + fa(a)] <
S AT = gldt + 1 fa(@)] < f7 1f7 = gldt + | fa(a)] =2 e

Wegen Voraussetzung (ii) konvergiert (|f! — g|) auf [a, b] gleichmékig gegen 0. Wegen 23.6 folgt
damit: ff |fl —gldt =0 (n — o00) = ¢, =0 (n — o0) = (fn) konvergiert gleichméafig
auf [a,b] gegen f. [

Wir konnen nun den Satz 21.9 beweisen.
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23. Das Riemann-Integral

Beweis
Sei a < bund [a,b] C I. fn(z) := Y p_gaxz®, fi(z) =Y F_1kapzt1, g(z) =332, kaga*!

Aus 19.1 folgt: (f,,) und (f) konvergieren auf [a, b] gleichméRig gegen f bzw. g. Wegen unserem
neuen Satz 23.20 nun ist f auf [a, b] differenzierbar und f’ = g auf [a,b]. [a,b] C I beliebig —>
Beh. ]
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24. Uneigentliche Integrale

In diesem Paragraphen gelte stets: Ist I C R ein Intervall und ¢ : I — R eine Funktion, so gelte
¢ € Rla,b] fur jedes Intervall [a,b] C I.

() 1. Typ uneigentlicher Integrale Seia € R, f € RU{o0}, a < fund f: [a,5) — R. Exis-
tiert der Grenzwert lim;_, 3 fcf f(z)dz und ist dieser Grenzwert reell, so heifit das uneigentliche

Integral ff f(z)dz konvergent und fff(:n)d:c = limy_,g f; f(z)dz. Ist das Integral ff fdx
nicht konvergent, so heifit es divergent.

Beispiele:

(1)

o
/Omdw (a=0,6=1)

Fir t € (0,1) : fg \/ll_ﬁdx = arcsin [ = arcsint — 5 (t — 1). Das heift: fol \/11_7d3:

konvergiert und hat den Wert 7.
(2)

>~ 1
\/O mdx (a:(),ﬂzoo)

1

de konvergiert

Firt>0: fot 1+%daz = arctan z|f) = arctant — J (t — 00). Also: [
und hat den Wert 7.

(3) (wichtig) Sei a > 0. Ubung:

oo

1

/ —dz konvergiert <= a>1
1 X

(1) 2. Typ uneigentlicher Integrale Sei a« € RU{-0}, a € R, a <aund f: (o,a] - R
eine Funktion. Entsprechend zum 1. Typ definiert man die Konvergenz bzw. Divergenz des
uneigentlichen Integrals [ f(2)dz (ndmlich limy,o [ f(x)dz).

0
1
/ sdz
oo L+

Firt<0: fto Tlxgdx = arctanz|) = — arctant = arctan(—t) — § (t — —o0)

Beispiele:

(1)

(2) (wichtig) Sei o > 0. Ubung:

1
1
/ —dx konvergiert <= a <1
0o T
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24. Uneigentliche Integrale

(1) 3. Typ uneigentlicher Integrale Sei o € R U {—o0}, ﬁ € RU{-00}, o < f und
f: (a,8) = R eine Funktion. Das uneigentliche Integral [ f B x)dz ist konvergent genau
dann wenn es ein ¢ € («,3) gibt mit: fa f(z)dz konvergiert und f ﬁ x)dx konvergiert. In
diesem Fall gilt: ff fdz = fof fdz + ff fdz (Ubung: diese Definition ist unabhanglg von ¢)
Beispiele:

1 [ dz konvergiert und hat den Wert 7.

00 1+a:2

2) J5° Jzda divergiert, denn fo “dx divergiert.

Das Folgende formulieren wir nur fiir den Typ (I) (sinngeméf gilt alles auch fiir Typ (II), (III)):

Definition
J f fdz heit absolut konvergent : < | f | f]dx ist konvergent.

Satz
Sei g : [a, B) — R eine weitere Funktion.

1) ff fdz konvergiert <= dc € (a, 3) : fcﬁ fdz konvergiert.
In diesem Fall gilt: ff fdxr = f: fd:c+ff fdz.

(2) Cauchykriterium: ff fdz konvergiert <= Ve > 0 Jc = c(¢) € (a,8) : | [} fda| <
e Yu,v € (¢, 5)

3) Ist ff fdz absolut konvergent, dann gilt: ff fdz < ff[f\da: und \ff fdz| < fa6|f]d:v.

(4) Majorantenkriterium: Ist |f] < g auf [a,3) und [ f gdz konvergent, dann konvergiert
J f fdx absolut.

(5) Minorantenkriterium: Ist f > g > 0 auf [a,) und |[ f gdzx divergent, dann divergiert
B
J; fdx.

Belsplele

X qj2
fl 1+ ——d g(az)-—%%:l+x2—>l(:n—>oo).
——
=:f(z)

= dc € (1,00) : % > iV >c = f(z) > & Vo > c [ side divergiert

= fcoo f(z)dz divergiert —> ffo f(z)dx divergiert.

(2) f fo x)dz konvergiert, fo f?(x)dx divergiert.
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25. Funktionen von beschrankter Variation

Definition

Sei f : [a,0] = Rund Z = {xo,...,zn} € 3. Vi(Z) = 370_, | f(2;) — f(x-1)] ist die Variation
von f beziiglich Z.

Beachte: Sind 71,2y € 3und Zy C Zy = V§(Z1) < V§(Za). My ={V(Z) : Z € 3}. f heifst
von beschrénkter Variation, in Zeichen: f € BV[a,b] : <= Mj ist nach oben beschréinkt.
In diesem Fall heifst V¢[a, b] := sup My die Totalvariation von f (auf [a, b]).

Beispiel

f@)= 1o

f € C[0,1]. Sei n € N. Z, := {0, %,ﬁ,ﬁ,...,ﬁ}. Nachrechnen: V¢(Z,) — oo (n —
o0). Also: f ¢ BV]0, 1].
Hilfssatz

Sei f : [a,b] — R differenzierbar auf [a,b] und f’ sei auf [a,b] beschrankt. Dann ist f auf [a, b]
Lipschitzstetig.

zrcos T, € (0,1]
=0

Beweis
L := sup{|f'(x)| : € [a,b]}. Sei z,y € [a,b], etwa = < y. |f(z) — f(y)] = | (&)(z —y)| =
[F(©llz =yl < Llz — yl,€ € [z, 9], n

Satz 25.1 (Varianzeigenschaften)
(1) Ist f € BV[a,b] = f ist beschrankt auf [a, b].

2) Ist f auf [a,b] Lipschitzstetis = f € BV]a,b].
3) Ist f differenzierbar auf [a,b] und f” beschrankt auf [a,b] = f € BV][a, ]

4) C'a,b] € BV[a, ]

6) BV]a,b] ist ein reeller Vektorraum

(2)
(3)
(4)
(5) Ist f monoton auf [a,0] = f € BV[a,b] und Vy[a,b] = | f(b) — f(a)|
(6)
(7)

7) Ist c € (a,b), so gilt: f € BV[a,b] <= f € BV]a,c] und f € BV][c,b]. In diesem Fall:
Vila,b] = Vila, c] + Ve, b].

Beweis
(1) Sei x € [a,b] (beliebig, fest). Z := {a,x,b}, Vi(Z) = |f(x) — f(a)| + |f(b) — f <
Vila, o] = [f(2)] = |f(z) — f(a) + f(a)| < [f(z) = f(a)| + |f(a)] < V}(Z) + |f(a)] <
Vila, b] + | f(a)l

IN
<
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25. Funktionen von beschrankter Variation

(2) 3L>0:|f(z) = f(y)| < Llz —y| Yo,y € [a,b]. Sei Z = {xo,..., 20} € 3. 30, |f () —
flaj)l <305 Loy —aja| = L7 (w5 — xj-1) = L(b— a)

(3) folgt aus (2) und dem Hilfssatz
(4) folgt aus (3)

(5) f sei wachsend auf [a,b]. Sei Z = {z0,...,2n} € 3. V(Z) = 370 [f(x5) — f(zj—1)| =
21 (@) = fxj1) = f(b) = f(a) = [f(b) — f(a)l

(6) Ubung.
(7) I:=[a,b],I1 :=[a,c], I := [c,b]

»="" Sei Z7 eine Zerlegung von I; und Zs eine Zerlegung von Is. Z := Z1UZy — Z € 3
und Vf(Zl),Vf(ZQ) S Vf(Zl) + Vf(ZQ) = Vf(Z) S Vf[a, b] — f S BV(Il) und
f € BV(l2) und V¢(I1) + Vi(1I2) < Vila, b]

L= SeiZ€3,7:= ZU{c}, Z1:=ZN1, Zy = ZNIy. Zy und Z, sind Zerlegungen von

I baw. Io und Vi(Z) < Vi(Z) = Vi(Z1) +Vi(Zs) < Vi) +Vi(Io) = f € BV[]
und Vf([) < Vf([1> + Vf([g). ]

Satz 25.2 (Eigenschaften Funktion von beschriankter Varianz)
(1) f € BV[a,b] <= 3 f1,f2 : [a,b] = R mit: fi, fo sind wachsend auf [a,b] und
f=h-Tf.

(2) BV[a,b] C Rla, b].

(3) Ist f € Clla,b] = V{[a,b] = f\f’]dx

Beweis
(3) spéter in allgemeiner Form (Analysis II, §12 od. §13)

(2) folgt aus (1) und 23.4

(1) =" Vila,a] =0, fi(z) := Vi([a,z]) (x € [ b)), fo:= f1 — f. Dann: f = f; — f5. Seien
cd € [a,b) und ¢ < d. fi(d) = Vifa,d] 27 Vila,d + Vile,d] = fi(e) + Vile,d) >
~——

>0
file) = f1 ist wachsend. f(d) — f(c) < |f(d) — f(c)| = V;(Z) (wobei Z = {c,d})
< Vile,d] = fi(d) — fi(c) = fa(d) — fa(c) > 0 = fo ist wachsend.
n<="25.1(5), (6) n
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26. Das Riemann-Stieltjes-Integral

Stets in diesem Paragraphen: f, g : [a,b] — R beschrinkt. RS := Riemann-Stieltjes.

Definition

(1) Sei (Z,¢€) € 3*.

n

of(Z,6,9) =Y FE)(g(x;) — g(xj1))

j=1

heifst eine Riemann-Stieltjes-Summe.

(2) f heikt Riemann-Stieltjes-integrierbar bzgl. g iiber [a,b] : <= 3S € R: 04(Z,, &M, g) —
S (n — oo) fiir jede Nullfolge ((Z,,£™)) € 3*.

In diesem Fall heiRt f; fdg := ff f(z)dg(z) := S das Riemann-Stieltjes-Integral von
f bzgl. g und wir schreiben f € Rgy[a,b]. g heift auch Integrator(funktion).

Beispiele:
(1) Ist g(x) = z, so ist Ryla,b] = R[a,b] und f; fdg = f; fdzx.

(2) Ist g auf [a,b] konstant = f € Ry[a,b] und f; fdg = 0.

(3) Sei T € (a,b).

Sei (Z,&) € 3*, Z = {xo,...,xn}, &€= (&1,...,&,). Es existiert genau ein jy mit 7 €

(@jo—1, Tjo]-
0f(Z,&9) =221 F(E)9(x5) — g(zj-1)) = (o) (9(zjo) — 9(zjo-1)) = f(&)-

Ist f stetig in 7 = f € Rgy[a,b] und fabfdg = f(7).

Satz 26.1
(1) Rgyla,b] ist ein reeller Vektorraum und die Abbildung
b
frs [ pdg
a
ist linear.

(2) Sei h : [a,b] = R eine weitere beschriankte Funktion, o, € R, f € Ryla,b] und
f € Ry[a,b]. Dann gilt: f € Ragysnla,b] und [° fd(ag + Bh) = o [* fdg + 5 [* fdh.

111



26. Das Riemann-Stieltjes-Integral

(3) Sei c € (a,b) und f € Ryla,b] = f € Ryla,c], f € Rgylc,b] und f:fdg = [C fdg +
fcbfdg'

Beweis
Ubung. ]

Bemerkung zu 26.1(3): Ist f € Rgla,c] und f € Ry[c,b], so gilt i.A. nicht: f € Rya, b] (Beispiel:
Ubungen).

Satz 26.2 (Partielle Integration)
Ist f € Ryla,b] = g € Ryla,b] und

/ fdg = f@)g(x)l’ - /abgdf-

Beweis

Sei (Zag) € 3*7 Z = {.Z'(),...,f]?n}, g: <€17--~)§n)7 60 =a, E’VH—I = b.

Nachrechnen: o4(Z,¢, f) = \Z Zf z;)(9(&541) — 9(&5))

=:c

=:A
Die verschiedenen unter den Punkten o, ..., &,41 definieren eine Zerlegung Z € 3mit |Z] <
2|Z|. Dann ist A eine RS-Summe o¢(Z, 7, g), wobei 7 geeignet zu wihlen ist.
Also: 04(Z,€, f) = ¢ = 04(Z,1,9).

Sei ((Zn,€™)) € 3* eine Nullfolge. Zu jeden (Zn,ﬁ ™)) konstruiere (Z,,n™) wie oben. Dann
ist ((Zn,n™)) eine Nullfolge in 3* und ag(Zn,f " f) = c—op(Zn,n™ ),g) Vn € N. Aus der

Voraussetzung folgt: of(Z,,n™, g) — fa fdg = 04(Zn, M, f) = c— fa fdg (n—00). m

Beispiel
f(a:) = z, R[a b] = Ryla,b]. Sei g € Rla,b] = Ryla,b] X2 feR gla,b] und f;xdg =

zg(x f gdz.

Satz 26.3
Sei f € Rla,b], g sei differenzierbar auf [a,b] und ¢’ € R[a,b]. Dann: f € Ry[a, b] und

/a ' fag = / ' folde.
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Beweis

Sei (Z,€) € 3, Z ={xo,...,xn}, £ = (&1,...,&). mj, Mj, I; seien wie immer und o > 0 sei
so, dass |¢'(z)| < a V& € [a,b].

Aus dem Mittelwertsatz folgt: V5 € {1,...,n} 3n; € I; : g(z;) — g(xj—1) = ¢'(n;)|1;|. Dann gilt:

n

1(Z,€,9) Zf E)g(x) — g(xi1)) = F(E)d' )11
7j=1
= (f( )g' ()| 5] + Zf )9’ )| -
7j=1 7j=1

=031 (Z,m), 1:=(N15--7n)

Daraus folgt:
07(2,€,9) — 050 (Zm)| <D |£(&) = g ()] |9/ (m)] 111
N—— e N —

‘7:1 SMjfmj SOL

< aZ —m))|I| = a(S4(2) - 57(2)).

Sei ((Zy, ™)) eine Nullfolge. Zu jedem (Z,, £(™) konstruiere man 7™ wie oben. Dann gilt:

(04(Zn, €™, 9) = 019 (Zu, 1) | < @ (S§(Zn) = 54(Zn))
—_——

—>f(f fg'dx —0

= 04(Zn, &M, g) —>f:fg’da:. n

Beispiel )
1 x —x 1 a: —x
Jo e*d(e™) = [, e*(—e *)dx = [, (-1)dz = —1.

Satz 26.4 (Abschitzen des RS-Integrals mit Hilfe der Totalvarianz)
Sei g € BV{a,b] und f € R,. Dann:

b
/ fdg‘ < AV,la, b], wobei v := sup{|f(z)| : = € [a, b]}

Beweis

Sei (Z,€) € 3*,Z ={x0,...,xn}, E= (&1, -, &n).

07(2,6,9) = 1> (&) (9(x;) — glai))| <D 1FE)g(xs) = g(zi1)| < AVe(Z) < AVyla, blm
=1 =1

Bezeichnungen
Sei Z = {zg,...,xn} € 3. mj, Mj, I; seien wie immer, d; := g(z;)—g(zj—1) (j =1,...,n).s(Z) =
> mydg, S(Z) =371 Mjd;.
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26. Das Riemann-Stieltjes-Integral

Hilfssatz 26.5
g sei wachsend (= d; > 0)

(1) s(Z1) < S(Z2) V21,75 € 3.
(2) sup{s(z) : 2 € 3} < S(Z) Vz € 3.

Beweis
(1) Wie in 23.1

(2) folgt aus (1) [

Satz 26.6 (Weiteres Kritierium zur RS-Integrierbarkeit)
Ist f € Cla,b] und g € BV[a,b] = f € Rgyla,b].

Beweis

Wegen 25.2 und 26.1(2) O.B.d.A: g wachsend. ¢ := g(b) — g(a) (> 0). O.B.d.A: ¢ > 0.

1. Sei (Z,€),Z = {zo,...,xn},§ = (S0,---,&n).mj, Mj, I;,d; seien wie oben. S := sup{s(z) :
z€ 3}, also S <S(Z). a:=5(Z)—s(Z)

Es gilt: m; < f(&;) < M; = mjd; < f(&)d; < Mjd; = (%) s(z) < 07(Z,&,9) < S(2).

(*) (*)
Damn: —a = s(2) = §(2) < § = 5(2) < S—0§(Z,§,9) <S5(Z) —04(Z.¢,9) < S(Z) — 5(2) =
& = |S_O-f(Z7§7.g)| Sa= Z;’L:l(Mj _mj)dj'
Sei € > 0. f ist auf [a,b] gleichméfig stetig = 36 > 0: |f(t) — f(s)| < £ Vt,s € [a,b] mit

|t—s| <6.Sei |Z] <6 = Mj—mj <% = |s—6p(2,&,9)| <> dj=e
=1
N

2. Sei ((Zn,&™)) eine Nullfolge in 3*. Sei ¢ > 0. Dann existiert ein § > 0 wie in (1),
|Zy| - 0 = dng e N:|Z,) <0Vn>n = |s— Uf(Zn,f(”),g)\ < e Vn > ng.
Also: 0(Zy, €M, g) — S (n — o). n
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