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1 Multilineare Algebra

§1 Moduin

Sei R ein (kommutativer) Ring (mit Eins) (in der ganzen Vorlesung).

Definition 1.1
(a) Eine abelsche Gruppe (M, +) zusammen mit einer Abbildung - : R x M — M heifit
R-Modul (genauer: R-Linksmodul), wenn gilt:
(i) a-(z+y)=a-xz+a-y
(ii) (a+b)-x=a-z+b-x
(iii) (a-b)-x=a-(b-x)
(iv) 1z ==x
fir alle a,b € R, z,y € M.
(b) Eine Abbildung ¢ : M — M’ zwischen R-Moduln M, M’ heifit R-Modul-Homo-
morphismus (kurz R-linear), wenn fiir alle z,y € M, a,b € R gilt:

pla-z+b-y) =a- o) +b- oY)
Beispiele
(1) R = K Korper. Dann ist R-Modul = K-Vektorraum und R-linear = linear
(2) R ist R-Modul. Jedes Ideal I C R ist R-Modul
(

3) Jede abelsche Gruppe ist ein Z-Modul.
(denn: n-x = x + x + - - - + x definiert die Abbildung - : Zx M — M wie in 1.1 gefordert)

n-mal

Bemerkung + Definition 1.2
(a) Sind M, M’ R-Moduln, so ist Homg(M,M') = {¢ : M — M’ : ¢ ist R-linear} ein R-
Modul durch (p; + ¢2)(z) = p1(x) + @a(z) und (a - p1)(x) = a - 1 (z).
(b) M* = Hompg(M, R) heifit dualer Modul.

Beispiele
R=7
Hompg(Z/2Z,7Z) = {0}, denn 0 = ¢(0) = p(1 + 1) = o(1) + ¢(1) = ¢(1) =0

Bemerkung 1.3 (Ahnlichkeiten von Moduln mit Vektorriumen)
Die R-Moduln bilden eine abelsche Kategorie R-Mod.

(a) Eine Untergruppe N eines R-Moduls M heit R-Untermodul von M, falls R- N C N.
(b) Kern und Bild R-linearer Abbildungen sind R-Moduln.
(¢) Zu jedem Untermodul N C M gibt es einen Faktormodul M/N.

)

(d) Homomorphiesatz:
Fiir einen surjektiven Homomorphismus ¢ : M — N gilt: M/ Kern(y) = N.



1 Multilineare Algebra

(e) Direktes Produkt: Sei {M;},.; eine beliebige Familie von Moduln. Dann ist ihr direktes
Produkt []; M; = X M; gegeben durch die Menge aller Tupel (m;),., mit m; € M; und
die R-Aktion 7(m;),c; = (1my) ¢,

Direkte Summe: Das gleiche wie beim direkten Produkt, jedoch diirfen in den Tupeln nur
endlich viele m; # 0 sein.

Beweis

(b) Kern(y): Sei ¢ : M — N lineare Abbildung. m € Kern(y), r € R:
o(rm) =rp(m) =0 = R - Kern(p) C Kern(y); Untergruppe klar
Bild(y): n € Bild(p),d. h. 3m :n = p(m),m € M = r € R:rn =rp(m) = o(rm) €
Bild(p) = R - Bild(y) C Bild()

(¢) M abelsch = jedes N Normalteiler = M /N ist abelsche Gruppe.
Wir definieren R-Aktion auf M /N durch r(m+ N) = rm+ N. Das ist wohldefiniert, denn
r((m+n)+ N) :r(m—kn)—l—N:rm—I—cn/—I—N:Tm—i—N

eN

r(m+N)+m +N))=r((m+m/)+N)=r(m+m )+ N=rm+N+rm'+ N =
r(m+ N)+r(m'+ N)
Die restlichen drei Eigenschaften gehen dhnlich.

M L N

/‘/
\ 4
M/ Kern(p)
Wohldefiniertheit von ¢:
Sei k € Kern(p) : o(m + k) = ¢(m)
surjektiv: Yn € N :n = p(m) = @(m + Kern(p))
p(m')=ne N < p(m—m') =0= m+Kern(p)(m) =

injektiv: m, m’ € M mit ¢(m)
Kern(i9) ()

¢ ist R-linear: Klar, wegen ¢ R-linear.

Bemerkung 1.4
(a) Zu jeder Teilmenge X C M eines R-Moduls M gibt es den von X erzeugten Untermodul

n
<X>: m M/:{ZazszEN,azeR,xzeX}
M’'CM Untermodul i=1
XCM'

(b) B C M heifit linear unabhdngig, wenn aus Zaibz- =0mit n € N,b; € B,a; € R folgt
i=1
o; = 0 fir alle 4.

(c) Ein linear unabhingiges Erzeugendensystem heifit Basis.
(d) Nicht jedes R-Modul besitzt eine Basis.
Beispiel: Z/27Z als Z-Modul: {1} ist nicht linear unabhéngig, da 42 1=0
£0 in Z
(e) Ein R-Modul heifit frei, wenn er eine Basis besitzt.



1.1 Moduln

(f) Ein freier R-Modul M hat die Universelle Abbildungseigenschaft eines Vektorraums. Ist
B eine Basis von M, und f : B — M’ eine Abbildung in einen R-Modul M’, so gibt es
genau eine R-lineare Abbildung ¢ : M — M’ mit ¢|p = f.

(g) Sei M freier, endlich erzeugter Modul. Dann ist M* wieder frei und hat dieselbe Dimension
wie M.

Beweis
(f) Sei {y;}ier Familie von Elementen von M.

Sei x € M. Durch z = ¥, a;x; ist {a;}icr eindeutig bestimmt.
Wir setzen: () := ¥, aiy = X aip(2;)
Beh. 1: Falls {y; }ier (v; # y; fiir i # j) Basis von M’ ist, dann ist ¢ ein Isomorphismus.
Bew. 1: Wir konnen den Beweis des Satzes riickwérts anwenden
= 3¢ : M — M mit (y;) =x,Vi €I
= po =1dy,op=1idy
Beh. 2: Zwei freie Moduln mit gleicher Basis sind isomorph.
Bew. 2: klar

Proposition + Definition 1.5
Sei 0 — M’ % M 2 M” = 0 kurze exakte Sequenz von R-Moduln (d.h. M" C M Untermodul,
M" = M/M'"). Dann gilt fir jeden R-Modul N:
(a) 0 — Hompg(N, M’) 2 Homg(N, M) 55 Hompg(N, M") ist exakt.
(b) 0 — Homp(M", N) % Homp(M, N) % Homp(M', N) ist exakt.
(¢) Im Allgemeinen sind 3, bzw. o* nicht surjektiv.
(d) Ein Modul N heifit projektiv (bzw. injektiv), wenn 5, (bzw. o) fiir sémtliche Wahlen
der kurzen exakten Sequenz 0 — M’ % M M0 surjektiv ist.
(e) Freie Moduln sind projektiv.
(f) Jeder R-Modul M ist Faktormodul eines projektiven R-Moduls.
(g) Jeder R-Modul M ist Untermodul eines injektiven R-Moduls.
w

Be
a)

eis

N
%l‘”\
0 M~ NPy 0

« inj.

. ist injektiv: Sei ¢ € Hompg(N, M’), ist a(¢) =aop =0 =" ¢ =0.

Bild(a,) € Kern(f,): Bu(ax(p)) = @o p=0
=0

Kern(f,) C Bild(a):

Sei fo =0 (¢ € Kern(B,)). Fiir jedes € N ist ¢(x) € Kern(8) = Bild(a) = zu
r € N Jdy € M' mit ¥(z) = a(y); y ist eindeutig, da « injektiv.

Definiere ¢’ : N — M’ durch x — y.

Zu zeigen: ¢ ist R-linear

Seien z,2" € N = ¢/(z +2') = z mit a(2) = p(x + 2') = p(x) + p(2') = a(y) + a(y') =
oy +y) mit ¢'(z) =y, (&) =y "= 2=y +y

Genauso: ¢'(a-x) = a- ¢'(x)



1 Multilineare Algebra

(b)

0 M’

M B M/l
ﬂ*m /
N

f* injektiv, denn fir ¢ € Hom(M"”, N) ist 8*(¢) = ¢ o
Sei B*(¢) = 0= pof=0"2T 4 —0.
Bild(5) C Kem(a®): (a* o () = a*(¢0 ) = po foa =0
hn
Kern(a*) C Bild(8*): Sei ¢ € Kern(a*). Aber ¢ € Homg(M, N) mit poa =0
Weil ¢ auf Bild(«) verschwindet, kommutiert

PSS

M

= [*(0) =1 = Beh.
Im Allgemeinen sind (3, und o* nicht surjektiv
z.B.:

2
1. 05725725 7/22 — 0mit N .= Z/27

Es gilt: Hom(N, Z) = {0}

Hom(N,Z/2Z) = {0,id} = . nicht surjektiv = N nicht projektiv!

4
2.05237257/47 — 0mit N :=2-7/4Z

Hom(Z, N) = {0, ¢}, wobei 9(1) = 2.

Dann: a*(v)) = ¢ o = 0 = a* nicht surjektiv = N nicht injektiv!
Sei N frei mit Basis {e;,i € I}. Sei § : M — M" surjektive R-lineare Abbildung und
¢ : N — M" R-linear. Fir jedes i € I sei x; € M mit (x;) = p(e;) (so ein x; gibt es, da
(3 surjektiv). Dann gibt es genau eine R-lineare Abbildung ¢ : N — M mit ¢(e;) = ;.
Damit B(u(e;)) = B(x;) = ¢(e;) fir allei € [ = Soh =
Sei M ein R-Modul. Sei X ein Erzeugendensystem von M als R-Modul (notfalls X = M).
Sei F' der freie R-Modul mit Basis X, ¢ : I — M die R-lineare Abbildung, die durch
x — x fiir alle x € X bestimmt ist. ¢ ist surjektiv, da X C Bild(¢) und (X) = M. Nach
Homomorphiesatz ist M = F'/ Kern(yp).

Proposition 1.6
Ein R-Modul N ist genau dann projektiv, wenn es einen R-Modul N’ gibt, so dass F':= N® N’
freier Modul ist.

Beweis

«“,
= -

Sei F' freier R-Modul und 5 : F — N surjektiv (wie in Beweis von 1.5 (f)). Dann gibt es
@: N — F mit o¢@ =ridy (weil N projektiv ist).
Behauptung:



1.2 Tensorprodukt

1.) F=Kern(p) @ Bild(¢) = N'& N
2.) ¢ injektiv

Beweis:
1.) Kern(g8) N Bild(¢) = (0), denn: S((

)=0=2=0= ¢(x) =0.
Sei x € F, y:= ¢(8(x)) € Bild(p -

Fiir 2 — 2 — y ist A(2) = B(z) — B(@(B(z)) = 0 =

~—~—~
id

="

Sei ' =N & N’ frei, §: M — M" surjektiv, ¢ : N — M" R-linear.

Gesucht: ¢ : N — M mit oy = .

Definiere ¢ : ' — M" durch ¢(x 4+ y) = ¢(x) wobei jedes z € F eindeutig als z = = + y mit
x € N, y € N’ geschrieben werden kann.

F ist frei also projektiv = EI?Z) : F — M mit 8 OQZ = @. Sei ¢ = @Z)|N Dann ist o =
Boln=¢In=1¢

§2 Tensorprodukt

Definition 1.7
Seien M, N, P R-Moduln.

(a) Eine Abbildung ® : M x N — P heifit R-bilinear, wenn fur jedes zo € M und jedes
Yo € N die Abbildungen
b, : N — Py P(x0,y)

O, M — P x— O(z,y0)
R-linear sind.

(b) Ein Tensorprodukt von M und N (iiber R) ist ein R-Modul 7' zusammen mit einer
bilinearen Abbildung 7: M x N — T, sodass
(UAE) Fiir jede bilineare Abbildung ® : M x N — P gibt es genau eine lineare Abbildung
p: T —Pmit db=¢por
M x N = T

%
s
7
(3] AR

P

(7 ist die ,universelle* bilineare Abbildung)

Beispiele
1.) M, N freie R-Moduln mit Basis {e;,7 € I} bzw. {f;,j € J}. Dann ist M ® N freier
R-Modul mit Basis {e;f;,i € I,j € J} ein Tensorprodukt mit 7(e;, f;) = e; f;.
Denn: Sei ® : M x N — P bilinear. Setze ¢(e; - f;) := ®(e;, fj), das bestimmt eindeutig
¢: M ® N — P (R-linear) mit ®(e;, f;) = ¢(7(e;, f;)) fur alle ¢, 5.
Sind I, J endlich, so ist rg(M @ N) =rg(M) - rg(N), dagegen ist rg(M x N) =rg(M) +
rg(N). 7 ist also hochstens in Trivialfallen surjektiv. 7 ist nicht injektiv: 7(x,0) = 7(x,0-
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y) = 0-7(z,y) = 0 (da linear im 2. Argument), genauso 7(0,y) = 0. Bild(7) ist kein
Untermodul, aber (Bild(7)) = M ® N.

2.) 0 ist ein Tensorprodukt der Z-Moduln Z/2Z und 7 /37Z.
Denn: jede bilineare Abbildung ® : Z/27Z x Z/3Z — P ist die Nullabbildung. ®(1,1) =
®(3-1,1)=3-9(1,1) =P(1,3-1) = &(1,0) = 0, genauso ¢(1,—1) = 0.

Satz 1 (Tensorprodukt)
Zu je zwei R-Moduln M, N gibt es ein Tensorprodukt. Dieses ist eindeutig bestimmt bis auf
eindeutigen Isomorphismus.

Beweis 1.8

Sei F' der freie R-Modul mit Basis M x N. Sei ) Untermodul, der erzeugt wird von den
(z+2'y) — (z,9) — (¢, y), (az,y) — a(z,y)
(x,y+y/)—(x,y)—(x,y'), (Jf,Oéy)—Oé(ZE,y>

fiur alle z, 2" € M, y,yy € N, a € R

Setze T := F/Q, 7: M x N = T, (z,y) — [(z,y)] mod Q. 7 ist bilinear nach Konstruktion.
Ist @ : M x N — P bilinear, so setze ¢((z,y)) := ®(z,y),  : F — P ist linear. Q C Kern(¢),

weil @ bilinear 2 ¢ induziert ¢ : T'— P mit ® = porT.

Noch zu zeigen: Eindeutigkeit

Seien (T',7), (1", 7") Tensorprodukte von M und N. Dann gibt es eine R-lineare Abbildung
@ : T — T mit 7/ = ¢ o7 und eine R-lineare Abbildung ¢ : 7" — T mit 7 = ¢ o 7. Noch
wissen wir nicht, ob folgendes Diagramm kommutativ ist:

T/
aber fur die beiden Dreiecke ist dies bereits bekannt.

Behauptung: ¢ o ¢ = idy und @ o ) = idp.
Beweis: Das Diagramm

ist kommutativ, d. h.

(Yogp)oT =1o(por)=1vor =7 mitid: T — T ist das Diagramm auch kommutativ.
Wegen der Eindeutigkeit in der Definition des Tensorprodukts muss gelten: ¢ o ¢ = idy. (Der
Beweis von ¢ 01 = idy ist analog.) Also ist T = T".

Bemerkung 1.9
Fiir alle R-Moduln M, N, My, M,y, M3 gilt:

10



1.2 Tensorprodukt

(a) MrR=M
(b) M@r N =N ®r M
(c) (M ®g M) @r Ms = My ®@p (M; @ Ms)

Beweis

a) Zeige: M ist Tensorprodukt der R-Moduln M und R.
T: MxR — M, (x,a) — a-x ist bilinear (wegen Moduleigenschaften). Sei & : M xR — P
bilinear.
Gesucht: ¢ : M — P linear mit ® = p o7, d. h. &(z,a) = ¢(a - x)
Setze (x) := ®(z,1). ¢ ist R-linear, da ®(-, 1) linear ist, ®(z,a) = a®(x,1) = ap(z) =
pla-x) =p(r(z,a))
¢ ist eindeutig: es muss gelten: p(7(x,1)) = ®(z,1) =: p(x), damit ist ¢ eindeutig
bestimmt (wegen ¢ o7 = ).

b) M x N=ZNxM

c¢) Finde lineare Abbildung: (M; ®g Ms) @ M3 — M; ®r (M @ Ms)

1. Fur festes z € M3 sei ®©, : My x My — M, Qg (MQ Xpr Mg),
(z,y) 2 2@ (y®2) =7(y,2)
&, bilinear: klar
&, induziert eine lineare Abbildung: ¢, : My @ g My — My @ (My ®g Ms)
Weiter ist U : (M; g My) X M3 — M ®g (My @r M3), (w, z) = @, (w)
bilinear: linear in w, weil ¢, linear; linear in z weil ®, linear in z.
Induziert also lineare Abbildung ¢ : (M) @g M) @p M3z — My Qg (My @ M3)

2. Umkehrabbildung genauso!

Proposition 1.10
Sei M ein R-Modul, I C R ein Ideal. Dann ist [ - M ={a-xz € M : z € M,a € I} Untermodul
von M und es gilt:

M/[.M§M®RR/]

Beweis

Seigp: M - M@pR/I[,z »2®1

¢ ist R-linear.

I-MCKemn(p):Vael,z e Mist plar) =ar@1=2®a-1=0

¢ induziert also lineare Abbildung
o:M/(I-M)— M®gR/I

Umgekehrt: W : M x R/I — M/(I-M), (z,a) —

ar
U ist wohldefiniert: ist b=a, soist b-o —a-z=(b—a)-x =0
~——
el
—_—————
er-M

U ist bilinear, induziert also ¢ : M®gR/I — M /(I - M) (linear). Es ist (o¢)(T) = (2 ®1) =
1z =

Zund (poY)(z®a)=p(@z2)=ar®l=r®a-1=z®a

11



1 Multilineare Algebra

§3 Flache Moduln

Bemerkung 1.11
Fir jeden R-Modul M ist die Zuordnung M — M ®pr N ein Funktor

®rN : R-Mod — R-Mod

Beweis
Ist ¢ : M — M’ R-linear, so setze o5 : M @g N — M' ®r N,x @ y — (r) ® y und linear

fortgesetzt: Z a;(z; @ y;) — Z a;(p(zi) @ yi)
i=0 =0

Proposition 1.12
Der Funktor ®xzN ist rechtsexakt, d.h. ist 0 — M’ 5 M LM 0 exakt,

soist M @p N5 M @r NS M”95 N — 0 exakt.

Beispiele
Seien R =Z und N = Z/27Z.
Die Sequenz 0 — 7Z 27— 7./27 — 0 ist exakt, und nach Prop. 1.12 ist somit auch die Sequenz

7 ®5 720 3 7 @y 1)27 — 7.)27. @y 7./27 — O exakt, doch der erste Pfeil in dieser Sequenz
ist die Nullabbildung ¢y : Z/2Z — Z/27 (= 7 ®7 7./27 nach 1.9a) und somit nicht injektiv,

d. h. die Sequenz 148t sich nicht zu einer exakten Sequenz 0 — Z ®g Z/2Z -3 7 ®5 7./27 —
Z]27 @y 7)27 — 0 verlangern.

Beweis

1. Schritt: Bild(py) € Kern(¢y), denn: ¢y (pn(z @ y)) = ¥n(p(r) @ y) = P(p(z)) @y = 0.
=0

Der Homomorphiesatz liefert ein & : M @r N /Bﬂd(gp y) = M” @g N mit der Eigenschaft, dass

U (Z) = ¢y () fur jedes z € M ®@r N gilt.

2. Schritt: W ist Isomorphismus.

Wenn dies gezeigt ist, ist klar, dafl ¥ und damit ¢y surjektiv ist und Kern(vn) = Bild(py)

gilt.

Zeige also, dass ¥ Isomorphismus ist.

Konstruiere Umkehrabbildung o : M” @z N — M := M ®r N /Bﬂd(sp v) folgendermaBen:

Wiéhle zu jedem z” € M” ein Urbild x(z”) € ' (2”) C M.

Definiere eine Abbildung & : M” x N — M durch (2”,y) — x(2") @ y.

Beweis, dass 6 wohldefiniert ist: Sind zq,x2 € M mit ¢(x1) = ¥(z3) = 2", so ist x1 — x5 €

Kern (¢) = Bild (¢), also &1 —z2 = ¢(2') fiir ein 2’ € M', daher 71 @ y—22 @ y = p(2') ® y = 0.
NS

€Bild(¢N)

Rest klar!!
Definition 4+ Proposition 1.13
Sei N ein R-Modul.

(a) N heifit flach, wenn, wenn der Funktor @ gV exakt ist, d.h. fiir jede kurze exakte Sequenz
von R-Moduln 0 -+ M'" — M — M"” — 0auch0 - M'Q@zrN — MQrN — M"®Q@rN — 0
exakt ist.

(b) N ist genau dann flach, wenn fiir jeden R-Modul M und jeden Untermodul M’ von M
die Abbildung i : M’ @ g N = M ®p N injektiv ist.

12
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(d)
(e)

1.4 Tensoralgebra

Jeder projektive R-Modul ist flach.
Ist R = K ein Korper, so ist jeder R-Modul flach.
Fiir jedes multiplikative Monoid S ist Rg flacher R-Modul.

Beweis

(b)
(e)

§4

folgt aus Prop 1.12.

Sei M ein R-Modul, und sei M’ C M ein R-Untermodul. Nach U2A4 ist M ®p Rg = Mj.
Zu zeigen: Die Abbildung Mg — Mg, ¢ + % ist injektiv.

Sei also a € M" und ¢ = 0 in Mg, d.h. in M gilt: t-a =0 fireint € S. =¢-a =01in
M’ = % =0 in Mg.

folgt aus (c), weil jeder K-Modul frei ist, also projektiv.

Sei N projektiv. Nach Prop. 1.6 gibt es einen R-Modul N’, sodass N & N’ =: F frei ist.
Beh. 1: F ist flach.

Dann sei M ein R-Modul, und M’ C M ein Untermodul; dann ist FF @z M’ — F Qr M
injektiv.

Beh. 2: Tensorprodukt vertauscht mit direkter Summe.

Dannist M @prF ZM @r(NON') Z2(M @rN) & (M ®@rN')

+ + 4
und M ®r R =(M®rN) & (M®rN)

Die Abbildung M'®@rF — M ®g F bildet M’ @z N auf M @z N ab, M'Qr N — M Qr N
ist also als Einschrankung einer injektiven Abbildung selbst injektiv.

Bew. 1: Sei {e; : i € I} Basis von F, also F' = @,c; Re; = @P;c; R. Wegen Beh. 2 ist

MerF=MeorPREPM@rR) =P M
iel iel iel

Genauso: M' @r F = @,;c; M.
Die Abbildung M’ @z F — M ®pg F ist in jeder Komponente die Einbettung M’ < M,
also injektiv.
Bew. 2: Sei M = @,c; M;, zu zeigen: M @p N = @,c;(M; @ N).
Die Abbildung M x N — @;c;(M; @r N), (zi)icr,y) — (z; ® y)ics ist bilinear, induziert
also eine R-lineare Abbildung ¢ : M @g N — @,c;(M; ®r N).

Umgekehrt: Fiir jedes ¢ € [ induziert die Inklusion M; < M eine R-lineare Abbildung
Vi M; g N — M ®g N; die 9; induzieren ¢ : @;c;(M; g N) — M ®r N (UAE der
direkten Summe).

,Nachrechnen“: ¢ und v sind zueinander invers.

Tensoralgebra

Definition 1.14
Eine R-Algebra ist ein (kommutativer) Ring (mit Eins) R’ zusammen mit einem Ringhomo-
morphismus « : R — R’. Ist « injektiv, so heifit R'/R auch Ringerweiterung.

Bemerkung 1.15
Sei R’ eine R-Algebra.

13



1 Multilineare Algebra

(a) Die Zuordnung M — M ®pg R’ ist ein kovarianter rechtsexakter Funktor @ g R’ : R-Mod —
R'-Mod; dabei wird M ®g R’ zum R'-Modul durch b- (z ® a) =2 ®b-a.

(b) Sei V : R-Mod — R-Mod der ,Vergiss-Funktor”, der jeden R'-Modul als R-Modul auf-
fasst, mit der Skalarmultiplikation a - x := «(a) - x fiir a € R,z € M.

Dann ist ® g R’ ,links adjungiert” zu V', d.h. fir alle R-Moduln M und R’-Moduln M’
sind Homg (M, V(M’)) und Homp (M ®g R', M) isomorph (als R-Moduln).

Beweis

(b) Die Zuordnungen

HOHIR/(M QR R/,M/)
(z®@a—a-p(r))

sind zueinander invers.

Beispiele
Sei R’ eine R-Algebra, und sei F' ein freier R-Modul mit Basis {e; : i € I'}. Dann ist F ®p R’
ein freier R’-Modul mit Basis {e; ® 1 :7 € I}.
denn: Sei M ein beliebiger R'-Modul, und f : {e;, ® 1 : i € I} — M eine Abbildung. Dann
gibt es genau eine R-lineare Abbildung ¢ : F' — V(M) mit ¢(e;) = f(e; ® 1) (UAE fiir F).
Mit 1.15 (b) folgt: dazu gehort eine eindeutige R'-lineare Abbildung ¢ : F @z R’ — M mit
Ple; @ 1) = p(ei).
Proposition 1.16
Seien R', R” R-Algebren.

(a) R ®r R” wird zur R-Algebra durch (a; ® b1) - (a2 ® bs) := ajas ® biby

(b) 0/ 1R —- R ®r R",a+— a® 1 und

o' R'"—- R ®r R',b— 1® b sind R-Algebrenhomomorphismen.
(c) UAE: Sei A eine beliebige R-Algebra. In der Kategorie der R-Algebren gilt:

R
UI\L \
/ 3
R ®r R A
RT// v

Beweis

(c) Definiere eine lineare Abbildung ¢ : R’ ®p R” — A durch ¢(a ® b) = ¢'(a) - ¢"(b).

¢ ist die lineare Abbildung, die von der bilinearen Abbildung ® : R’ x R’ — A, (a,b) —
¢'(a) - ¢"(b) induziert wird.

Nachrechnen: ¢ ist Ringhomomorphismus und eindeutig bestimmt.

Beobachte: a ® b = (a ® 1)(1 ® b) = o’(a)o”(b).

Also muss gelten: p(a ® b) = (pod’)(a)-(poa”)(b).

©'(a) ©"(b)

14



1.5 Symmetrische und duBere Algebra

Beispiele

R’ sei eine R-Algebra. Dann ist R'[X] = R[X] ®g R’ (als R'-Algebren), denn:

Zeige, dass R[X]| ®g R die UAE des Polynomrings R'[X] erfiillt.

Sei A eine R'-Algebra und a € A. Zu zeigen: 3! R'-Algebrahomomorphismus ¢ : R[X|®rR — A
mit (X ® 1) = a. Ein solcher wird als R-Algebra-Homomorphismus induziert von ¢ : R[X] —
A, X — aund ¢": R — A (der Strukturhomomorphismus « aus der Definition)

Noch zu zeigen: ¢ ist R'-linear (richtig, weil ¢” Ringhomomorphismus)

Definition + Bemerkung 1.17
Sei M ein R-Modul
a) TO(M):=R, T"(M) =M QrT" ' (M),n >1
b) T(M) :=@;°, T"(M) wird zur R-Algebra durch
(1@ @T) (NQ  QYp) =T @ QT @Y @ -+ @ Yy € T™™(M) (wenn
auch nicht zu einer R-Algebra im Sinne von Definition Def. 1.14, da die Multiplikation in
T(M) nicht immer kommutativ ist).
c) T(M) ist nicht kommutativ (im Allgemeinen), denn z ® y # y ® x.
d) T (M) erfillt UAE: Ist R’ eine R-Algebra (nicht notwendig kommutativ), und ist ¢ : M —
R’ R-linear, so 3! R-Algebra-Homomorphismus
gﬁ : T(M) — R mit SZ‘Tl(M) =

——
=M

§6 Symmetrische und duBere Algebra

Definition 1.18
Seien M, N R-Moduln, n > 0, und sei ® : M™ — N R-multilinear.

a) ® heifit symmetrisch, wenn fur alle (z1,...,2,) € M"™ und alle o € S, gilt:

Q(x1,...,20) = P(T61),- -+, To@m))- (Wenn n = 0 oder n = 1 ist, ist also jedes ® symme-
trisch.)

b) ® heifit alternierend, wenn fir alle (z1,...,z,) € M" gilt:
Ist x; = x; fiir ein Paar (x;,x;) mit ¢ # j, so ist ®(zy,...,2,) =0
Wenn 2 in R invertierbar ist (z. B. also wannimmer R ein Kérper von Charakteristik
# 2 ist), ist dies dquivalent zu ®(zy,...,2,) = —P(xq,...,25,..., 24, ..., 2,) fir alle

(x1,...,2,) € M™. (Wenn n = 0 oder n = 1 ist, ist also jedes ® alternierend.)
¢) Symy;(N):={®: M" — N : & multilinear, symmetrisch}

Alth(N) :={® : M™ — N : ® multilinear, alternierend}

Sym?,(N) und Alt},(N) sind R-Moduln.

Satz 2 (Symmetrische und duflere Potenz)

Zu jedem R-Modul M und jedem n > 0 gibt es R-Moduln S™(M) und A"(M) (genannt die
n-te symmetrische bzw. duflere Potenz von M) und eine symmetrische bzw. alternierende
multilineare Abbildung M"™ — S™(M) bzw. M™ — A"(M) mit folgender UAE:

M S™(M) bzw. M™ A"(M)
@ESymRIK /«plinear \IIGAlt%& /’d)linear
N N

15



1 Multilineare Algebra

Mit S°(M) := R =: A°(M) heiBt S(M) := @,,50 S™(M) die symmetrische Algebra iiber M
AM) =B, ( ) die duflere Algebra tiber M (oder Grafimann-Algebra)
Beweis

Sei J*(M) der Untermodul von 7"(M), der erzeugt wird von allen

TI® QT — To() @+ @ To(ny, T; € M, 0 €5, und

I"(M) der Untermodul von T™(M), der erzeugt wird von allen

T ® - ®xn fiir die acz = x; fiir ein Paar (z j) mit 7éj

Setze S™(M /Jn ) und AM(M) = =1 /]I”

Sei & : M"™ — N multilinear und symmetrlsch o 1ndu21ert @ :T"(M) — N R-linear (weil
® multilinear), da ® symmetrisch ist, ist J(M) C Kern(p). ¢ induziert also ¢ : S"(M) - N
R-linear; genauso falls ¥ : M™ — N alternierend.

Proposition 1.19
Sei M freier R-Modul mit Basis ey, ..., e,.. Dann gilt fiir jedes n > 0:

a) S™(M) ist freier Modul mit Basis {e]* -... el : 37 v, =n}

b) S(M) = R[Xq,...,X,]

c) A"(M) ist freier R-Modul mit Basis
{eil/\---/\ein 1§21 <22<<2n§7“}

d) A"(M)=0firn>r

Beweis

b) folgt aus a)

d) folgt aus c)

c) A"(M) wird erzeugt von e; A --- A e,: klar.
A"(M) ist frei (vom Rang 1), denn aus a-e; A--- Ae, = 0 folgt a = 0 (weil die Deter-
minantenabbildung M" — R multilinear und alternierend ist, und daher geméfl der UAE
eine lineare Abbildung A" (M) — R induziert, welche a - e; A --- A e, = 0 auf a sendet).

Fiir jedes n bilden {e;, A---Ne;, 11 <y <iy <--- <i, <r} ein Erzeugendensystem

von A" (M).

Zu zeigen: {e;; N---Ney, 11 <y <iy <--- <1, <r} ist linear unabhéngig.

Sei dazu 1< <..cip < i3, N+ A e, = 0, wobei @ kurz fir (i1, s, ... ,4,) steht.

Fir jedes j = (j1,72,--.,Jn) mit 1 < 53 < -+ < j, < r existiert nun ein o; € S, mit

al(y) = jy firalle v =1,...,n. Mit diesem o gilt 0 = (3 e, A---Aei,) Aegminy A A
€oj(r) = a;(ej A+ '/\ejn)/\eai(n—i-l)/\' “Neoi(r) = a/l‘(eai(l)/\' : '/\eoi(n))/\eol(n-i-l)/\' “Neoi(r) =
(=12 ajer A--- Aep, also a; = 0 = lu.

§6 Differentiale

Definition + Bemerkung 1.20
Sei A eine kommutative R-Algebra, M ein A-Modul.

(a) Eine R-lineare Abbildung 0 : A — M heifit Derivation, wenn fur alle f, g € A gilt:
6(f-9)=1r-0(9)+g-0(f)

(b) Derg(A, M) :={0: A — M :§ R-lineare Derivation} ist ein A-Modul.
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1.6 Differentiale

M +— Derg(A, M) ist ein Funktor (Unterfunktor von Hompg(A4,-)).

Wie man an dieser Definition sieht, héngt der Begriff einer "Derivationnnicht nur von A, sondern
auch vom Grundring R ab. Wenn der Grundring nicht aus dem Kontext heraus klar ist (z.
B. wenn zwei verschiedene Grundringe moglich sind), werden wir diese Abhéngigkeit explizit
machen, indem wir von R-linearen Derivationen statt einfach nur von Derivationen sprechen.

Beispiele

1)

3.)

A = R[X],d = - ist eine R-Derivation d : A — A, definiert durch d(>/_,a,X") :=
ST i X!

Beh.: In dieser Situation gilt Derg(A, A) = A-d

Bew.: Dass A -d C Derg(A, A) gilt, ist klar. Wir miissen also die umgekehrte Inklusion
nachweisen.

Sei § : A — A eine R-lineare Derivation. Sei f := §(X).

Dann ist §(1) =0(1-1) =1-6(1)+1-6(1) = (1) =0=Vre R:(r) =0 (denn 9 ist
R-linear).

Ferner ist 6(X?) =2 X -6(X) = 2+ X - f. Allgemeiner gilt §(X") = n - X" 1. f fir
jedes n > 1 (Beweis durch Induktion nach n, mit Induktionsschritt 6(X™) = § (X X" 1) =
X-5(Xm )+ X1 5(X) =n- X" f). Da § eine R-lineare Abbildung ist, folgt hieraus
(X a; X)) =X a;i X1 f fiir jede endliche Summe 3 a; X? mit a; € R. Daher ist 6 = f-d,
was zu zeigen war.

A = R[X],d = 4% wie in 1.) mit co statt n.

Beh.: Auch hier gilt Derg(A, A) = A-d

Bew.: Wie in 1.) ist A-d C Derg(A, A) offensichtlich. Sei also § : A — A eine R-lineare
Derivation. Sei f := 0(X).

Wie in 1.) koénnen wir zeigen, dass §(X™) = n - X"t . f fiir jedes n > 1 gilt. Fiir

jede Potenzreihe P € A und jedes n > 1 ist also § (X"P) = X"6(P)+ P §(X") =
Lf
—p.Xn—1.

X5 (P)+ Pn-X"'. f=X""1(§(P)+ Pnf) durch X"! teilbar.

Wie in 1.) kénnen wir zeigen, dass 6(3. a; X*) = Y a; X! - f fiir jede endliche Summe

> a; X" mit a; € R gilt. Das heiit, § (S) = f - d(S) fiir jedes Polynom S € R[X].

Sei nun @@ € A = R[[X]] eine Potenzreihe. Fiir jedes n > 1 laBt sich @ schreiben als

Summe @ = S + X"P, wobei S € R[X] ein Polynom und P € A eine Potenzreihe ist.

Damit ist 6 (Q) = 6 (S + X"P) = §(S) + 6 (X"P) = 6(S) mod X™ ! (denn § (X"P)

ist durch X"~ teilbar). Andererseits ist d (Q) = d(S+ X"P) = d(S) + d(X"P) =

d(S) mod X" ! (denn d(X"P) ist durch X"~! teilbar). Somit ist 6 (Q) = §(9) =

f- d(S) = f-d(Q) mod X" . Da dies fiir alle n > 1 gilt, muf3 folglich ¢ (Q) =
Ed(Q)Hm’o_d/anl

f - d(Q) sein. Da dies fiir alle Potenzreihen @ gilt, ist also 6 = f - d, und wieder ist der

Beweis vollendet.

A=R[Xy,...,X,), 0; = 52 ist Derivation genauso wie fiir 1.)
Derg(A, A) ist freier A-Modul mit Basis 01, ..., 0,.

Die in Beispiel 1.) observierte Tatsache, dass ¢ (r) = 0 fir jedes r € R ist, gilt allgemein fiir jede
Derivation ¢ : A — M aus jeder kommutativen R-Algebra A in jeden A-Modul M. Insbesondere
gilt also stets d (1) = 0.
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1 Multilineare Algebra

Proposition + Definition 1.21

Der Funktor M +— Derg(A, M) ist ,darstellbar, d.h. es gibt einen A-Modul Q4,z und eine
(R-lineare) Derivation d : A — 4,/ mit folgender UAE:

Zu jedem A-Modul M und jeder (R-linearen) Derivation 6 : A — M existiert genau eine
A-lineare Abbildung ¢ : Q4/p — M mit 0 = pod.

Beweis
Sei F' der freie A-Modul mit Basis A, dabei sei X; das zu f € A gehorige Basiselement von F'.
Sei U der Untermodul von F', der erzeugt wird von allen

Xf+g_Xf_Xg
X>\f—>\Xf fir alle f,gGA,/\ER
Xpg— [ Xg—9g- X

Sei Q4/g := F/U, und definiere eine Abbildung d : A — Qu/g, f — [X;] =: df. Diese Abbildung
d ist eine Derivation nach Konstruktion (,universelle Derivation®).

UAE: Sei M A-Modul, 6 : A — M Derivation. Sei ® : FF — M die A-lineare Abbildung mit
O(Xs) = 0(f). Dann ist U C Kern(®), weil § Derivation, d.h. ® induziert ¢ : F/U — M.

Beispiele

Sei A = R[X4,...,X,]. Dann ist Q4 ein freier A-Modul mit Basis dX;,...dX,.
Beweis: Fir f =3, _,)aX{" - XmeAla, € R)istdf =301, (%];dXi
= die dX; erzeugen €4 /g.

Nach Prop. 1.21 ist | Derg(A, A) = Homu(Qa/r, A) |

Zu zeigen: die d.X; sind linear unabhéngig.
Sei also > ; a;dX; = 0 mit a; € A. Fiir jedes j ist % : A — A eine Derivation, und somit
J

existiert genau eine lineare A-lineare Abbildung ¢; : Q4/p — A mit % = @; o d (geméaB
der UAE von d). Aus Y7 ; a;dX; = 0 folgt (durch Anwendung ebendieser Abbildung ¢;) nun

9
im1 GigxXi = 0. Wegen 337, a

e X = a; ist also a; = 0. Da dies fiir jedes

0X;
————
=1 wenn s=; und o sonst

j gezeigt ist, folgt hieraus die lineare Unabhangigkeit der d.X;.

Beispiele

Sei X C R" offen (fiir ein n > 1), A := C*>(X) die R-Algebra der beliebig oft differenzierbaren
Funktionen auf X.

Beh.: Derg(A, A) ist ein freier A-Modul mit Basis 01, ..., 0, (mit 0; := aixi partielle Ableitung
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1.6 Differentiale

nach X;).

Dann ist auch Q4 /g freier A-Modul mit Basis dX7,...,dX,.

Beh.1: Fiir jedes x € X wird das Ideal I, = {f € A: f(x) = 0} erzeugt von X;—z; i =1,...,n
(Taylor-Entwicklung), wobei x = (z1,...,x,).

Sei nun 0 : A — A Derivation. Zu zeigen: 0 = > | 9(X;)0;.

Setze 0 =0 — Y1, 0(X;)0;.

Beh.2: Fir jedes z € X ist d'(1,) C I,.

Bew.2: Sei f € I,. Also f = Y1, ¢:(X; — 2;) (siche Beh. 1) mit g, € A. Also ist d'(f) =

> 0g)(Xi—x) + X090 O(Xy—x) € L. Also ist (1) C I, gezeigt.

=0, da 0j(X;—x;)=0;;

)

Sei nun gze A,z € X. Schreibe g = g — g(x) + g(x) = d'(9) = 9'(g — g(x)) € I,
—_————

el

dh. &(g)(x) = 0= (g) =0 = & = 0. Daher ist 9 = X", d(X;).

Proposition 1.22

a)

1R ist ein Funktor R-Alg — R-Mod.

Beweis

Sei ¢ : A — B ein R-Algebra-Homomorphismus. Wir suchen einen natiirlichen R-
Modulhomomorphismus dy : Q4,p — Qp/r. Wir wollen, dafl dy folgendes Diagramm
kommutativ macht:

da
A Qu/r
I
SO\L | Adp A-linear
Y
dp
B Qp/r

Die Abbildung dg o ¢ : A — Qp/p erfiillt:

dgop(A-a) =dg(Ap(a)) = Mdp(e(a)) VX € R,a € A.

dp o p(ar - az) = dp(p(ar) - p(az)) = p(a1) - dp(p(az)) + ¢(az) - dp(p(a)).

Die Abbildung dp o ¢ ist also eine Derivation, wenn /g vermoge ¢ als A-Modul
aufgefasst wird. Geméfl der UAE gibt es also genau einen R-Modulhomomorphismus
de : Qa/r — Qpyr, fir den obiges Diagramm kommutativ wird. Dadurch wird Q.,5 zu
einem Funktor.

Sei ¢ : A — B ein R-Algebra-Homomorphismus. Man kann den A-Modul €24,z aufwerten
zum B-Modul durch ® 4 B:

da

A QA/R ®a B
|
@ | '« B-linear
dp v
B QB/R

(wobei die oberen horizontale Abbildung strenggenommen nicht d 4, sondern a — d4 (a)®
1 ist). Die Abbildung « ist dabei durch «a (w ® b) = b - dp(w) definiert.

Betrachten wir B als A-Modul (statt als R-Modul), so liefert Proposition Prop. 1.21 einen
B-Modul Qg4 und eine A-lineare Derivation dg/4 : B — Q5,4 mit folgender UAE:
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1 Multilineare Algebra

20

Zu jedem B-Modul M und jeder A-linearen Derivation ¢ : B — M existiert genau eine
B-lineare Abbildung 7 : Qg4 — M mit 6 =nodpa.

Nun konnen wir aber die UAE von dg (nicht die von dp/4) auf den B-Modul Q5,4 und
die R-lineare Derivation dg/s : B — Qp/4 anwenden. Dadurch erfahren wir, dass genau
eine B-lineare Abbildung 3 : Qp/r — Qp/4 mit dg/4 = 8 o dp existiert.

Fiir dieses (3 ist

QA/R ®as B 5 QB/R ﬁ) QB/A — 0
eine exakte Sequenz von B-Moduln.

Beweis
Dass 3 surjektiv ist, folgt leicht aus der Konstruktion von §2.,..

Als néchstes zeigen wir § o a =0 (d.h. Bild(«a) C Kern(f)):

Wir haben dg/ap(a) = 0 fir jedes a € A.

(Denn da dp,4 eine A-lineare Derivation ist, sendet sie alle ,konstanten A-Funktionen® auf
0.) Wegen dp/a = Bodp ist also (Bodp o) (a) =0 fiir jedes a € A. Da dgop = aody,
wird dies zu (foaody)(a) = 0. Das heifit, 8 o a = 0 auf der Menge d4 (A). Da der
B-Modul Q4/r ®4 B aber von d4 (A) erzeugt ist, und 3o« eine B-lineare Abbildung ist,
folgt hieraus, dass foa = 0 auf ganz Q4/r ®4 B ist. Damit ist Bild(a) € Kern(f) gezeigt.

Es bleibt nur noch, Kern(5) C Bild(«) zu verifizieren.

Wir bezeichnen dp mit dg/r, um Verwechselungen mit dg/4 zu vermeiden.

Sei w = Y1 bidg/r(c;) € Kern(5) mit b, ¢; € B.

Aufgrund von dg/a = B odp/g ist dann B(w) = Y7, bidpa(c;). Da w € Kern(f) ist, ist
also Z'anl bidB/A(Ci> =0.

Nun sei an die Moduln F' und U aus dem Beweis von Prop. 1.21 erinnert, die dort in
Abhéangigkeit von einem Ring R und einem R-Modul A definiert wurden. Wir bezeichnen
diese Moduln mit Fy und U, g, um die Abhangigkeit von A bzw. von A und R zu ver-
deutlichen. Indem wir die gleiche Konstruktion fiir B statt A durchfiihren, erhalten wir
Moduln F und Ug/g, und wenn wir auch R durch A ersetzen, erhalten wir einen Modul
Up/a. So ist beispielsweise Fp der freie B-Modul mit Basis {X; : b € B}.

Aus Y bidpja(c;) = 0 in Qpja = Fp/Up/a folgt nun 37 b; X, € Up/a. Nach Defi-
nition von Ugya folgt hieraus 3, 0;X., = >, b; (X, 4q, — Xy, — Xg,) + 25 0 (Xor)ge —

€Up/r

©(Me)Xg,) + 200 (Xpg, — iXy — a1 Xy,) fur gewisse b;,b,,,b) € B, f;, fi, 95,95, 91 € B,

€Up/r

Ap € A.

Projizieren wir diese Gleichung nach F/Up /R = Qp /R, S0 erhalten wir
i bidpyr(ci) = Xk bi(de/r(0(Ak)gr) — ©(Ae)dB/R(g1))-

Wegen it bidp/r(c;) = w wird dies zu

w = 32 i (dp/r(9(M)gk) — ©(Mk)dB/R(9K))

= >3 0. (0(Ae)dB/r(9k) + grdB/r(P( M) — ©(Ak)dB/R(9K))

Damit ist Kern(f) C Bild(«) nachgewiesen.



1.7 Der de Rham-Komplex

§7 Der de Rham-Komplex

Sei A eine (kommutative) R-Algebra.

Setze 04 := Q4 p (definiert nach Definition 1.21). Dies ist ein A-Modul. Fiir jedes i > 0 setze
Q= A'Q, (wobei A2, die i-te duBere Potenz des A-Moduls — nicht des R-Moduls — Q4
bedeutet). Sei auch die Derivation d : A — Q4 definiert wie in Definition 1.21.

Satz + Definition 3

a) Es gibt eine eindeutig bestimmte Folge (d;),, von R-linearen Abbildungen d; : Q4 — Q!

fir alle © > 0, welche folgende Eigenschaften erfiillt:
(i) di(f-w)=df ANw+ fd;(w) fitr alle f € A, w € QY.

(i) diy10d; =0.
(iii) do = d.

b) Die Sequenz

A% Q,BarB . dygndy

heilt de Rham-Komplex zu A, und wird mit Q% bezeichnet.

¢) Fir jedes i > 0 heit Hip(A) = Kem(di)/Bild(di_l) (R-Modul) der i-te de Rham-
Kohomologie-Modul von A. Dabei sei d_; = 0, d.h. HJz(A) = Kern(d) = R.

Beweis

1. Fall: Es gilt A= R[X1, Xa, ..., X,].

Dann ist Q% freier A-Modul mit Basis dX;, A---AdX;,, 1 <iy <--- <i <n.

Fiir jedes f € A ist df = daf = Y0, #-dX; = X0, 0 fdX;.

Existenz der Folge (d;),.,: Erstmal 1&8t sich d definieren durch dy = d. Damit ist (iii) erfiillt,
und (i) gilt fiir ¢ = 0 weil d eine Derivation ist.

Nun definieren wir d; durch di (37, f;dX;) = S0, dfi AdX; € Q2 fir alle fi, fo, ..., [ € A.
Konkretes Beispiel: d;(f1dX; + fodX5)

= (J5dXy + FdXo) N dXy + (F2dX) + FEdXs) A dXy = (§ — Jh)d X, A dX,

(denn dX; AdX; =0, dXo AdXy =0 und dXs AdX; = —dX; A dXs).

Allgemein definieren wir dj, fir jedes k > 0 durch:

de( Y. fuoadXg Ao NdAXG,) = S d(fiya) NdXy A NdXG,
1<in < <ig<n 1<i) < <ig<n

fiir alle Tupel (fil---ik)1§i1<--~<ik§n

Diese Definition von dj stimmt in den Féllen £ = 0 und £ = 1 {iberein mit den oben gegebenen

Definitionen von dy und d;.

von Elementen von A.

Diese dj, erfiillen (i), denn:

Sei w =Y, fidX;, A--- NdX;, € Qf (wobei alle f; in A liegen) und sei f € A. Hierbei ist i eine
Abkiirzung fir ein k-Tupel (i, 4s, .. .,4x) natirlicher Zahlen, welches 1 < i3 < -+ < i, < n
erfilllt. Dann ist

=Y fdfi NdXiy Ao NdX + Y fidf NdX A ANdX,

=f-di(w) =df Aw
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1 Multilineare Algebra

= [ dp(w) +df ANw.

Damit ist (i) fiir unsere Folge (d;),, bewiesen.

Jetzt zeigen wir, dass (ii) gilt. Sei k > 0. Wir miissen zeigen, dass dj1 o dp = 0 ist.

Dazu reicht es aus, zu beweisen, dass (dgq1 o di) (fdX;, A+ NdX;,) = 0furalle f € Aund alle
1 <y <--- < < ngilt. Betrachten wir nun ein solches f und solche 1 <1 < --- <17 < n.
Bezeichne d.X;, A---AdX;, mit w. Dann gilt dyw = di(dX;, A---AdX;,) = 0 (nach der Definition
von dj, denn d (1) = 0).

Wegen dX;, A---ANdX;, =w ist nun

B dk+1(df/\w+fdkw)

:0

(drgrodp) (fdXs, A~ NdX5,) = (dpgr 0 di) (fw) = digr (di (fw))

i=1

nach Definition von dj41

=1
i=1j=1 (i,5)e{1,2,...,n}?
(1,§)€{1,2,....n}?%; i=j :deAdeVZO (da i) (1,§)€{1,2,...,n}%; i)
(4,5)€{1,2,...,n}?; i=j (4,5)€{1,2,...,n}?; i#j
=0

(i,5)€{1,2,....,n}?%; i#j

Doch die Summe auf der rechten Seite dieser Gleichung ist 0, da sich ihre Addenden paarweise
gegeneinander kiirzen (ndmlich kiirzt sich der Addend zu (i, j) jeweils mit dem Addenden zu
(7,1), weil 0;(0;f) = 0;(0;f) und dX; ANdX; = —dX; AdX; fir alle ¢ und j gilt). Somit ist auch
die linke Seite dieser Gleichung 0; das heif3t,

Damit ist gezeigt, dass (ii) gilt. Die Folge (d;),-,, die wir konstruiert haben, erfiillt mithin alle
Eigenschaften (i), (ii) und (iii); damit ist der Beweis der Existenz vollstandig.

Eindeutigkeit der Folge (d;),-,: Geméa8 (iii) ist dy = d vorgegeben.

Zur Eindeutigkeit von dy: Wegen (ii) ist dy(dX;) =0 fur allei =1,...,n.
Wegen (i) ist di(fdX;) = df NdX; + fdi(dX;) = df NdX; firalle fe Aundi =1,...,n
—_———

=0
Dadurch ist die Abbildung d; eindeutig determiniert.

Zur Eindeutigkeit von dy: Zuerst einmal gilt da(dX;, A dX;,) = 0 fiir alle i; und 5. (Dies folgt

aus (ll)7 da dle N d)(z2 = dl(X“dXZQ) = dl(—XZQdX“))
Wegen (i) folgt hieraus wiederum dy(fdX;, AdX;,) = df NdX;, NdX,, fir alle f € A. Hierdurch
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1.7 Der de Rham-Komplex

ist dy eindeutig determiniert.

Dieses Argument 148t sich leicht zu einem Beweis der Gleichheit d (fdX;, A dX;, A ... NdX;,) =
df NdX;, NdXi, N...NdX;, firallek >0, f € Aund iy, s, ..., 0 € {1,2,...,n} verallgemeinern.
(Der Beweis benotigt Induktion tiber k.) Durch diese Gleichheit ist dj, eindeutig bestimmt. Also
ist die Eindeutigkeit der Folge (d;),», gezeigt. Der Beweis in Fall 1 ist somit komplett.

2. Fall: A ist beliebige R-Algebra.

Schreibe A als Faktoralgebra eines Polynomrings P (in eventuell unendlich vielen Variablen)
iber R.

vornehm: Es gibt einen surjektiven R-Algebren-Homomorphismus ¢ : P — A.

Q ist Funktor, A’ auch, ¢ induziert also einen Homomorphismus ¢; : Q% — Q.

Da wir unseren Satz bereits im 1. Fall bewiesen haben, wissen wir, dass es eine eindeutig
bestimmte Folge (d; p),-, von R-linearen Abbildungen d; p : O — Q5! fiir alle i > 0 gibt, die
die Eigenschaften (i), (ii) und (iii) erfiillt.
Wir wollen nun (fiir festes i) eine R-lineare Abbildung d; 4 : Q% — Q4! konstruieren, die
folgendes Diagramm kommutativ macht:

: di,p ;
7 > 1+1
QP QP
l@i iwﬂ
: dia ;
i B i+1
Qy---=- > Y

Es gilt:

e Kern(p;) C Kern(p;11 0d; p). [Warum?|

e ¢, ist surjektiv (U4A3a fiir i = 1).
Dann induziert d; p eine Abbildung d; 4 : QO — QZH, fiir welche obiges Diagramm kommutativ
wird.
Die Eigenschaften (i), (ii) und (iii) werden (aufgrund der Surjektivitdt von ¢;) von P auf A
wvererbt®. Damit ist die Existenz der Folge (d;),-, gezeigt. Die Eindeutigkeit einer solchen Folge
ergibt sich genauso wie im 1. Fall, wobei hier Xy, ..., X,, durch Algebra-Erzeugenden von A
ersetzt werden.
Beispiele
A=K[X,...,X,], char(K) = 0.
Beh.: H),(A) =0 fiir alle ¢ > 0.
Bew.: i=n: U4A2
i>mn: QY =0
i =1:Sei w=Y"_, fdX, € Kern(d,), also: 0 = X"_, df, AdX, = X", X", 2vdX, AdX,

r=1 96X,
Fiir alle v # p ist also 22 = 78 (da dX, A dX, = —dX, AdX,).

Zu zeigen: w = df firein f € A, d.h. f, = %, v=1,...,n.
Schreibe f, = zagy)Xf1 e Xin,

. , 5 . .
Ansatz: f =30 X" - Xpr. = ﬁ = D=y sin)iv>1 G X1 X

Wahle also a; so, dassi,,-ai:a(y) e, =(0,...,0, 1 ,0,...,0)
i L —~—

i—ey )

v

Es bleibt zu zeigen: %agy)e = i%@eﬂ fur alle v # p.

v
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1 Multilineare Algebra

Aquivalent: (%) i, - %(Z)eu =i, %(ﬁe#

- R —eu—er _ W) yimen _ W) yie
Beweis von (x): 35;4,a; ¢, X' ™4™ =3, sqiua; X770 =3 sy i X

_ o (1) yri—ev—eu ofy _ 9f
= i, XT =, da a){'u = ax, -

Beispiele
A=KX. X =KX Y]/(XY -1)={f=>L_,, aX" a, € K,ng,ny € N}

Op = AdX, df = (Sysova, X¥1)dX = Q2 = 0 = Bild(d) = {fdz : f € A,a_y = 0}, d.h.
Hjp(A) = K%
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2 Noethersche Ringe und Moduln

§1 Der Hilbertsche Basissatz

Definition 2.1
Sei R ein (kommutativer) Ring (mit Eins), M ein R-Modul.
(a) M erfillt die aufsteigende Kettenbedingung (ACC), wenn jede aufsteigende Kette
von Untermoduln stationar wird. D.h. sind (M;);ey Untermoduln von M mit M; C M;,4
fir alle 7, so gibt es ein n € N mit M; = M,, fir alle ¢ > n.
(b) M heiit noethersch, wenn M (ACC) erfillt.
(¢) R heiBt noethersch, wenn er als R-Modul noethersch ist.

Beispiele
1.) k Korper. Ein k-Vektorraum V' ist noethersch < dimy (V) < occ.
[k hat nur die Ideale {0}, &.]

2) R=1Z
[alle Untermodule: nZ, mit ggT(n, m) zusammenbauen]
3.) R=k[X]

[Ideale von einem Polynom erzeugt, um grofer zu machen: ggT' der Polynome nehmen.]

Bemerkung 2.2
Sei 0 — M' % M 5 M"” — 0 kurze exakte Sequenz von R-Moduln. Dann gilt:

M noethersch < M’ und M"” noethersch

Beweis
CC:>“:
(i) M) € M; C--- C M/ C ... Kette von Untermoduln von M’ = «(M]) C a(M;) C ...
wird stationar mél;tw M| C M C ... wird stationér.

(i) Sei MJ C M C --- C M C ... Kette von Untermoduln von M" = p=1(M}) C
BY (M) C - C BTHMY) C ... wird stationdr = B(B7H(M)) C - C B(BTH(M])) C
—_— —
=My =M/
. wird stationér, da (8 surjektiv ist.
“¢“:
Sei My € M; C --- C M; C ... Kette von Untermoduln von M. Sei M| := o~ '(M;), M/ :=
B(M;).
Nach Voraussetzung gibt es n € N, so dass fiir ¢ > n gilt: M/ = M/, M = M. Weiter gilt:

0 M —= M, M 0 ist exakt

fiir ein ¢ > n 0 M! —2~ M, MY 0 ist exakt
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2 Noethersche Ringe und Moduln

~v injektiv (Einbettung).

Zu zeigen: vy surjektiv.

Sei x € M;, dazu gibt es ein y € M,, mit f(y) = f(z) = z := y —x € Kern(f) = Bild(«a) =
a(M))=a(M))=z=vy—2)und y — z € M,,.

Folgerung 2.3
Jeder endlich erzeugbare Modul iiber einem noetherschen Ring ist noethersch.

Beweis

1. Fall: F freier Modul vom Rang n.

Induktion tiber n.

n = 1: Dann ist F' = R als R-Modul, also noethersch nach Voraussetzung.

n > 1: Sei ey, ...,e, Basis von F. Dann ist ' = @, R -e;. Dann ist 0 — 69?;11 R-eg— F —
R - e, — 0 exakt. Nach Induktionsvoraussetzung ist 69?;11 R - e; noethersch, R - e, ist nach
Voraussetzung noethersch 22 F noethersch.

2. Fall: M werde erzeugt von xy,...,z,. Dann gibt es (genau) einen surjektiven R-Modul-

homomorphismus 3 : @7, R - e; — M mit 8(¢;) = x; == M noethersch.

Proposition 2.4
Sei R ein Ring.
(a) Fir einen R-Modul M sind dquivalent:
(i) M ist noethersch

(ii) jede nichtleere Teilmenge von Untermoduln von M hat ein (bzgl. ) maximales
Element.

(iii) jeder Untermodul von M ist endlich erzeugt.

(b) R ist genau dann noethersch, wenn jedes Ideal in R endlich erzeugbar ist.

Beweis

(a) (i) = (ii): Sei @ # M eine Familie von Untermoduln von M. Sei M, € M. Ist M nicht
maximal, so gibt es ein My € M mit My C M. Ist M; nicht maximal, so gibt es ein
My € M mit My C M. ...
Die Kette My C M; C M, C ... muss stationdr werden, d.h. In mit M,, ist maximal in
M.
(ii) = (iii): Sei N C M ein Untermodul, M Familie der endlich erzeugbaren Untermo-
duln von N. M # (), da {0} € M. Nach Voraussetzung enthélt M ein maximales Element
No. Wére Ny # N so gibe es ein x € N \ Ny. Dann wére der von Ny und z erzeugte
Untermodul Ny C N endlich erzeugt und Ny € N;. Widerspruch zu Ny maximal.
(iii) = (i): Seien My C M; C --- C M; C --- Untermoduln von M. Sei N := U;~q M;.
N ist Untermodul v'. -

N ist nach Voraussetzung endlich erzeugt, z.B. von zy,...,x,. Jedes x; liegt in einem
M1y, also liegen alle in M,, mit m = max{i(k):k=1,...,n} = N = M,, = M; = M,
far 7 > m.

(b) ist Spezialfall von (a) fir R = M.

Satz 4 (Hilbert’scher Basissatz)
Ist R noetherscher Ring, so ist auch R[X] noethersch.
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2.2 Ganze Ringerweiterungen

Beweis
Sei J ein nicht endlich erzeugbares Ideal in R[X].

Sei (f,)ven Folge in J wie folgt: f; sei maximales Element in 7 \ {0} von minimalen Grad. Fir

v > 2 sei f, ein Element in J \ (f1,..., f,—1) von minimalen Grad.
| S —
=Ty

Nach Voraussetzung ist J, # J fur alle v. Fir d, := deg(f,) gilt d, < d,+;1.
Sei a, € R der Leitkoeffizient von f, (d.h. f, = a, X% +...). Sei I, das von ay,...,a,_; in R
erzeugte Ideal = I, C [,,1 = Inmit [,y = I, = 3\,..., A1 € R mit a, = Z?;ll Ai@;.

Setze g := f, — S N fiXmd = g ¢ J, (sonst wire f, € J,) aber deg(g) < d, = deg(f,)
Widerspruch.

Folgerung 2.5
Sei R noetherscher Ring. Dann gilt:

(a) R[Xy,...,X,] ist noethersch fir jedes n € N
(b) Jede endlich erzeugte R-Algebra A ist noethersch (als Ring)

Beweis
(a) n=1: Satz 4
n > 1: R[Xl, R ,Xn] = R[Xl, c ,Xn_l][Xn]
(b) Es gibt surjektiven R-Algebra-Homomorphismus ¢ : R[Xi,...,X,] — A (L2 4 st
noethersch als R[ X, ..., X,]-Modul. Sei Iy C I, C--- C [, C --- Kette von Idealen in
A. Jedes I ist R[X7, ..., X,]-Modul = Die Kette wird stationér

§2 Ganze Ringerweiterungen

Definition 2.6
Sei S/R eine Ringerweiterung (d.h. R C 5).

(a) b e S heiBt ganz tber R, wenn es ein normiertes Polynom f € R[X]| gibt mit f(b) = 0.
(b) S heifit ganz iiber R, wenn jedes b € S ganz iiber R ist.

Beispiele
V2 € R ist ganz iiber Z.
1 € Q st nicht ganz tiber Z (Nullstelle von 2X — 1).

Proposition 2.7
Sei S/R Ringerweiterung. Fiir b € S sind dquivalent:

(i) b ist ganz iber R.
(ii) R[b] ist endlich erzeugbarer R-Modul.
(iii) RJ[b] ist enthalten in einem Unterring S’ C S, der als R-Modul endlich erzeugt ist.

Beweis

(i) = (ii): Nach Voraussetzung gibt es ay, ..., a, 1 € R, sodass 0" = a,, 10" "' + -+ + ag

= b" ist in dem von 1,b,...,b" ! erzeugtem R-Untermodul von S enthalten. Sei M dieser
Untermodul.

= 0" = ap b+ -+ agh = any (X055 aib’) + - +agb € M
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2 Noethersche Ringe und Moduln

induktion pk < A fiir alle k > 0 = M = R[b]. Daraus folgt, dass R[b] ein endlich erzeugbarer
R-Modul ist.

(ii) = (iii): Trivial (setze S’ = R[b)]).
(iii) = (i): 5" werde als R-Modul von sy, ..., s, erzeugt = b-s; € S, d.h. es gibt Elemente

a; von R die b-s; = >0 agsg fir ¢ = 1,...,n erfilllen. Also ist >-}_; (au — dix - b) - s, = 0 fr
1=1,...,n.
S1
Fir die Matrix A = (aix — 0ik - b)ig=1,.n € S™" gilt also A- | : | = 0. Die Determinante
Sn

det(A) ist normiertes Polynom in b vom Grad n mit Koeffizienten in R.
Beh.: det(A) = 0.
Bew.: Cramersche Regel:
A# = (bij) mit bj; = (—1)"*7 det(A};),4,j = 1,...,n wobei A’; durch Streichen der j-ten Zeile
und der i-ten Spalte aus A hervor geht.
i=k: det(A) (Laplace)
i#k: det(AL) =0
det(A%) = 0 : in der k-ten Zeile steht a1, . .., a;, = i-te und k-te Zeile sind gleich.
S1 S1
= A A% =det(A) B, =A" A=0=A% - A.- | : | =det(A)- | : | = det(A4)-s; =0 fiir
Sn Sn
i=1,...,n.Dale S gibtes \; € Rmit 1 =37 \is; = det(A) -1 =37, N\ -det(A) - s; =
0 = det(A) =0.

A+ A% = (ci) mit cip = 3y by = Xy ai(—1)1* det(Ay;) =

Proposition 2.8 -
Ist S/R Ringerweiterung, so ist R := {b € S : b ganz tber R} ein Unterring von S.

Beweis

Seien by, by € R.

Za zeigen: by £ by, by - by € R

Nach 2.7 gentigt es zu zeigen: R[by, b] ist endlich erzeugt als R-Modul.

Dazu: R[b;] ist endlich erzeugt als R-Modul (von z1, ..., x,) nach 2.7. R[by, by] = (R[b1])[be] ist
endlich erzeugt als R[b;]-Modul (von yi, ..., yn). Dann erzeugen die x;y; R[by, bs] als R-Modul.

Definition 2.9
Sei S/ R Ringerweiterung.
(a) R (wie in 2.8) heifit der ganze Abschluss von R in S.
(b) Ist R = R, so heifit R ganz abgeschlossen in S.
(c) Ein nullteilerfreier Ring R heit mormal, wenn er ganz abgeschlossen in Quot(R) ist.
)

(d) Ist R nullteilerfrei, so heiflt der ganze Abschluss R von R in Quot(R) die Normalisie-
rung von R.

Bemerkung 2.10
Jeder faktorielle Ring ist normal.
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2.3 Der Hilbert’sche Nullstellensatz

Beweis

Sei R ein faktorieller Ring.

Sei K = Quot(R). Sei x = § € K* mit a,b € R teilerfremd. Sei 2 ganz tiber R. Dann gibt es
ag,...,0p_1 € Rmit 2" +a,_ 12" '+ +ay=0 LA +apba" b a4 b =
0 = b|a™ Da a und b teilerfremd sind, kann dies nur gelten, wenn b invertierbar ist. Also ist
x € R. Daher ist R normal.

§3 Der Hilbert’sche Nullstellensatz

Satz 5 (Hilbert’scher Nullstellensatz)
Sei K ein Korper und m ein maximales Ideal in K[Xq,..., X,].

Dann ist L = K[X1,..., X3 /m eine algebraische Korpererweiterung von K.

Beweis

Fir n = 1 ist das aus Algebra I bekannt. Nimm das als Induktionsanfang einer vollstdndigen

Induktion nach n.

L wird als K-Algebra erzeugt von den Restklassen z1,...,z, der Xy,...,X,,. Wenn z,..., 2,

algebraisch iiber K sind, so auch L. Wir nehmen an, dass sei nicht der Fall, sei also ohne

Einschrénkung z; transzendent tiber K.

Da L Korper, liegt K’ := K(x1) in L, so dass L C K'[X,,...,X,] ein Faktorring von

K'[Xs,...,X,] nach einem maximalen Ideal ist.

Ly Tg,..., T, sind algebraisch iiber K’ = Ja;, € K' = K(z1) mit =" + >, o ayx? = 0 fir

i =2,...,n. Nennen wir den Hauptnenner der a;, von nun b € K[X;] = x,..., 2, sind ganz

iiber K[zy,b7!] =: R.

Beh.: R ist Korper.

denn: Sei ¢ € R\ {0} und a™' das Inverse von a in L. Da L ganz iiber R ist,

gibt es 00, - -, Cm—1 € Rmit (@)™ + Y e = 05 1 = -2 auamt =
a(— X7 aa™ 1) = R st Korper = Widerspruch! R kann niemals Korper sein.

Definition 2.11
Sei I < K[Xy,...,X,] ein Ideal. Dann heifit die Teilmenge V' (/) C K™, die durch

V() :={(x1,...,2,) € K": f(x1,...,2,) =0Vf eI}
bestimmt ist, die Nullstellenmenge von [ in K™.
Beispiele

1.) aus der LA bekannt: affine Unterraume des K" sind Nullstellenmenge von linearen Poly-
nomen.

2.) Anschaulicher Spezialfall von 1.):
Punkte in K™ : (z1,...,2,) : V(Xy — 21, Xo — 29, ..., Xy — ).

Bemerkung + Definition 2.12
(a) Fir 2 Ideale I; C I, gilt V(I1) 2 V(I2).
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2 Noethersche Ringe und Moduln

(b) Definiert man fiir eine beliebige Teilmenge V' C K™ das Verschwindungsideal von V
durch
IV)={fe K[X1,...,.X]: f(x1,...,2,) =0V(xq,...,2,) €V},

so gilt V- C V(I(V));

ist V bereits Nullstellenmenge V() eines Ideals I von K[Xq,..., X,],
so gilt sogar V. =V (I(V)).

Beweis
(a) Seiz e V(I) = f(x)=0Yfe LD =z V(L)
(b) ”C”: Definition von V und I
"7 Sei V = V(I) fiw I < K[X,, ..., X,]. Nach Definition I C I(V) & v(I(V)) C
V(D) =V

Satz (Schwacher Nullstellensatz)
Ist K algebraisch abgeschlossenen, so ist fir jedes echte Ideal I < K[X7,...,X,]: V(I) # 0.

Beweis

Sei I <4 K[X3,...,X,] echtes Ideal. Nach Algebra I gibt es dann maximales Ideal m O I. Weiter
gilt: V(m) C V(I), so kénnen wir ohne Einschrinkung annehmen, dass / = m maximal ist.
Nach Satz 5 ist K[X7, ..., X,]/m eine algebraische Korpererweiterung von K.

Da K algebraisch abgeschlossen = K|[Xq,...,X,]/m = K.
Seien nun z; die Restklasse von X; in K[X,..., X,]/mund x = (z1,...,z,).

Fiir f € K[X1,...,X,]ist f(z) = f(X1,...,X,) = fmod I = f(z) =0V fel=ac V().

Satz (Starker Nullstellensatz)
Ist K algebraisch abgeschlossen, so gilt fir jedes Ideal I < K[X;, ..., X,]:

IVI) ={feK[X),....X,]:Id>1:flel}=V1

Beweis (Rabinovitsch-Trick)
Sei g € I(V(I)) und fi,..., fn Idealerzeuger von I < K[Xq,...,X,].

Zu zeigen: 3d > 1 mit g¢ = 31", a, f; fiir irgendwelche a;.
Sei J C K[Xy,...,X,, Xp1] das von fi, ..., fim, 9Xnt1 — 1 erzeugte Ideal.
Beh.: V(J) =10

Bew.: Sei x = (z1,...,Zn,Tns1) € V(J). Dann ist f;(2') = 0 fir 2’ = (z1,...,2,) und
i=1,....m=2a2" € V().

Nach Wahl von g € I(V (1)) ist also g(2') =0

= (gXn1 — D)(z) = g(@)zp1 —1==-1#£0. = V(J) = 0.

Nach schwachen Nullstellensatz ist J = K[X1,..., X;11]

= Jby,...,bpund b € K[Xy,..., Xpq] mit X070 0:fi + 0(g X1 — 1) = 1.

Sei R:= R[X1,..., Xn1]/(9Xns1 — 1) = K[X, ... ,Xn][é]. Unter dem Isomorphismus werden
die f; auf sich selbst, die b; auf b; € R abgebildet = Y7 b;f; = 1 in R. Multipliziere mit dem
Hauptnenner ¢¢ der b; = Y7, @’@ fi=gt=I1(V(I)) CVI.

"D7: klar.
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2.4 Graduierte Ringe und Moduln

8§84 Graduierte Ringe und Moduln

Definition + Bemerkung 2.13
(a) Ein Ring S zusammen mit einer Zerlegung S = @,5¢5; in abelsche Gruppen S; heifit
graduierter Ring, wenn fir alle i, j € N:

Si -85 C Sixj

(b) Ist S = @,>05; graduierter Ring, so heiflen die Elemente von S; homogen vom Grad i.
Fur f =322, fi heiflen die f; die homogenen Komponenten von f.
(c) Ist S = @,>05; graduierter Ring, so ist Sy Unterring mit 1 € S.

Beweis
(c) So-So € Sovo = So
Sei 1 = Y506, mit e; € S;. Sei f e S, mitn>1,f#0.= f=f-1=>,5,fe; mit
f-e € Snﬂ-_. Da f nur auf eine Weise als Summe von homogenen Elementen geschrieben
werden kann, ist e; = 0 fir ¢ > 0 und ey = 1.

Definition + Bemerkung 2.14
Sei S = ;>0 S; graduierter Ring.
(a) Ein Ideal I C S heifit homogen, wenn es von homogenen Elementen erzeugt wird.
(b) Ein Ideal I C S ist genau dann homogen, wenn fiir jedes f € I, f = Y50 fi (fi € S))
gilt: f; € I.
(c) Sei I C S homogenes Ideal, erzeugt von homogenen Elementen (h,),e;. Dann hat jedes
homogene f € I eine Darstellung f =3, ¢g,h, mit g, homogen.

(d) Ist I homogenes Ideal in S, so ist S/[ graduierter Ring mit (5/]), = Si/(] ns;)

Beweis

(b) “<": v
“=": Sei (h,),es homogenes Erzeugendensystem von /.
Sei f € I. Dann gibt es g, € S mit f =3, g,h,. Sei g, = 37,5 gui Zerlegung in homogene
Komponenten.
= [ =20 9vilw = [i = X, Gvi—degs,hy (mit g,; =0 fiir j <0) = f; €1

(d) ¢ : S =505 — Di>05:/(INS;) ist surjektiver Ringhomomorphismus. Kern(y) wird
erzeugt von I NS;, i > 0. Da I homogen, ist Kern(p) = I. Aus dem Homomorphiesatz
folgt dann: S/ = @50 S;/(INS;)

Beispiele
(1) S=k[X,Y], I = (Y — X?) ist nicht homogen. S/I = k[X], @,;S;/(INS;) =@, S; =9,
da I keine homogenen Elemente enthélt.
(2) Sy := @, S; ist homogenes Ideal.
Ist Sy Korper, so ist S, das einzige maximale homogene Ideal.
(3) S =k[X,Y], deg(X) =1, deg(Y) = 2. Dann ist I = (Y — X?) homogenes Ideal!

Definition + Bemerkung 2.15
Fiir einen graduierten Ring S = @, S; sind dquivalent:

(i) S noethersch.
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2 Noethersche Ringe und Moduln

(ii) Sp ist noethersch und S, endlich erzeugbares Ideal.
(iii) Sp ist noethersch und S ist endlich erzeugbare Sp-Algebra.

Beweis
s(1) = (ii)“: Sy = 5/S4; S endlich erzeugbar, da S noethersch. Sy also noethersch.

L(iil) = (1) 9= So[Xiy,...,X,] /I fir ein n > 0 und ein Ideal I C Sp[Xy,...,X,]. S ist

noethersch nach Satz 4

also noethersch.

»(i) = (iii)“: Sei fi,..., f» homogenes Erzeugersystem von Sy, S" := Sy[f1,..., f:] C S die
von den f; erzeugte Sp-Unteralgebra von S.

Beh.: S'= 8

Zeige dazu: S; C S’ fur alle 7.

Beweis der Behauptung durch Induktion tiber i:

1=0:v

, 2.14(c) . ,

i>0:9g€8; =" g=2,_,9.f, mit g, € Si_aeg(s)

fo €5y =deg(f,) >0=1—degf, <1 LY g, €8, alsoist g € S

Definition 4+ Bemerkung 2.16
Sei S = @;>0S; graduierter Ring.
(a) Ein graduierter S-Modul ist ein S-Modul M zusammen mit einer Zerlegung M =
@;cz M; in abelsche Gruppen M;, sodass fir alle 1 € N, 5 € Z gilt:

Si+ M; C M

(b) Eine S-lineare Abbildung ¢ : M — M’ zwischen graduierten S-Moduln heifit grader-
haltend, wenn p(M;) C M/ fiir alle i € Z

(c) Ein Ideal I C S ist homogen < I ist als S-Modul graduiert (mit der geerbten Graduie-
rung)

(d) Eine Abbildung ¢ : M — M heifit vom Grad d, wenn p(M;) C M/, fir alle i gilt.
In diesem Fall ist Kern(p) ein graduierter Untermodul.
Graderhaltende Abbildungen sind genau die Abbildungen vom Grad 0.

(e) Ist 1 € S homogenes Ideal, so ist ¢ : S — S/ = @;5.5;/(I N S;) graderhaltend.

Beispiele

Sei M graduierter S-Modul (z.B.: M = S). Fir | € Z sei M(l) der S-Modul M mit der
Graduierung (M (1)); :== M;y; (insbes.: (M(l))o = M)

Si(M(1)i = Sj - Mii © Mypips = (M(1))iy

M (1) heifit (I-facher) Twist von M.

Beweis
(d) Sei ¢ : M — M’ lineare Abbildung von S-Moduln vom Grad d. Sei z € Kern(p),z =

Sicz i = 0= p(x) = Xz o(x;) ist Zerlegung in homogene Komponenten = ¢(z;) =
——
€M,

0Vi= z; € Kern(yp) Vi = Kern(yp) ist graduiert.
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2.4 Graduierte Ringe und Moduln

Beobachtung
Ist ¢ : M — M’ vom Grad d, so ist ¢ : M — M’(d) graderhaltend. Dabei ist M'(d) = M’ als
S-Modul, aber (M'(d)); = Mg;. Genauso ist ¢ : M (—d) — M’ graderhaltend.

Beispiele
M = S(=k[X1,...,X,]), f € S homogen vom Grad d = ¢ : S — S,g— f g ist linear vom
Grad d.

Proposition 2.17
Sei S = k[Xy,...,X,], k ein Korper, S = @32, Sa.

) " n+d-—1 1
dlmS§,>:< . ):(n_l)!-(n+d—1)..-(d+1)
1

Das ist ein Polynom vom Grad n — 1 in d (mit Leitkoeffizient ;).

Beweis
Induktion Uber n:

v
n=2 8=kX, Xy, dimS” = (V) =d+1. v
n > 2: Induktion tber d:
d=0: dimS§" = (") = 1. v
d=1: dmS"” = (1) =n. v
d > 1: dim Sc(ln) ist die Anzahl der Monome vom Grad d in Xq,..., X,,.

In Sc(ln) gibt es dim Sc(ln_l) Monome in denen X,, nicht vorkommt und dim Sgi)l Mo-
nome in denen JX,, vorkommt

LV, ;. (n) _ (n+d-2 n+td—2) _ _(n+d=2)! (1 1\ _  (n+d=2)! pnyd—1 _
=5 dim8;” = (") + ("147) = @G T ) = @ iesy =
(n+d—1)! __ (nerfl)

di(n—1)!" — d

Satz 6 (Hilbert-Polynom)
Sei k ein Korper, S = k[X1,..., X,,]. Sei M ein endlich erzeugbarer graduierter S-Modul.

Dann gibt es ein Polynom Py € Q[T] vom Grad < n — 1 und ein dy € N, sodass Py(d) =
dim M, fur alle d > dp.
Py heilt das Hilbert-Polynom von M.

Beweis
Induktion uber n:

n = 0: M ist endlich dimensionaler k-Vektorraum, also My = 0 fiir alle d > 0, P,y = 0 tut’s.

n > 1: Sei ¢ : M — M die S-lineare Abbildung = — X, z, ¢ ist vom Grad 1, Kern(yp) ist also
graduierter Untermodul, ebenso ist Bild(y) graduierter Untermodul, also auch M /X, M.

Dann ist
0— K —>M(—1)ﬁ>M—>M/XnM—>0
=Kern(y)

exakte Sequenz von graderhaltenden Homomorphismen zwischen graduierten endlich erzeug-
baren S-Moduln.
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2 Noethersche Ringe und Moduln

Beachte: M ist noetherscher Modul, da S noethersch und M endlich erzeugbar, also ist K auch
endlich erzeugbar.

Alle My, K4, (M /X, M)y sind endlich dimensionale k-Vektorrdume = fiir jedes d € Z gilt:

dlmk Md - dlmk Md—l = dlmk(M/XnM)d - dlmk Kd

Beh.: M/X,M und K sind (in natiirlicher Weise) k[ X1, ..., X,,—1]-Moduln.

Bew.: klar fiur M/X, M.
fir K: Seien yy,...,y, Erzeuger von K als S-Modul. Sei y = 27, fiy; € K, f; € S. Dann ist
ohne Einschrankung f; € k[Xy,..., X,1], da X, -y = 0 fir alle 4.

Nach 1.V. gibt es P € Q[T] mit deg(P) < n — 2 und P = dimy(M/X, M)y — dimy, Ky =
dlmk Md — dlmk Md—l = H(d) — H(d - 1)

sa€y—iﬂT—n (T —k+1) € Q[T),deg (}) = k.

Schreibe P = Y02} ck< ) Es gilt ( ) (i:i) = (k+1) Setze P (T') == >~ Ock(k+1) deg(Py) <
n —1und Py(d) — Py(d — 1) = P(d). Py := Pi + ¢, sodass Py;(dy) = dimy My, .

Definition 2.18
Sei S endlich erzeugte graduierte k-Algebra, Sy = k, M endlich erzeugbarer graduierter S-
Modul. Dann heifit die formale Potenzreihe

e}

i=0
Hilbert- Reihe zu M.
Beispiele
1.) M =8=Fk[X]=dimM =1 fir alle i = Hy(t) =32, t' = -
2) M =S=kX,...,X,]
Beh.: HM( ) = 1

o

Bew.: ﬁ = (Z2,t)" = 2 e’ mit ¢; = (Anzahl aller n-Tupel (ky, ko, ..., k,)

nichtnegativer ganzer Zahlen mit k; + ky + -+ + k, = 7) = (Anzahl der Monome vom
Grad i in Xi,...,X,,).

3) M =S=k[Y|(ZkX),degY =d>0= Hy(t) = X2t = 15
1: dl|i

0: sonst

Satz (6)

Wie in Definition 2.18 seien S endlich erzeugbare graduierte k-Algebra, M endlich erzeugbarer
graduierter S-Modul.

fi,- .., fr homogene Erzeuger von S als k-Algebra, d; := deg f;.

Dann gibt es ein Polynom F(t) € Z[t], sodass gilt:

F(t)
(1—tdr)- (1 —tde) - .. (1 ¢dr)
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2.5 Invarianten endlicher Gruppen

Beweis
Induktion uber r:

r=0:5=5 =k= dim; M; =0 fir : > 0 = F(t) := Hy(t) ist Polynom in Z[t].
r > 0: Multiplikation mit f, gibt exakte Sequenz von graderhaltenden S-Modul-Homomorphismen:

0— K = ML M) — (M/f,M)(d,) =0
Wie im Beweis von Satz 6 sind K und @ := M/ f, M Moduln tiber S" := k[f1,..., fr_1] C S =
fiir jedes 7 > 0 ist

—dim M; + dim M, 4. = dim Q;14, — dim K

= > dim M, g 7% — ¢4 3" dim Mit' = > dim Qyy gt — %> dim Kt
=0

=0 =0 =0
dr—1 ‘ dr—1 ‘
= Hy(t) — Y dim Mt' —t™ Hy(t) = Ho(t) — Y dim Qit" — t* Hy(t)
i=0 1=0

dr—1 dr—1

(1= ") Hys(t) = Ho(t) — £ Hic(t) + 3 dim Mt = Y dim Qit
i=0 1=0

Nach Induktionsvoraussetzung gibt es Fy(t), F5(t) € Z[t] mit

Fl (t) thFQ(t) dr—1 ‘ . dr—1 ' .
(1 —t")Hy(t) = T T TN = + > dim Mt — > dim @yt
=1 =1 =0 i=0

=:G(t)

r—1
= Behauptung mit F(t) = Fy(t) — t* Fy(t) + G(t) - [[ (1 — t%)
1

<.
Il

8§85 Invarianten endlicher Gruppen

Definition 4+ Bemerkung 2.19
Sei k ein Korper, n > 0, k[X] := k[X,..., X,].
Sei G C Aut(k[X]) eine Untergruppe der k-Algebra- Automorphismen.

(a) K[X]C :={f € k[X] : o(f) = f fiir alle 0 € G} heifit Invariantenring von k[X] beziig-
lich G.

(b) k[X]C ist k-Algebra.
(c) G heit linear, wenn jedes o € G graderhaltend ist. Dann ist oxx), ein k-Vektorraum-
Automorphismus und o — o|x), ist ein Gruppenhomomorphismus G — GL, (k).

Beispiele
1) n=2G={id,oc} mit o(X) =Y, 0(Y) = X = k[X,Y]¢ wird erzeugt von X +Y und
X-Y.
XE4vhk (X + V) = kXMWY — - kXYl = kXY(XF2 4 YVE2) —

2) n=2,G={id, ¢} mit p(X) =—-X, p(Y) = —Y (wobei char k # 2).
k[X,Y]¢ wird erzeugt von X2 Y2 XY.
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2 Noethersche Ringe und Moduln

Satz 7 (Endliche Erzeugbarkeit des Invariantenrings)
Seien k, G, k[X] wie in Def. 2.19, G linear und endlich.

(a) (Hilbert) Angenommen, char k sei kein Teiler von |G|. Dann ist k[X]“ eine endlich er-
zeugbare k-Algebra.

(b) (E. Noether) Angenommen, char k sei kein Teiler von |G|!. Ist m = |G|, so wird k[X]¢
von Elementen vom Grad < m erzeugt.

Beweis
(a) Sei S := k[X]“ (graduierte Unteralgebra von k[X]).

Sy = @0 Si, I := 51 k[X] (Ideal in k[X]) = I ist endlich erzeugt (da k[X] noethersch ist).
Somit enthdlt auch das Erzeugendensystem {s € S, | s ist homogen} von I eine endliche
Teilmenge, die I erzeugt (denn wannimmer ein Ideal J eines Ringes R endlich erzeugt ist,
enthélt jedes Erzeugendensystem von J eine endliche Teilmenge, die J erzeugt).
Seien also fi,..., f. € S, homogene Erzeuger von I. Sei S’ := k[fy,..., f.] C S.
Beh.: S = 9"
Bew.: Zeige mit Induktion: S; C S’ fir jedes d > 0.
d=0:5=k=2S5.
d>1:8ei f€Sg. Dann'ist f € S, CI = f =37, g;f; mit g; € k[X]q_q,, d; = deg(f;)
= deg(g;) < d.
Jetzt definieren wir die ,Mittelung®: Die Abbildung ¢ : k[X] — S, h — ‘—é' Y ecq o(h) ist
eine S-lineare, graderhaltende Projektion.
= Wegen f € Sy C Sist f = o(f) = Xi_10(g)fi (da f=3_;9f;) mit p(g:) € S,
deg(i(g:)) < d.
Also nach Induktionsvoraussetzung ¢(g;) € 8" = f € S".
Damit ist induktiv gezeigt, da8 S; C S’ fiir jedes d > 0 ist. Somit ist S = 3505 C
Y08 =8 = klfi,...,[;] =85 =8 =k[X]°, was zu zeigen war.

Bevor wir den Beweis mit Teil (b) fortsetzen, fiigen wir ein Beispiel ein:
Beispiele
S,, operiert auf k[X1, ..., X,] durch o(X;) := X,(;. Die Elemente von k[X, ..., X,]" sind die

symmetrischen Polynome.

Beh.1:
k[X1,...,X,]% wird (als k-Algebra) erzeugt von den ,elementarsymmetrischen® Polynomen:

S1 :X1++Xn
s = X1 Xo + Xg Xg+ -+ Xy 1 X = Di<icj<n XX
83 = Zl§i<j<k§n Xz‘Xij

Sn::Xl'---'Xn

(dies gilt fiir Korper jeglicher Charakteristik, und sogar allgemeiner fiir kommutative Ringe).

Beh.2: k[X,..., X,]°" wird erzeugt von den Potenzsummen

fo =", XE k=1,...,n wenn char k kein Teiler von n ist. (Man bemerke, dass f; = s; =
> X))

Bemerkung

Die Abbildung ¢ : k[X] — k[X]¢, f — ‘—é' Yoeq o(f) ist k-lineare (und sogar k [X]¢-lineare)
graderhaltende Projektion.
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Beweis -
(b) Fir jedes v = (v1,...,1,) € N" setze XV := X' - .- X’ und |v| := X v;. Sei S die von
den p(X"), |v| < |G| erzeugte Unteralgebra von k[X]¢.
Zu zeigen: p(X¥) € S fiir alle v € N,

n

Wir definieren Hilfspolynome in 2n Variablen: Fir jedes d > 0sei Fyy := Y ,c¢(>_ o(X;)Y;)? €

=1
—_— ——
=Zs

kX1, X Ya,. L Y
Fiir jedes 0 € G sei Z, = 31, 0 (X;) Y;. Dann ist also Fy = ¥, Z2. Schreiben wir G in
der Form G = {01, ...,0p,}, mit |G| = m, so wird hieraus F; = Y7, Z¢, wobei Z; := Z, .

Umformungen: Sei v, = ﬁ fir jedes v € N™ mit |v| = d. Jedes o € G erfillt dann
Z3 = (X1, 0 (X)) V) =3 ma o (XY)Y?. Aus Fy = 3 ,c Z¢ wird mithin

(1) Fa=Yoce Xp=a Vw0 (XYY = X 12a 1 (Xoeq 0(XV)YY) = 3 1=a Yomp(X V)Y
Sei nun d > 0 beliebig. Doch nach Beh.2 wird der Polynomring k [W1, ..., W,,]>" (wobei

die W; neue Variablen sind) erzeugt von den m Potenzsummen p; := S7, W/ fir j =
1,2,...,m. Also mufl das Polynom 1", W¢ ein Polynom in diesen m Potenzsummen Dj
sein (da es in k[Wy, ..., W,]°™ liegt). Es gibt also fiir jedes p € N™ mit 7, iy; = d
ein Skalar a, € k, so daB die Gleichung Y1, W = 32 cym aupf" - -+ - - plom gilt, wobei
die Summe (aus Homogeneitétsgriinden) sich nur iber alle p € N™ mit >, ip; = d
erstreckt. Setzen wir in dieser Gleichung die m Terme Zi,..., 7, fir die m Variablen
Wi, ..., W,, ein, so erhalten wir

Fo =Y enm apF{" oo Flim

(denn durch die Einsetzung wird Y7, W zu Y0, Z¢ = F,; ausgewertet, und p; =

)

m oW a7 = F; fir jedes j). Mit anderen Worten:

)

—~
N

sortieren nach

(2) Fi = Suewn I F}7 = Ty 0 IH (S wmip(X)Y¥)
Z)\eNm P)\(X)Y)\ mit P)\ € S

Potenzen von Y

Fiir jedes A € N™ kénnen wir nun zwischen (1) und (2) die Koeffizienten vor Y* vergleichen

(wobei wir Xj, ..., X, als Konstanten betrachten), und erhalten hierdurch:
0 A #d

P, = \ )
nme(X?) A =d

Hieraus folgt p(X?) € S fiir alle A € N™, die |\| = d erfiillen. Da d beliebig gewéhlt war,
ist also ¢(X*) € S fiir alle A € N™. Das gesamte Bild von ¢ ist also in S enthalten. Da
das Bild von ¢ aber k [X]“ ist, heift dies, dass k [¥]® in S enthalten, d. h., von Elementen
vom Grad < m erzeugt ist.

Beispiele

Sei n = 2; der Kiirze halber bezeichnen wir dann die beiden Variablen X; und X, mit X und Y.
Sei nun G = (o), wobei o durch o(X) =Y und o(Y) = —X definiert ist. Dann ist G = Z/47Z
Durchrechnen aller Monome mit Grad < |G|:
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2 Noethersche Ringe und Moduln

f=d(f) o(f) () ) | Yreatlf) =40(f)
X Y -X Y 0
Y s -y X 0
X2 Y2 X2 Y2 2X%+Y?)
Y2 X2 Y2 X2 2X%+Y?)
Xy -YX XY @ -YX 0
X3 ys X% —y3 0
Y3 —x3  —ys X3 0
Xy  —XY? —X?%Y XY? 0
Xy? Xy —XY? X%y 0
X4 y4 X4 y4 2X4 + Y4
Xy3  —X3%Y  XY® X%V | 2XY(V2-X?)
Xy?  X?y?  X?y?  X?y? A(X2Y?)

= k[X,Y]¢ wird erzeugt von I} = X2 +Y? [, = X?Y? I3 = XY(X?-Y?) (und I, = X* +
Y4 = I} —21,). Zwischen I}, Iy, I3 besteht die Gleichung I3 = I,(X*+Y*—2X?Y?) = [,(I} —41,)

§6 Nakayama, Krull und Artin-Rees

Definition + Bemerkung 2.20
Sei R ein Ring.

(a)
J(R) := N m

m maximales Ideal in R

heifit Jacobson-Radikal von R.
(b) J(R) ist Radikalideal.
(c) Fiir jedes a € J(R) ist 1 — a eine Einheit in R.
Beweis
(b) Seix € R, 2™ € J(R); zu zeigen: x € J(R).
Sei m maximales Ideal von R, dann ist 2" e m "2z em =z € J(R)

(c) Ist 1 —a ¢ R, so gibt es ein maximales Ideal m mit 1 —a € m,
aber: a ist auch € m, also auch 1 =1 —a 4+ a € m = Widerspruch.

Beispiele
J(z) =0, J(k[X])=0
R lokaler Ring = J(R) = m (es gibt nur ein maximales Ideal in R)

Satz 8 (Lemma von Nakayama)
Sei R ein Ring, I C J(R) ein Ideal, M ein endlich erzeugbarer R-Modul, N C M ein Unter-

modul.
Dann gilt:
Iss M=1-M+ N, soist N=M
Speziell: Ist M =1-M = M = 0.
Beweis
Sei M =1-M+ N = M/N = (I'M)/N = ]-M/N, also ohne Einschrankung N = 0.
Annahme: M # 0

Dann sei zy,...,z, ein minimales Erzeugendensystem von M, also M’ := (zo,...,x,) C M.
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Nach Voraussetzung ist M =1 - M, also zy € I - M = Jay,...,a, € I mit zy = Y1 , a;z; =
a1y + asxe + - + apry, = 1 (1 —ay) € M' = xy € M'. Widerspruch.
——

eM’ €R* 2.20 (c)

Folgerung 2.21
R, I, M wie in Satz 8.
Dann gilt fir xy,...,z, € M:

T1,...,T, erzeugt M & 71, ..., T, erzeugenM: M/]M

Beweis
=" klar.

,<="1 5ei N der von zy,...,z, erzeugte Untermodul von M. Dann ist M = N +1-M Saty 8

M= N.

Beispiele

R lokaler Ring mit maximalem Ideal m. M =m, [ =m.

Falls m endlich erzeugt (dies gilt z.B. falls R noethersch ist): m?* = m = m = 0, also R Korper.

Satz 9 (Durchschnittssatz von Krull)
Sei R noethersch, M endlich erzeugbarer R-Modul, I C R Ideal.

Dann gilt fiir
N:=(I"M : I-N=N

n>0
Folgerung 2.22
(a) Ist in Satz 9 I C J(R), so ist N = 0.
(b) Ist R nullteilerfrei, so ist N,>o I™ = 0, falls I # R.

Beweis
(a) klar.

(b) Sei m ein maximales Ideal mit I C m. R, die Lokalisierung von R nach m.
Ry, ist noethersch, lokal, also J(Ry) = mRy,.
i: R — Ry, aw { ist injektiv, da R nullteilerfrei.

Dann ist i(Nys0 1™) € Mo i(1")  Nuso(MBe)™ 2 0.
Da i injektiv ist, folgt M, 1" = 0.

Proposition 2.23 (Artin-Rees)
Sei R noethersch, I C R Ideal, M endlich erzeugbarer R-Modul, N C M Untermodul.
Dann gibt es ein ng € N, sodass fiir alle n > ng gilt:

I"MNON=I"™(I"MnNN)

Beweis (Satz 9)
Setze in Prop. 2.23 (Artin-Rees) N = >0 /" M. Betrachte das ng aus Prop. 2.23 (Artin-Rees).

Damnist N = (| I"M =I"""Mn ("M =I""MNN

n>0 n>0

Artin:-Rees[(InoMmN> :[(I”OMﬂ ﬂ [nM) =71. m I"M=1-N

n>0 n>0
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Beweis (Prop. 2.23)

Fiithre Hilfsgroflen ein:

R := @, I" ist graduierter Ring, Ry = R ist noethersch, I ist endlich erzeugt,

= R’ ist noethersch (als endlich erzeugte R-Algebra),

M'":= @,50 I"M ist graduierter, endlich erzeugter R'-Modul,

N":=@,>0"M N N ist graduierter R’~-Modul, Untermodul von M’, also auch endlich erzeug-

=:N},
bar. N’ werde erzeugt von den homogenen Elementen x1, ..., x, mit z; € N, .
Fir n > ng := max{ny,...,n,} ist dann N, = {37 az; : a; € R, ,_,, = ["T17"}

I-Ny=1-{3i_ax;: a 6 R, ., =1"" "1} ={>_aqx;: g el -I"" =] =N
Mit Induktion folgt die Behauptung.

Beispiele
1) R =7?=7 & Z ist noethersch, aber nicht nullteilerfrei.
Sei I das von e; = (1,0) erzeugte Ideal, I? = (€2) = (¢;) =
e € R heifit idempotent, wenn ¢ = e ist. Dann ist (e — 1)e
Frage: was ist Z? lokalisiert nach I?

Antwort: (Z & Z)r = Q.
2) R=C>(-1,1), I={f€eR: f(0)=0}. R/I =C (oder R).
I ist Hauptideal, erzeugt von f(z) = .
NI"=72B. f(z) =e 32 e NI
R ist nicht noethersch!
3) R=Ek[X,Y], I = (X Y), k algebraisch abgeschlossen.
R=R®IOID - =@, 1" = [u’v]/(Xv—Yu)-
Was sind die maximalen homogenen Ideale in R', die nicht ganz R/, enthalten?
Typ 1: maximale Ideale in R, # (X,Y) : (X —a,Y — b) mit (a,b) # (0,0)
Typ 2: (X, Y, au + Bv), (a, ) # (0,0)

1 (61 ist ,,idempotent*)

§7 Krull-Dimension

Definition 2.24
Sei R ein Ring.
(a) Eine Folge pg, p1, ..., P, von Primidealen in R heifit Primidealkette zu p = p, der Lange
n,wenn p; 1 Cp; fire=1,... n.
(b) Fiir ein Primideal p C R heif}t

h(p) :=sup{n € N : es gibt Primidealkette der Linge n zu p}

die Hohe von p.
(¢) dim R :=sup{h(p): p Primideal in R} heiBt Krull-Dimension von R.

Beispiele
(a) R =k Koérper: dim k=0
(b) R=2%Z:dim Z=1
(¢) R=Ek[X]: dim k[X]=
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2.7 Krull-Dimension

(d) R = k[X,Y]: dim k[X,Y]
> 2 ist klar, da (0) € (X)

2
(X,Y). Aber warum = 27

Nl

Bemerkung 2.25
Sei R ein nullteilerfreier Ring. Dann gilt:

(a) Sind p, ¢ Primelemente, p # 0 # ¢ mit (p) C (q), so ist (p) = (q)-
(b) Ist R Hauptidealring, so ist R Korper oder dim(R) = 1

Beweis
(a) (p) C(9) = p€(q),dh.p=q-rfirenrcR.
Da R nullteilerfrei, ist p irreduzibel, also r € R* = (p) = (¢)

(b) dim R < 1 nach (a). Sei R kein Korper, also gibt es ein p € R (p # 0) mit p ¢ R*.
Da R nullteilerfrei, ist (0) Primideal; p ist in einem maximalen Ideal m enthalten (m = (¢))
= (0) € m ist Kette der Lénge 1 = dim(R) > 1 = dim(R) =1
Satz 10
Sei S/R eine ganze Ringerweiterung. Dann gilt:
(a) Zu jedem Primideal p in R gibt es ein Primideal 8 in S mit PN R = p
(b) Zu jeder Primidealkette pg C p1y € --- € p,, in R gibt es eine Primidealkette By C Py C
e OB, in Smit P, NR=p; (1 =0,...,n)
(¢) dim R =dim S
Beweis
(a) Beh. 1: p-SNR=p
Dannsei N :=R\pund P:={I/ CSldeal : INN =0, p-SCI}
Nach Beh. 1 ist P # (). Nach Zorn gibt es ein maximales Element 9 in P. Die Aussage
folgt also aus Beh 2.:
Beh. 2: ‘P ist Primideal.
Bew. 2: Seien by, by € S\P mit by - by € P. Dann sind P+ (by) und P+ (b2) nicht in P.
Es gibt also s; € Sund p; € P (1 = 1,2) mit p; + 8; - b; € N. = (p1 + $101)(p2 + s2b2) €
N NP = (. Widerspruch.
Bew. 1: Seibep-SNR, b=mpit;+...+byty mit p; € p,t; € S. Da S ganz ist iiber R,
ist S := R[ty,...,tg] C S endlich erzeugbarer R-Modul.
Seien $1,...,s, R-Modul Erzeuger von S’. Fiir jedes ¢ hat b - s; eine Darstellung b - s; =
Sop_q GipSk mit a; € p (weil b € p - S').
Es folgt: b ist Nullstelle eines Polynoms vom Grad n mit Koeffizienten in p:
b+ S bt = 0,5 € p
=
Nach Voraussetzung ist be R:b"€ep=bep=p-SNRCp.
(b) Induktion tiber n: n =0 ist (a). n > 1:
Nach Induktionsvoraussetzung gibt es eine Kette Py C ... TP, in Smit P, N R =p;
(i=0,....n—1).
Sei S 1= S/‘anl’ R = R/pnfl' Dann ist S’/R' ganze Ringerweiterung.
Nach (a) gibt es in S ein Primideal ], mit B!, N R’ = p!, := pn/pn_l.
Dann gilt fir 9B, := pr—'(P,) (pr: S — S’ kanonische Projektion):
q3n N R =p, und ‘Bn 7é q:;n—l-
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2 Noethersche Ringe und Moduln

(c¢) Aus (b) folgt: dim S > dim R. Es bleibt zu zeigen: dim S < dim R.

Sei Po € ... TP, Kettein S, p;, =P, N R, i=0,...,n.
klar: p; ist Primideal in R, p; 1 C p;. Noch zu zeigen: p, | # p; fir alle 7.

Gehe iiber zu R/P¢_1 und S/mi_l, also ohne Einschrankung p;—; = (0) und B,;_, = (0).

Annahme: p; = (0)

Sei b € P, \ {0}. b ist ganz tiber R: b" + a, 16" '+ -+ +a;b+ ap = 0.
Sei n der minimale Grad einer solchen Gleichung.

Es ist ag = _b(bn—l —+ an,lb”_2 + -+ Cll) € RN ;BZ =p; = (O)
=0=—-bb"t+a, 0" 2+ - +ay)

Da S nullteilerfrei ist, muss gelten: "' +a, _1b" 2 +--- +a; = 0.
Widerspruch zur Wahl von n.

Folgerung 2.26
Sei S/R ganze Ringerweiterung, p bzw. 8 Primideale in R bzw. S. Ist p =P N R, so gilt:

p maximal <= ‘P maximal

Beweis

»,=": Sei P’ maximales Ideal in S mit P C P’. Dann ist P'N R = p weil p maximal = P’ = P.

Nach dem Beweis von Teil (c) des Satzes.

»<="“: Sei p’ maximales Ideal mit p C p’. Nach (b) gibt es ein Primideal ' in S mit ' N R = p’

md PCP = P =P=1p =p

B maximal

Satz 11
Sei k Korper, A endlich erzeugbare k-Algebra.

(a) In A gibt es algebraisch unabhéngige Elemente zi,...,z4 (fir ein d > 0), sodass A
ganz ist iber k[xy, ..., z4]. [Die Algebra k[zq,...,x4] ist dann isomorph zur Polynomal-
gebra k[Xq,...,Xy], da z1,..., x4 algebraisch unabhéngig sind. Ferner ist dann A als

klxy, ..., z4]-Modul endlich erzeugbar, da als Algebra endlich erzeugbar und ganz.]
(b) Ist I C A ein echtes Ideal, so kénnen in a) die z; so gewéhlt werden, dass INk[xq, ..., x4
(541, ..., xq) fir ein 6 < d.

(¢) dim k[xq,...,2q] =d (= dim A =d)

Beweis
(c) ,>“ Klar.
2<% Sei0 C p; € - C p,, Primidealkette in A. Ohne Einschrankung (Satz 10) sei
A=klxy, ..., x,].

Nach (b) existiert eine Einbettung B := Eklyi,...,ys) — A mit py N k[y1,...,y4] =

<y5+17 v 7yd)'
Beh.: 6 <d—1 (d.h. py Nk[y1,...,v4] #{0})
Denn: Sonst A ganz iiber B = p; = 0 (Satz 10, Beweis Teil (c)).

Sei nun A; = /pl,Bl = B/(P1 N B) = klyr, ..., ys). Ay ist ganz iber By, also ist nach

Satz 10 (c¢) dim A; =dim B, B

Weiter ist 0 = P1 p & P2 p &G pm/pl Primidealkette in Aj.
=m—-1<i<d—-1=m<
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(a)

2.7 Krull-Dimension

Sei A = klay,...,a,] (endliches Erzeugendensystem)
Induktion tiber n:

n = 1: A = kla]; ist a transzendent, so ist A = k[X]. Sonst: A = k[X]/(f) fir ein
irreduzibles f € k[X], also endliche Korpererweiterung von k.

n > 1: Sind a4, . .., a, algebraisch unabhangig, so ist A = k[X1, ..., X,,]. Andernfalls gibt
es F' € k[Xy,..., X, mit F(ay,...,a,) =0.

1. Fall: F = X+ 7 g, X¢ fiir ein m > 1 und g; € k[X4, ..., X, 1]

Aus F(ay,...,a,) = 0 folgt a, ganz tber k[ay,...,a,_1] =: A’. Nach Induktionsvoraus-
setzung existieren algebraisch unabhéngige Elemente x1, ..., 24 in k[aq, ..., a,—1], sodass
A" ganz tber k[zy,...,z4). A ist also ganz iiber k[xy, ..., z4], da A = A'la,].

2. Fall: F' beliebig, F' = 7", F; mit F; homogen vom Grad 1.
Ersetze a; durch b; == a; — Nja,, (1 = 1,...,n — 1, mit \; € k ,geeignet*). Dann sind
bi,...,bn—1,a, auch k-Algebra-Erzeuger von A. Das Monom ai* - - - aZ* geht iiber in

n—1 n—1

arr || (b + Nay)” = a2 || Nali + Terme niedriger Ordnung in a,,

i=1 i=1
= Fplag,...,a,) = Fp(A, .o, A1, 1) - @' + Terme niedriger Ordnung in a,

= F(ay,...,a,) = F(A1, ..., o1, 1) - @' 4+ Terme niedriger Ordnung in a,,

Ist Flu(A1, ..., An_1,1) # 0, so weiter wie in Fall 1.

Ist & unendlich, so kann man immer Ay, ..., A, finden, sodass F,,(A1, ..., A\u_1,1) # 0.
Ist k endlich, so hilft es, a; durch b; = a; — a¥ zu ersetzen.

Ohne Einschrédnkung sei A = k[z1,...,z4) (betrachte I' = I N k[xq, ..., z4]).
1. Fall: I = (f) Hauptideal, f # 0.
Setze yq = f, y; = x; — \jxq fir geeignete \; € k.
Dann ist f — y4 = 0 normiertes Polynom in x4 iiber k[yy, ..., y4] (vgl. (a))
Beh.: I N klyr,...,ya = (ya)
Denn: Sei g € I Nklyr,...,ya|, dh. g = h- f fir ein h € k[xq,...,24]. h ist ganz iiber
Elya, ... yal = ™ + by th™ P+ oo+ bih+ by = 0 (m > 1, b; € hlyy,...,v4]) =
9"+ b fg" T A D T g 4 by f =0
=Yd--
yq teilt also g™, d.h. g™ € (yq) P g € (ya)
2. Fall: Sei I beliebig. Induktion tiber d:
d=1: A= k[X] = jedes Ideal ist Hauptideal.
d>1:Sei fel, f#0.
Dann gibt es nach Fall 1 eine Einbettung k[y1,...y4 — A mit f = y,.
I':=1n0kly,... Yo
Nach Induktionsvoraussetzung gibt es Einbettung k[z1, ... zq—1] <= k[y1, ... Ya—1] mit I'N
klz1,...24-1] C (2641, --2q-1) firein 6 <d — 1.
= INklz1,... za-1, 2d) = (Z541, - - - Zd—1, Yd)
Folgerung: Fiir jede endlich erzeugte nullteilerfreie k-Algebra A iiber einem Korper £ gilt:

trdeg(Quot(A)) = dim A
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2 Noethersche Ringe und Moduln

Dabei bezeichnet trdeg(K) (der Transzendenzgrad von K tber k) die Maximalzahl
iiber k algebraisch unabhangiger Elemente in K, wenn K eine Korpererweiterung von k
ist.

§8 Das Spektrum eines Rings

Definition + Bemerkung 2.27
Sei R ein Ring.

a) Spec(R) :={p C R : p Primideal} heiit Spektrum von R.
b) Eine Teilmenge V' C Spec(R) heifit abgeschlossen, wenn es ein Ideal I C R gibt mit
V =V(I):={p € Spec(R) : I C p}

c¢) Die abgeschlossenen Teilmengen von Spec(R) definieren eine Topologie auf Spec(R), sie
heifit die Zariski- Topologie.

Beispiele

R =7: Spec(Z) = {(0)} U{(p) : p Primzahl}
V((p)) = (p) = (p) ist abgeschlossen in Spec(R) fiir jede Primzahl p.
V((0)) = Spec(Z).

I=nZ=V({I)={(p1),...(px)}, wenn n = pi* ---p* die Primfaktorzerlegung von n ist.

{(0)} = Spec(Z)

R = k[X]: {(0)} = Spec(R).
f € k[X] irreduzibel = (f) ist abgeschlossener Punkt.
k= C: f irreduzibel & f(X) = X — ¢ fir ein ¢ € C. = Spec(C[X]) = CU{(0)}

Beweis
c) Sei U C Spec(R) offen :< Spec(R) \ U abgeschlossen.

Zu zeigen:

(i) 0 ist abgeschlossen: ) = V(R).

Spec(R) ist abgeschlossen: Spec(R) = V((0)).

(ii) endliche Vereinigung von abgeschlossenen Mengen ist abgeschlossen.
Zeige dazu: V(L)U---UV (L) =V(LHNn---NL)=V({----- I,,)
denn: Ohne Einschrankung sei n = 2:
CSeipeV(h)=LCp=LNLCp=pecV(iNh).

,224 Sel p e V(LND), p¢ V(L)
Dann gibt es ein a € I \ p. Sei b € I5.

Dannist a-be 1 NI, C p. pp;lmbépﬁfng,dh p e V().

(iii) beliebiger Durchschnitt von abgeschlossenen Mengen ist abgeschlossen. Zeige dazu:
ﬂ V(L,) - V(Z [u)

denn: peN,V({,) < I, CpVv< Y, 1, Chp.
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2.8 Das Spektrum eines Rings

Bemerkung 2.28

a)
b)

Fir Ideale I; C Iy ist V(1) 2 V(I5).
Fiir jedes Ideal I C R ist V/(I) = V(v/I) = V(Rad(I))

Beweis
Sei p Primideal mit I C p, f € VI, dann ist f* € I fiir ein n > 1. :>f"6p :> fep

= VI Cp.

Die U(f) := Spec(R) =V ((f)), f € R\ \/@ bilden eine Basis der Zariski-Topologie.

Beweis

\/7 ﬂpESpec (U7A2b)

Also ist V(f) = Spec(R) < f € \/@ Fir f € R\ \/@ist also U(f) # 0.

Zu zeigen: Ist U C Spec(R) offen, U # 0, so gibt es ein f € R\ ﬂ mit U(f) CU.
2

Sei also U = Spec(R) )mit I ¢ \/> Fir f € ]\\/>1$t Clalso V(f) 2 V(I)
= U(f)CU.

Zusatz: U(f) = {p € Spec(R) : f ¢ p}.

Definition 4+ Proposition 2.29

a)

Ein topologischer Raum X hiefit ¢rreduzibel, wenn er nicht Vereinigung zweier echter
abgeschlossener Teilmengen ist.

Beispiele

R =C[X,Y],

V(X)) ={(X)} U{(X,Y —¢),c€ C}

V(Y) ={(Y)}U{(X —a,Y),a e C}.
V(X-Y)=V({(X))uV((Y)) = Achsenkreuz und (X), (V).

Eine abgeschlossene Teilmenge V(I) C Spec(R) ist genau dann irreduzibel, wenn I ein
Primideal ist.

Beweis
,=“Seien f1,fo € R, fi-fa€ I und f; ¢ I. Dann ist V(f1) 2 V := V(I).

Andererseits: V C V(f1 - f2) =V (f1) UV (f2)
= V=VnV(f)uVnV(f))
— VCV(fQ)ﬁfQEI

V irreduz.
=4S V() =V = V(L) UV (L) und V(L) £ V

dh I ¢ 1. Sei fy e L\ T

Andererseits ist V(I - L) = V() UV(L) =V =1 - L CVI=1

Fir jedes f € Iy ist also f1- f €1 fizl fel=0LCI=V({I)CV(l).

Folgerung 2.30
Ist Spec(R) hausdorffsch, so ist dim R =0
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2 Noethersche Ringe und Moduln

Beweis
Spec(R) hausdorffsch, = jede irreduzible Teilmenge von Spec(R) ist einelementig,.

U, U,

= Fir jedes Primideal p von R ist V(p) = {p}
= jedes Primideal in R ist maximales Ideal.

= X nicht irreduzibel.

Definition + Bemerkung 2.31
a) Fir eine beliebige Teilmenge V' von Spec(R) heifit

I(V)={p

pev

das Verschwindungsideal von V.
b) Fiir jedes Ideal I von R gilt:

Beweis
Nach UTA2dist VI= () p= (] p
p2I peV(I)
p Primideal
Folgerung

Ist V(I,) = V(I,), so ist I} = /L.

Definition + Proposition 2.32
a) Sei X ein topologischer Raum. Eine irreduzible Teilmenge V' C X heifit irreduzible
Komponente, wenn V maximale irreduzible Teilmenge ist bzgl. C.

b) Jeder topologischer Raum ist Vereinigung seiner irreduziblen Komponenten.

c) Ist R noethersch, so ist jede abgeschlossene Teilmenge von V' von Spec(R) endliche Ver-
einigung von irreduziblen Komponenten von V'; diese sind eindeutig bestimmt.

Beweis
b) Zu zeigen: jedes x € X ist in einer irreduziblen Komponente von X enthalten.

Sei C, :={U C X : z € U, U irreduzibel}.

C. # 0, da {z} € C,.

Seien (U;)ien in C, mit U; C U, fiir alle 1.

Sei U := U;en Ui, zu zeigen: U € C,, d.h. U irreduzibel.

denn: Sei U = VUW, V, W abgeschlossene Teilmengen von U. Dann ist U; = (U;NV)U
(U; " W) fir jedes i € N

Da U; irreduzibel, ist (ohne Einschrankung) U; N’V = U; fiir unendliche viele 1.

= U;CV =U=Ugiese i Us CV = UCV.

= U irreduzibel.

Mit dem Zornschen Lemma folgt: C, enthélt ein maximales Element.
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2.8 Das Spektrum eines Rings

¢) Ohne Einschrankung sei V' = Spec(R): Sei V = V() fiir ein Ideal .
V(D) = {p € Spec(R) : I C p} *=3 {p' € Spec(R/1)}
Aus 2.34b wird folgen: Die Abbildung ist ein Homéomorphismus.

Sei U die Menge der abgeschlossenen Teilmengen von Spec(R), die nicht Vereinigung von
endlich vielen irreduziblen Teilmengen sind. Weiter sei J := {I(V) : V € U}

Zu zeigen: U = ()

Anderenfalls ist auch J # (). Da R noethersch ist, enthélt J ein maximales Element I(V})
fur ein V) € Y.

V4 ist nicht irreduzibel.

Also gibt es abgeschlossene Teilmengen Vi, V5 von Vy mit Vy = V3 U V,, Vi #£ V #£ Vs,

Vi ¢ U firi=1,2,da I(Vy) G 1(V)

Also lassen sich V; und V5 als endliche Vereinigung von irreduziblen Teilmengen schreiben.

= V4 lasst sich auch als endliche Vereinigung von irreduziblen Teilmengen schreiben.
Widerspruch zur Wahl von V.

= 0 = ().

Sei also V =VyU .- UV, mit irreduziblen Teilmengen V;.

Noch zu zeigen:
e die V; sind (ohne Einschrankung) irreduzible Komponenten.
e FEindeutigkeit

denn:

Aus D) folgt: jedes V; ist in einer irreduziblen Komponente V. von V enthalten, also
V = Ui_, Vi; ohne Einschrankung alle V; verschieden.
Sei W irreduzible Komponente von V.

=W=U_,(Wn V;) €S gibt ein ¢ mit W C V;

W=V

W Komponente

Folgerung 2.33
Ein noetherscher Ring hat nur endlich viele minimale Primideale.

Beweis
Sei p € Spec(R) minimales Primideal. < V(p) C Spec(R) irreduzible Komponente.

Proposition 2.34
Sei a : R — S Ringhomomorphismus.
a) Die Abbildung ¢, : Spec(S) — Spec(R), p — a~!(p) ist stetig.
Eleganter: R — Spec(R) ist kontravarianter Funktor Ringe — top. Rdume
b) Ist a surjektiv, so ist ¢, injektiv und ¢, (Spec(S)) = V (Kern(«))

Beweis
a) a~!(p) ist Primideal:

Seien a,b € Rmit a-be a'(p) = afa-b) €p Z afa) €p = a € a(p)
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2 Noethersche Ringe und Moduln

©o stetig: Zu zeigen: fiir jede abgeschlossene Teilmenge V' = V(1) von Spec(R) ist ¢, (V)
abgeschlossen in Spec(S).
o (V1) = {p € Spec(S) : 1 € a}(p)} = {p € Spec(S) : a(l) € p} = {p € Spec(S) :
a(l)- S Cp}=V(a)-S)

b) Seien p,p’ € Spec(S) mit @, (p) = pa(p’)
= a”l(p) =a'(p) = ala”(p)) = ala™ () = p=¥

a surj.

§9 Diskrete Bewertungsringe

Definition 2.35

Sei K ein Korper.

Ein surjektiver Gruppenhomomorphismus v : K* — Z heifit diskrete Bewertung, wenn fir
alle z,y € K* mit x +y € K* gilt:

v(z +y) = min{v(z),v(y)}

Anmerkungen: Manchmal setzt man v(0) = co.
Da v Gruppenhomomorphismus ist, gilt: v(z - y) = v(x) + v(y) und v(1) = 0.

Beispiele
1.) K =Q, p € Z Primzahl.

Fir ¢ € Q\ {0}, a,b € Z schreibe a = p” - a’, b=p™ -b' mit pfa’, pt .
Setze v,($) :=n —m. Und es gilt: a + b FLEm (a' 4+ p™ 7).
vy, heiBlt p-adische Bewertung auf Q. Es gilt:
e v,(a) >0Va € Z v3(L) =0, v3(3) =2.
e v,(a+b) =min{v,(a),v,(b)}, falls vy(a) # v,(b).
2.) K = k(X) = Quot(k[X]) (k Korper).
Fir f = £ sei v(f) = v(f1) = v(f2).
a) v(f1) = ord,(f1) fiir festes a € k (Nullstellenordnung).
Es gilt va(f1 - f2) = va(f1) + va(f2)
va(f1 4 f2) = va((X —a)™ - g1 + (X —a)™ - g2)
R (X =)™ g+ (X —a) )
b) Fir f € k[X] sei v(f) = —deg(f).

Bemerkung 2.36
Sei v : K* — Z diskrete Bewertung. Sei p € R mit 0 < p < 1. Dann ist die Abbildung

x =20

0
| [o: K = R, |z|, =
pv(a:) cx e KX

ein Absolutbetrag auf K, d.h. eine Abbildung K — R mit:
(i) |z[,=0<2=0
(i) [z -yl =[]0 [ylo

(ifl) |z +ylo < |2lo + ylo
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In unserer Situation gilt sogar:
|z + y|, < max{|z|,, |ylo} < |z|o + |y|ls = ,nichtarchimedischer Betrag”

Weiter ist d(z,y) := |z — y|, eine Metrik auf K.

Zur Geometrie
Kreis um a mit Radius m: K, = {b € K : d(a,b) <r}.

Jeder Kreis hat mehrere Mittelpunkte:
Beh.: Fiir jedes d' € K, ist K,.(d') = K,(a)
Bew.: Sei b € K,(a), also d(b,a) <.

Dreiecksungleichung:
d(b,a’) < max{d(b,a),d(a,a")} <r =0be K,.(a)
<r <r

Es gibt kein allgemeines Dreieck:
Ist d(a,b) < d(a,c), also |a—b| < |c—al, soist |c—b| = |a—b+c—a| = max{|a—0|, |c—a|} = |c—a]
= jedes Dreieck ist gleichschenklig.

Erinnerung

R entsteht aus Q durch ,Vervollstandigung®:

C' := Ring der Cauchy-Folgen von Q (bzgl. | |)
N := Ideal der Nullfolgen in C' (maximales Ideal)

R:=C/N
Analog;:
Cp = Ring der Cauchy-Folgen von Q (bzgl. | |, :=| |,,)

N, := Ideal der Nullfolgen in C, (maximales Ideal)
Q, := C,/N, ,Korper der p-adischen Zahlen*

Bemerkung 2.37
Ist v diskrete Bewertung auf K*, so ist O, := {& € K* : v(z) > 0} U {0} ein Ring, genauer:
ein lokaler Ring mit maximalem Ideal m, := {z € K* : v(x) > 0} U {0}.

Beweis

O, ist Ring, da v(z + y) > min{v(x),v(y)} > 0 fir alle z,y € O,.

m, ist Ideal: Ist x € m,,, r € O,, soist v(z - r) = v(z) + v(r) > 0.

Firz e O,\m,={z € K:v(z) =0} ist v() = —v(z) =0 = L € O,(\m,) = z € O}.

Definition + Proposition 2.38
(a) Ein nullteilerfreier Ring R heifit diskreter Bewertungsring, wenn es eine diskrete
Bewertung v von K = Quot(R) gibt mit R = O,.

(b) Jeder diskrete Bewertungsring ist noethersch, lokal und eindimensional.

Beweis

Zeige mehr: R ist Hauptidealring.

R ist lokal v, sei m das maximale Ideal in R.

Beh.1: m ist Hauptideal.

Bew.1: Seit € Rmit v(t) =1 =t € m. Sei z € m\ {0}, y = 75 = v(y) = v(z) —v(t*®) =0
= yER = ax=t"".yc(t).

Beh.2: Jedes Ideal # 0 in R ist von der Form m” fiir ein n > 0.
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2 Noethersche Ringe und Moduln

Bew.2: Sei I C R ein Ideal, n := min{v(z) : * € I\ {0}}. Sei xy € I mit v(zy) = n =

v(f—}f

):Oit”:%-xoelim”:(t”)gﬂ

Umgekehrt: 2o = t" - 22 € (t").
Seizel =v(L)=v(®)—-n>0=z=t"-%¢c (") =1Cm"

tn tn

Satz 12 (Diskrete Bewertungsringe)
Sei R ein lokaler noetherscher Ring der Dimension 1 mit maximalem Ideal m und Restklassen-
korper k = R/m.

Dann sind équivalent:

(i)
(i)
(iif)

)

(iv

(v)
(vi)

R ist diskreter Bewertungsring
R ist (nullteilerfreier) Hauptidealring
R ist nullteilerfrei und m ist ein Hauptideal

es gibt ein t € R, sodass jedes x € R\ {0} eine eindeutige Darstellung = = w - t" hat mit
neN, ue R*

dimym/m? =1

R ist normal

Beweis

(i) = (ii) Proposition 2.38

(iv) = (i)

R nullteilerfrei:

Annahme: u - t" - v - t" =0 =w-v - t"" = N =" L) =" Ly -0 T =
(1+w-v)ttm T byv=1=u-v=0= Widerspruch zu v - v € R*.

Diskrete Bewertung:

Fir a =u-t" € R\ {0} setze v(a) = n. Fir z = § € K = Quot(R), a,b € R\ {0} setze
v(x) =wv(a) — v(d).

v(x) wohldefiniert: Ist x = ‘;—,/ mit o/, b’ € R\ {0}, soista-b' =da -b. Ausa=u-t" b=
vt =tV N = ot folgh w otV = o B o = e =
n'—m'=n—m.

v ist diskrete Bewertung: v(z-y) = v(u-t"-v-t") = v(u-v- ") = n+m = v(zx) +v(y).
v(z+y) "=" o™ (v +u- ™)) > m = min{v(z),v(y)}.

(ii) = (iv) Sei m = (¢). Sei « € R\ {0}. Da R noethersch ist, ist N,>om™ = (0) (Folge-

rung 2.22). Also gibt es ein (eindeutiges) n > 0 mit z € m" \ m"™! = Ju € R* mit
r = u-t". u ist eindeutig: Ware u - t" = v - t", so ware (u — v) - t" = 0, also ¢ Nullteiler
= Widerspruch

(i) = (v) m/m? ist k-Vektorraum: m, m? und damit m/m? sind R-Moduln. Fiir a« € m und
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2.9 Diskrete Bewertungsringe

ain R/m = k.

Es ist m? #m, da dim R = 1 (und R noethersch) = dim;, m/m? > 1.

m/m? wird von ¢ erzeugt (als R-Modul und damit auch als R/m-Modul) = dim; m/m? < 1
= dimy m/m? = 1.

(v) = (iii) Seit € m, sodass t € m/m? Erzeuger ist.
Mit Nakayama (Folgerung 2.21) folgt: ¢ erzeugt m.

(ii) = (vi) Jeder (nullteilerfreie) Hauptidealring ist faktoriell
= R ist normal. (Bemerkung 2.10)

(vi) = (iii) Sei K = Quot(R).
Seim:={reK:z-mCm}, m*:={zecK:2-mCR}
Offensichtlich: RCm C m™!

Beh. 1:
l)m=R

2) m™' £ R

1

3)m-m =R (m-m!

ist das von allen a -z, a € m, x € m~! erzeugte Ideal in

Dann sei t € m\m? = t-m~! C Rist Ideal in R. Wire t-m~! C m, so wire (t) =

t
t-m~'-m C m? = Widerspruch zu t ¢ m?. Also ist - m™! = R und (¢) Yimlm=m

1

Bew. 3: Aus RCm !l folgtmCm-m™. Wirem=m-m™}, sowirem Cm =R im

Widerspruch zu Beh. 2.).

Bew. 1: m ist Unterring von K.

Zeige: m ist ganz tber R (dann ist m = R, da R normal).

Es geniigt zu zeigen: m ist endlich erzeugter R-Modul.

Fir t € m\ {0} ist ¢-m C R, also endlich erzeugt, da R noethersch. Als R-Modul sind m
und ¢ - m isomorph.

Bew. 2: Seit € m\ {0}

Beh. 4: Es gibt ein n > 1 mit m" C (¢).
Sei n in Beh.4 minimal, y e m™ '\ (t), 2 :=% € K. Danmnistcem™:z-m=%.-m C

T-m" C R, aber z ¢ R, sonst wire y = x - ¢ € (t) = Widerspruch.

Bew. 4: \/6 = NpcRrep P =M.

Seien z1, ..., x, Erzeuger von m, v; € N (i = 1,...,r) mit z}" € (¢).

Fir N =1+, (v; — 1) ist dann m" C (¢), da m” erzeugt wird von den z{* - ...z
mit > v, =N = dy; = 1.
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1.5+
Beispiele
R = (/{:[X, Y]/(yZ _ X3 _ X2)>(X7y) ist nullteiler-
frei, eindimensional, lokal, noethersch aber kein dis-
kreter Bewertungsring.
Denn: das maximale Ideal in R ist kein Hauptideal:
m=(X)Y), f=Y?2—-X3(X+1)em?

0.5+

Es gilt dimg(m/m?) = 2, da X,Y linear unabhéingig | 1 S 1 1 !
in m/m2. Sei M das von X und Y in k[ X, Y] erzeugte ) o i o ' to
Ideal. m/m? = (9M/(f))/(M?/(f)) = M/ 05t

Geometrisch:

V() ={(z.y) ek flz,y) =0} = {(x,y) € k*:
y* =z + 1)}
Singularitat in (0,0) = (X,Y’) = “Newton-Knoten”.

-1.5-L

§10 Dedekindringe

Definition 2.39
Ein nullteilerfreier Ring heifit Dedekindring, wenn er noethersch, normal und eindimensional
ist.
Beispiele
1) Z, k[X] (k Korper)
2)
3) Hauptidealringe (nullteilerfrei)
4) der ganze Abschluss Qg von Z in Q(v/d) wobei d € Z quadratfrei.
{Z[\/E] d#1 mod 4
Oy =

ZIMYY d=1 mod 4

diskrete Bewertungsringe

Beobachtung: Es gibt Dedekindringe, die nicht faktoriell sind: Beispiel: Z[v/—5].
(2:3=(14++V-5)(1 —+/-=5)).

Definition + Bemerkung 2.40

Sei R nullteilerfrei, K = Quot(R)

a) Ein R-Untermodul I # (0) von K heifit gebrochenes Ideal von R, wenn es ein a €
R\ {0} gibt mit a- I C R. (Beispiel: (1) ist gebrochenes Ideal von Z, da n - (+) C Z mit
R=17.)

b) Fiir gebrochene Ideale I,J von R sei I -J der von allen a -b, a € I,b € J, erzeugte
R-Untermodul von K.

c) Die gebrochenen Ideale von R bilden mit der Multiplikation aus b) ein kommutatives
Monoid mit neutralem Element R.

d) Die Einheiten in diesem Monoid heiflen invertierbare (gebrochene) Ideale.
d.h. I invertiertbar < 3I' mit I - I' = R.

Beispiele
0) Jedes von 0 verschiedene Ideal in R ist gebrochenes Ideal.
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2.10 Dedekindringe

1) Jeder von 0 verschiedene endlich erzeugbare R-Untermodul von K ist gebrochenes Ideal.
denn: Seien x; = ‘;—11, e Ty = ‘;—Z Erzeuger von M (a;,b; € R) = fir b="5b;-...-b, ist
b-M CR.

2) Ist I gebrochenes Ideal, soist 7! := {z € K : - I C R} ebenfalls gebrochenes Ideal: fiir
jedesa € Iista-I"* CR.

I ist invertierbar < I-I~! = R.

3) R=Kk[X,Y],I=(X,Y)=I1"'=R.
denn: fir a = § € I"' muss gelten: a- X € R, a-Y € R.

4) Jedes Hauptideal # (0) ist invertierbar: (a) - (1 - R) = R.

Bemerkung 2.41
Jedes invertierbare Ideal von einem Integritédtsbereich ist endlich erzeugbar (als R-Modul).

Beweis
Sei I invertierbar, also I - ™! = R, dann gibt es a; € I,b; € [7' mit 1 = Y1 | a;b;
Beh: a4, ...a, erzeugen I.
denn: Seiael =a=a-1=a -2, ab; =" a;(ab;)
R

Satz 13 (Dedekindringe)
Fiir einen nullteilerfreien Ring R sind aquivalent:

(i) R ist Dedekindring oder Korper.
(ii) R ist noethersch und R, ist diskreter Bewertungsring fiir jedes Primideal p # (0) in R.
(iii) Jedes Ideal I # (0) in R ist invertierbar.
(iv) Die gebrochenen Ideal in R bilden eine Gruppe.
(v) Jedes echte Ideal in R ist Produkt von endlich vielen Primidealen.
)

(vi) Jedes echte Ideal besitzt eine eindeutige Darstellung als Produkt von endlich vielen Prim-
idealen.

Beweis
Beweisplan:

\m/
e

(vi)

/
\

Sei p # (0) Primideal im Dedekindring R. = R, noethersch, dim R, = lat(p) = 1, da
dim R = 1.
R, normal: Sei a € K = Quot(R) = Quot(R,) ganz itber R,.
Dann gibt es eine Gleichung: a™ + 37— ls’la =0mitb; € R,s; € R\ p
= (s-a)" + X" bi(sa)’ = 0 mit b; € R, s := [ s
= s-a€R=a=""€R,

R normal s¢p
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2 Noethersche Ringe und Moduln

(iii) = (iv) :
Sei (0) # I C K gebrochenes Ideal, a € R\ {0} mit a-I C R. (1:>u) a - I invertierbar. =
R=(a-I)-I'"=1-(a-1I') = I ist invertierbar.
(i) = (iii) :
Sei I # (0) Ideal in R. K = Quot(R). "' :={zx € K:xz-1C R}
Zu zeigen: I - I71 = R.
Annahme: I- 17" G R:
Dann gibt es ein maximales Ideal m von R mit I -7~! C m.
= R, ist diskreter Bewertungsring.
= [ - R, ist Hauptideal, d.h. I - Ry =2 - R, fireina € [,s € R\ m

e
b _

2 a T
1 s

Seien by, ..., b, € I Erzeuger (R ist noethersch). = o fiir gewisse r; € R, 5; € R\m
Seit=s-T[,s. Esgilt: t € R\ m.
Fﬁrjedesizl,...nistﬁ-bi:ri-si-...-é-...-snGR.
=tel''=st=a-tel - I"" Cm Widerspruch.

(iv) = (i) :

R noethersch: Nach Bemerkung 2.41 ist jedes invertierbare Ideal endlich erzeugbar.
R normal: Sei x € K ganz iiber R. = R[] ist endlich erzeugbarer R-Modul, also gebro-
chenes Ideal (Beispiel 1). (1:>V) R]z] ist invertierbar.

Da R[x] Ring ist, gilt R[z] - R[z] = R[z]. = R[x] = R (neutrale Element).

R][z] invertierbar

=z € R.
dim R < 1: Sei p # (0) Primideal in R, m C R maximales Ideal mit p C m.
=mtpCm'im=Rundm: (mlp) =p.

(iv

=—> m=podermlpCp.
p Primideal

Falls m~'p Cp = m~' C R. Widerspruch (da sonst m™' - m C m)
.p_

(iii) = (v) :
Sei I # (0), I # R Ideal in R.
Setze Iy := 1.
Definiere induktiv: I,, fir n > 1:
Ist 1,1 # R, so sei m,,_; maximales Ideal mit I,  Cm,_; und [, := n,lmgil CR.
Esist I,,_1 C I,
Wire I, = I,,_1, so wére m;ll = R. Widerspruch zu m;ll -m,_; = R.
Da nach 2.41 R noethersch ist, wird die Kette Iy G I G I, & - - - stationar.
= Inmit R=1, =L, m;", =1, omtom = = I [["o) m*
= =1 = [ m,
(v) = (vi) :
Sei py -+ Pp = q1 - - qy mit Primidealen p;, q;. Zu zeigen: n = m und p; = q,(; fir eine
Permutation o € S,;:

Induktion iber n:
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2.10 Dedekindringe

n=1p=p =q qnm p:} Jip mit q;, C p. Umgekehrt ist p C q; fiir jedes . =
prim

P =4

n > 1: Ohne Einschrédnkung p; minimal bzgl. C in {py,...p,}.

Aus [Tg; € IIp; € qi, = Fjo mit pjy S a5 S Pp1 = P1 = iy = P2 Pn =

p1 minimal (iii)

q1---ig - - - 9m = Behauptung aus Induktionsvoraussetzung,.

(v) = (iii) :
Sei I # (0), I = py---p, mit Primidealen p;. Ist jedes p; invertierbar, so ist [t =
pi'...p7tund I- 171 = R. Also ohne Einschrinkung I = p Primideal.
Sei a € p— {0}, (a) =q1 ...q, mit Primidealen q; = q; C p fiir ein 7.
q; ist invertierbar: q; ' =< - R-qy-- ;- qp
Es geniigt also zu zeigen: ¢; = p
Beh. 1: Jedes invertierbare Primideal q in R ist maximal.
Bew. 1: Ist q nicht maximal, so sei x € R\ q mit q + (z) # R.
Beh. 2: Dann ist (q + ())? = q + (z?)

Dannist 4 C q -+ (+%) = (q+ (2))” C ¢+ (x) (+)

Weiter ist ¢ C > +q - ()

denn: Sei b € q, schreibe nach (*) b = ¢+ rz mit ¢ = ¢*,r € R, dabei ist r € q, da
r-z€qund z ¢ q.

=q=q>+q- (z) (,2¢ ist trivial)

= q=q(q+ (2)) = R = q+ (z) Widerspruch.

q invertierbar

Bew. 2: ,C* v/, D%
Schreibe beide Seiten als Produkt von Primidealen.
q+(z) =p1--ar, a+ (2%) = a1 qs
In R/q ist dann: (Z) =p1---p,, (T)> =01 - qs =p3---q°
(z), (z*) invertierbar. = p;, q; invertierbar.

= 0= ﬁg(i) = ohne Einschrankung q; = p?.
5(iil) + (v) = (vi)

Satz 14

Sei R ein Dedekindring, K = Quot(R), L/K endliche separable Korpererweiterung. S der
ganze Abschlufl von R in L.

Dann ist S ein Dedekindring.

Beweis

dim S =1 : Folgt aus Satz 10(c)

S normal:

Sei x € L ganz tber S, also 2" + Z?;ll a;xz' = 0 mit @; € S. Sei S" der von R und aq,...,a,1

erzeugte Unterring von S. S’ ist endlich erzeugbarer R-Modul, da die a; ganz tiber R sind.
S[X] ist endlich erzeugter S’-Modul und damit endlich erzeugbarer R-Modul = z ist ganz
iiber R=z € S.

S noethersch:

Beh. 1: Es gibt ein primitives Element o von L/K mit o € S.

Bew. 1: Sei & € L primitives Element, also 1, &,a?,...,a" ! ist K-Basis von L (n := [L : K]).
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2 Noethersche Ringe und Moduln

Sei & = Z?;OI c; &t fiir gewisse ¢; € K, i = 0, . — 1. Schreibe ¢; = ZT mit a;,b; € R, b :=
[17=y bi. Setze o :=b - = ™ = b - :Lolczoz =31t = a€ S
——
€R
1,a,0?,...,a" ! linear unabhingig:
Sei ol =0 = 2 NE =0= NV =0Vi
Sei nun K ein algebraischer Abschluss von K. Seien oy, ..., 0, die verschiedenen Einbettungen

von L in K, also die Elemente von Hom(L, K).
d:=d(a) = (det(o;(a?1); j=1.._n))? heiBt die Diskriminante von L/K (bzgl. «).

Beh. 2

(a) d#0
(b) S ist in dem von d, T %_1 erzeugten R-Untermodul von L enthalten.

Dann ist S als Untermodul eines endlich erzeugbaren R-Modul selbst endlich erzeugbar und
damit noethersch (weil R noethersch ist).

77777

Bew. 2:
1 1 1
o1(a) o () on(@)
(a) d=det| oi1(a)®  o3(a)’ op(a)? | Vendemonde [1(oi(a) = 05(a)) # 0
o1 (@)1 oy o (@)1

(b) Fiir 2 € L sei Spur(z) :== X", 04(z) € K
Spur(z) € K : Fiir 0 € Autg (K) ist 0 o 0; € Homg (L, K)
o(Spur(x)) = 2", (0 0 0;)(x) = Spur(z) € KAMKE) = [
Seiz €S, x =3} cjof mit ¢; € K.
C1
Beh. 3: c= | 1 | ist Losung eines LGS A-c=bmit b € R" und A € R™*" mit det A = d.
Cn
Nach der Cramerschen Regel ist dann ¢; = C:ftt’:l wobei A; aus A dadurch entsteht dass die i-te

Zeile durch b ersetzt wird. = ¢; € 1R = llegt in dem von d, IR T erzeugten R-Modul.

Bew. 3: Furi=1,...,nist Spur( ) =35 Spur((@ e/ )e) € K () ganz iiber R

= Spur(a’~'z) € R= A := (Spur(a’ '/ 1), ;=1 ,) € R
Spur(zx)
Spur(ax)
b:= ) € R (%) heiit A-c=0b.
Spur(a™'z)

Noch zu zeigen: det A = d.

Nach Definition ist d = (det B)? mit B = (o;(a?™1); ;)

= BT - B = (8;;) mit 8;; = >}, o(a" Hor(ai™!) = Spur(a’~tai™t)
= BT .B=A= detA=(det B)>=d

Beispiele

K =Q, L = Q(vD), D quadratfrei, R = Z.

Wasistd?a:\/ﬁ,alzid,ag(a+b\/ﬁ):a—b\/ﬁ
s L 1
~lvp —vp
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2.11 Primérzerlegung

d = (det B)? = (=2v/D)? = 4D

§11 Primarzerlegung

Beispiele
R=Fk[X,Y]. I = (X?Y) hat keine Darstellung als Produkt von Primidealen.
denn: Ware I = pi*---p¥ mit paarweise verschiedenen Primidealen p;, so wére VI =

pr-p,=(X,)Y)=m.alsor=1, p; =m. Aber:mglng.

Definition + Bemerkung 2.42
Sei R Ring, g C R echtes Ideal.

a) q heiBt Primdrideal, wenn fiir alle a,b € R mit a-b € qund a ¢ q gilt: es gibt einn > 1
mit 0" € q.
b) Ist q Primérideal, so ist p = \/q Primideal. p heifit zu q assoziiertes Primideal.

Beweis
Seien a,b € Rmit a-b € \/q = a"b" € q fir ein n > 1.

Istagé\/ﬁ,soistangéq]?f(b")mEq:>b€\/ﬁ

¢) q Primérideal < jeder Nullteiler in R/q ist nilpotent.

Beispiele
1) Ist p € R ein Primelement, so ist (p™) = (p)" Primérideal fiir jedes n > 1.
denn: Seien a,b € R mit a-b € (p”) und a ¢ (p") Ist b € (p), so ist b™ € (p").
Anderenfalls ist @ € (p). Dann gibt es 1 < d < n mit a € (p?) \ (p?™!) = a = p? - u mit
u€ R\ (p). Dannist u-b ¢ (p) = a-b=p?-u-b¢ (p!) Widerspruch.
2) Ist R Dedekindring, so sind die Priméarideale genau die Potenzen von Primidealen.

denn: Ist q Primérideal, q = p7* - - - p¥ die Zerlegung von ¢ in Primidealen.
=V9=pr-p = r=1L

v/q ist prim
Sei umgekehrt q = p™ fiir ein Primideal p, n > 1. Seien a,b € R, a-b € p", a ¢ p™. Nach
Satz 13 ist R, Hauptidealring. D.h. pR, wird erzeugt von einem 2, wobei p € p,s € R\ p
= p"R, = (pR,)" ist Primideal.
sp
Ist a € p"R,, soist a = i’—Z% mitu € Rt € R\p=1t-5"-a €p" = a € p". Widerspruch.

Anderenfalls ist b™ € p" R, fir ein m und damit b € p und b" € p".

Bemerkung 2.43 r

Sind Iy, ... I, p-primdr (d.h. I; primér und \/I; = p), so ist auch I := () I; p-primér.
i=1

Beweis

Seien a,b € R mit a-b € I, a ¢ I. Dann gibt es ¢ mit a ¢ I; = b™ € I; fir ein n; > 1 =
be\/_i:p:>Fi'1rj:1,...rgibtesnjZlmitb”fEIj:b“EIfﬁrn:maxg?zlnj.

Definition 2.44
Sei [ Ideal in R.
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a) Eine Darstellung I = gq; N --- N q, heit Primdrzerlegung von I, wenn alle q; priméar
sind.

b) Eine Primarzerlegung heiit reduziert, wenn /q; # ,/q; fiir i # j und kein q; weggelassen
werden kann.

c¢) Besitzt q eine Primérzerlegung, so auch eine reduzierte.

Satz 15 (Reduzierte Priméirzerlegung)
Sei R noetherscher Ring.

Dann hat jedes echte Ideal in R eine reduzierte Primarzerlegung. Die assoziierten Primidea-
le sind eindeutig. Die Primérideale, deren assoziierten Primideale minimal unter den in der
Zerlegung vorkommenden sind, sind ebenfalls eindeutig.

Beweis

Sei B = {I C R Ideal : I besitzt keine Primérzerlegung}. Ist B # (), so besitzt B ein maximales
Element I. Da [y nicht primaér ist, gibt es a,b € R mit a-b € Iy und a ¢ Iy und o™ ¢ I, fur
alle n > 1.

Ziel: Konstruiere Ideale I und J mit Iy = I N J und I # Iy # J. Dann haben I und J
Primérzerlegungen, also I, auch. Widerspruch!

Firn>1sei I, :={c€ R:c-b" € Iy}. I, ist Ideal mit Iy C I, C I,,41. Da R noethersch ist,
gibt es k € N mit I,, = I, fir alle n > k. Setze I := I,,. Beachte a € I; \ Iy C I\ I,.

Sei J := Iy + (b) 2 Iy, da v ¢ .

Beh: INnJ =1,

denn: ,D“ v, C“Seiy € INJ,alsoy = x + b - v (fiir ein x € Iy,7 € R) und y - b* € [y =
y-bF=b* . rtax- b= =gttt =rch,=01,=1r-Fecly=ycl,.
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Vokabeln

Abbildung Nullstellenmenge, 29
alternierende, 15 p-adischen Zahlen, 49
graderhaltende, 32 Potenz
symmetrische, 15 symmetrische, 15

abgeschlossen, 44 .

Abachl auflere, 15

bschluss Primideal
ganzer, 28 assoziiertes, 57

Absolutbetrag, 48 Primidealkette, 40

Algebra Hohe, 40
symmetrische, 16 Primérideal, 57
auflere, 16 Priméarzerlegung, 58

Basis, 6 reduziert, 58

Bewertung R-Algebra, 13
diskrete, 48 -

. R-bilinear, 9
p-adische, 48 R-linear. 5

de Rham-Komplex, 21 R-Modul, 5

Dedekindring, 52 -Homomorphismus, 5

Derivation, 16 dualer, 5

flacher, 12

Graimann-Algebra, 16 )

' freier, 6

Hilbert graduierter, 32
—Pol.ynom, 33 injektiver, 7
-Reihe, 34 noetherscher, 25

homogen projektiver, 7
Elemente, 31 Ring
Ideal, 31 diskreter Bewertungs-, 49

Ideal ganz abgeschlossener, 28
gebrochenes, 52 graduierter, 31

Invariantenring, 35 noetherscher, 25

irreduzibel normaler, 28
Komponente, 46 Ringerweiterung, 13
topologischer Raum, 45 ganze, 27

Jacobson-Radikal, 38 Spektrum, 44

Kategorie Tensorprodukt, 9
abelsche, 5 Transzendenzgrad, 44
R-Mod, 5 Twist, 32

Krull-Dimension, 40 Verschwindungsideal, 30, 46

linear unabhangig, 6 Zariski-Topologie, 44

Normalisierung, 28
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