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1 Gruppen

1.1 Grundlegende Definitionen

Definition 1.1.1
Sei M eine Menge.

(a) Eine Verkniipfung auf M ist eine Abbildung - : M x M — M
(b) Eine Menge M zusammen mit einer Verkniipfung - heilt Magma.

(c) Eine Verkniipfung - : M x M — M heifst assoziativ, wenn

Vx,y,zeM:(x-y)-z=x-(y-2)

(d) Eine Halbgruppe ist ein assoziatives Magma.

(e) e € M heiRt neutrales Element fiir die Verkniipfung -, wenn

VeM: x-e=e-x=x

(f) Eine Halbgruppe mit neutralem Element heift Monoid.

g) Eine Gruppe ist ein Monoi ,+), in dem es zu jedem x € G ein x' € G gibt mit
Eine G ist ein Monoid (G, ), ind jed G ein x' € G gibt mi

x" heit dann zu x inverses Element.

Bemerkung 1.1.2
Sei (M, -) ein Magma.

(a) In M gibt es hochstens ein neutrales Element.

Beweis: Sind e, € neutrale Elemente, soist e=e- ¢’ = ¢’ [ |

(b) Ist M Monoid, so gibt es zu x € M hochstens ein inverses Element.

Beweis: Seien x’, x” zu x invers, soist X' = (X" - x) - X' =x"- (x - x') = x"}
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Definition + Bemerkung 1.1.3
Magma
Halbgruppe
Monoid

Gruppe

Sei (M, ) ein(e)

(a) U C M heift Unter—{ . } wenn U - U C U und (U, -) selbst ein(e) { . }ist.

(b) U C M Unterhalbgruppe < U-U C U
(¢) U C M Untermonoid < U-UC Uund e U
(d) U C M Untergruppe & U#QundVx,y e U:x -yt eU

Beweis: "<":
Seixe U = e=x-x"1€ U= mit x ist auch x~ ! in U= mit x, y ist auch
xy=x(y 1) teu [

Bemerkung 1.1.4
Sei (M, -) Monoid. Dann ist M* := {x € M : es gibt inverses x~! zu x € M} eine Gruppe.

Beweis:
ee€ M* dae-e=e, also M*#(.Sind x,y € M¥, soist x-y € MX, da xy-(y tx71) =
e = - ist Verkniipfung auf M* = (MX, ) ist Gruppe. [ |

Definition + Bemerkung 1.1.5
Seien (M, ), (M', %) { ' }

(a) Eine Abbildung f : M — M’ heift Homomorphismus, wenn V x,y € M :
fx-y)=1f(x)*f(y) (i)
Hat M ein neutrales Element, so muls aullerdem gelten:
fle)=¢ (ii)

(b) Ist f: G — G’ Abbildung von Gruppen, die (i) erfillt, so ist f Homomorphismus.

Beweis: f(e) = f(e-e) = f(e)*f(e) Q= f(e) u

(c) Ein Homomorphismus f : M — M’ heift Isomorphismus, wenn es einen Homo-
morphismus g : M’ — M gibt, mit fog = idy und go f = idy

(d) Jeder bijektive Homomorphismus ist Isomorphismus.



1.2 Beispiele und Konstruktionen

Beweis: Sei f : M — M’ bijektiver Homomorphismus und g : M’ — M die
Umkehrabbildung. z.z.: g ist Homomorphismus.

Seien x,y € M’. Schreibe x = f(X),y = f(y) fir passende X,y € M =
g(x-y) = g(f(x)-£(9)) = 9(f(%-y)) = x-y = g(f(%))-9(f(¥)) = 9(x)-9(y)
|

(e) Die Komposition von Homomorphismen ist wieder ein Homomorphismus.

Definition 1.1.6
Sei f : M — M’ Hom von { Z }

(a) Bild(f) :={f(x) : x € M} C M ist ein Unter—{ }

Beweis: Sind x,x’ € M, so ist f(x) * f(x') = f(x-x') € Bild(f). Sind
M, M’ Monoide, so gilt: f(e) = € € Bild(f). Sind M, M" Gruppen, so gilt:
f(x)"t=f(x1) eBild(f),daf(x-x1)=f(e)=¢ =Ff(x)xf(x!) =

(b) Sind M, M’ Monoide/Gruppen, so ist Kern(f) := {x € M : f(x) = €} Untermonoid/-
gruppe von M.

Beweis: x,y € Kern(f) = f(xy) = f(x) xf(y) = e'xe =€ = xy €
Kern(f), e € Kern(f) v/
x € Kern(f) = f(x 1) =f(x)"L = (&)t = €& = x7! € Kern(f) [

(c) Sind G, G’ Gruppen, so ist f genau dann injektiv, wenn Kern(f) = {e}

1.2 Beispiele und Konstruktionen

(1) Sei M eine Menge.
MM = {f : M — M Abbildung } ist mit der Verkniipfung - ein Monoid. (MM)X =
{f : M — M bijektiv } =: Perm(M) = Sy,.
insbesondere: M = {1, ..., n}:Sp, ;= Salst(M,-)ein { },so ist End(M) :=

{f € MM : f Hom.} ein Untermonoid von MM und
Aut(M) := Perm(M)N End(M) Untergruppe von Perm(M)

(2a) Sei X Menge, M ein(e) { : } Dann ist MX = {f : X — M Abbildung } mit der
Verkniipfung (f - g)(x) = f(x) - g(x) ein(e) { I }

(2b) Ist (M, ) Halbgruppe, (H, +) kommutative Halbgruppe, so ist Hom(M, H) := {f €
HM - f Homomorphismus} eine kommutative Unterhalbgruppe von HM.
denn: Sind f, g : M — H Homomorphismen, so ist Vx,y € M:
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(F+9)(x-y) =fx-y) +9(x-y) =)+ F(y) + 9(x) + 9(y) = F(x) + 9(x) +
fFy)+9(y) = (F+9)(x) + (F+9)(y)

(3) Sei I eine Indexmenge. Fiir jedes i € I sei (M, -) ein(e) { : }
a) H M; ist mit komponentenweiser Verkniipfung ein(e) { Z }

icl
b) Sind M; Monoide, so ist
@ M = {(xi)iel € H M;, x; = e; ffa.i}
icl icl
ein Monoid.

Definition + Bemerkung 1.2.1

(a) ][ heikt direktes Produkt
& heilt direkte Summe

(b) Ist I endlich, so ist [T M; = @ M,
(c) Sei M ein(e) { . }und fir jedes i € I : gi : M — M; ein Homomorphismus. Dann

gibt es genau einen Homomorphismus G : M — H M;, so dass g; = prio G, wobei
i€l
pri - H M; — M; Projektion.
Jj€l
Beweis: Setze G(m) := (mj)je; mit m; = gj(m) fir m € M. G ist Homo-
morphismus. v
G ist eindeutig, da pri(G(m)) = g;(m) sein muss. [ |

(d) Ist (M, +) ein kommutatives Monoid, und fiir jedes / € | f; : M; — M ein Homo-
morphismus, so gibt es genau einen Homomorphismus

F:@/\/IJ—H\/I, so dass fiir jedes i € | : f; = F o v;, wobei u,-:M,-—>@MJ

Jjel Jjel
Ny S L

m — (m;j)jes, wobei m; = { e sonst

Beweis: Setze F((m;));e/) = Z fi(mj)
Jel

Brauche: F((e, ..., e,me, ..., e)) = F(vi(my)) < fi(m;)
= F((e, ..., e.mie, ....e,me,..., e) = film) + film) =
F((e, ..., e,me, ..., e))+ F((e,..., e,mj,e, ..., e)) [ |



1.2 Beispiele und Konstruktionen

oo

(4) Sei S eine Menge ("Alphabet”) F2(S) = U S™ ist Halbgruppe mit Verkniip-

n
fung "Nebeneinanderschreiben” (xq, . . ., Xn)-(V1, - Ym) = (x, ..., X Vir oo, Ym)
ES” esm 65/1+m

F3(S) heiBt freie Halbgruppe oder "Worthalbgruppe” iiber S.

Definiert man S° := {e}, dann ist FZ(S) = U2, S" ein Monoid mit neutralem
Element &, dem ,leeren Wort". Fiir S = {1} ist FZ(S) = (No, +).

Bemerkung 1.2.2
Ist (H,-) Halbgruppe, f : S — H eine Abbildung, so gibt es genau einen Homomorphismus
@ : F3(S) = H mit @(s) = f(s) fiir alle s € S, wobei man S als S* C F3(S) auffasst.

Beweis: Fiir (x, ..., Xp) € S" muss gelten: o(xq, .. ., Xn) = @(x1) - (xp) = F(xq) -
-+ - f(x,). Also ist ¢ eindeutig und existiert, da es so definiert werden kann. [ ]

Bemerkung + Definition 1.2.3
Sei (M, -) ein Monoid und (G, -) eine Gruppe

(a) Fiir x € Mist @y : Ng = M, n+— x" ein Homomorphismus.

(b) Firge G, soist pg:Z — G, n— g" ein Gruppenhomomorphismus.
(c) (g) := Bild(gg) heifst die von g erzeugte zyklische Untergruppe von G.
(d) G heiBt zyklisch, wenn es ein g € G gibt mit (g) = G.

(e) [{g)| € NU {oc} heift Ordnung von g

(f) Ist G endlich, so heift |G| die Ordnung von G.

Definition + Bemerkung 1.2.4 (Satz von Cayley)

(a) Fiir g € G heit die Abbildung 74 : G — G, h+— gh die Linksmultiplikation mit g.
(b) Fiir jedes g € G ist T4 bijektiv, da 741 die Umkehrabbildung ist.

(c) Die Abbildung:
T © G — Perm(G)
g Ty

ist ein injektiver Gruppenhomomorphismus.

Beweis:

(1) 74 € Perm(G) : 74 ist bijektiv mit Umkehrabbildung 7,41
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(2) 7 ist Homomorphismus: 7(g192) = 7(g1) © 7(g2), denn: Vx € G : 7(g1
92)(x) = (9192)x = 91(92X) = T4, (T4, (x)) = (Tg © Tg,) (x)

(3) Kern(7) = {e}, denn ist 7(g) = idg, so ist Vx € G : T4(x) = gx = X, also
g=e "

Definition + Bemerkung 1.2.5
Sei G Gruppe, g € G

(a) Die Abbildung ¢4 : G — G, x + gxg~! ist ein Automorphismus, sie heift Konju-
gation mit g.
Beweis: ¢, ist Homomorphismus: ¢g(x1x2) = g(x1%2)g~*

cg(x1)cg(x2) = (gx1971)(9%97 ") = c4(x1) - ¢4(x2)
Cq ist bijektiv: Die Umkehrabbildung ist cg-1 [ |

(b) Die Abbildung ¢ : G = Aut(G), g — ¢4 ist ein Gruppenhomomorphismus.

Beweis: Vx € G : c(g192)(x) = (9192)x(9192) " = g1(9oxg5 )gr ! =

(c(g1) 0 c(g2))(x) [ |

1

(c) Die Elemente von Bild(c) =: Aut;(G) heien innere Automorphismen von G.

(d) Z(G) := Kern(c) heift Zentrum von G. Esist Z(G) ={g € G:Vx € G : gx =
xg}

(e) Eine Untergruppe N C G heift Normalteiler in G, wenn Vg € G : ¢g(N) € N.
Aquivalent: Vg€ G,x € N1 gxg L € N

(f) Ist f : G — G’ Gruppenhomomorphismus, so ist Kern(f) Normalteiler in G.

Beweis: Sei x € Kern(f), g € G. Danniist f(gxg~!) = f(g)f(x)f(g) "t = €.
—

(9) Aut;(G) ist Normalteiler in Aut(G)

Beweis: Sei ¢ € Aut(G), g€ G :zz.: ¢ -cy- ! € Auti(g).

Esist (¢ - cg- 0 1) (x) = 0(cg(9™ (X)) = @(g- 7' (x)-g7") = w(9) -
(e (x) - (g™") = 0(9) - x-0(9) " = Cpig)(X) = PocgopT! = cyg) €
Aut,—(G) |

10



1.2 Beispiele und Konstruktionen

Definition + Bemerkung 1.2.6
Sei G Gruppe, H C G Untergruppe.

(a) Firge G heitt g-H = {g-h: h e H} = 74(H) Linksnebenklasse von G bzgl. H
und H-g=1{h-g: he H} Rechtsnebenklasse

(b) Firgy, o€ Ggilt: ggHNgoH £ D= g1H = g H

Beweis: Sei y = g1h1 = goho € gtHN gH und hl, h2,h € H = ¢, =
gohhit = gih = gohhi* € goH = g1H C goH, die Umkehrung folgt
analog. [ |

(c) H ist genau dann Normalteiler, wennVge G:g-H=H-g

Beweis: gH = Hg < H = gHg™* [ |

(d) Alle Nebenklassen von G bzgl. H sind gleichméachtig.

Beweis: 7, : H — g-H, h~ g- hist bijektiv. [ |
e-H

(e) Die Anzahl der Linksnebenklassen bzgl. H ist gleich der Anzahl der Rechtsneben-
klassen. Sie heift Index [G : H] von H in G.

Beweis: Die Zuordnung

{Linksnebenklasse} — {Rechtsnebenklasse}
g-H — H-g!

ist wohldefiniert und bijektiv.

Wohldefiniertheit: ist giH = goH, also go = gih fiirein h€ H= Hg,' =
H(gih)™ = H-h=tgr = Hg;! u

(f) Satz von Lagrange: Ist G endlich, so ist

G|

[G:H]:“_”

Beweis: G ist disjunkte Vereinigung der [G : H] Linksnebenklassen bzgl. H.
Diese haben alle |H| Elemente. [ |

11
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1.3 Quotientenbildung

Definition + Bemerkung 1.3.1
Sei f : M — M’ eine Abbildung von Mengen.

(a) Die Relation ~¢ auf M : x ~¢ y < f(x) = f(y) ist eine Aquivalenzrelation.

(b) Firx e Mseix :=[x]fi={yeM:y~x}t={yeM:f(y)=Ff(x)}. Esist
% = F1(F(x)

Weiter sei M := M/ ~¢:= {x : x € M}
(c) f: M — Bild(f), x = f(x) ist eine bijektive Abbildung.

Definition 1.3.2
Ist (M,-) und (M, %) ein { Z } und (M,-) — (M', %) ein Homomorphismus, so wird

durch X-y := X~y eine Verkniipfung auf M definiert. So wird (M, -) auch zu einem { : }

Beweis: z.z.: - ist wohldefiniert. Seien also x’ € x,y’ € y zu zeigen: x’ -y’ = x-y dh.
f(x'-y") = f(x-y) dh. f(xX) = f(x). f(y)) = f(y) Esist (X" -y') = f(x) = F(y') =
fOx) = fy) =1f(x-y) n

Definition + Bemerkung 1.3.3
Sei f : G — G’ Gruppenhomomorphismus.

(a) G = G/ ~y ist die Menge der Linksnebenklassen bzgl. Kern(f) also ist fiir jedes
g€ G:[g]r =g Kemn(f)=Kern(f)-g.

(b) G = G/ Kern(f) heiRt Faktorgruppe von G bzgl. Kern(f).

Beweis: Seien x,y € G. Danngilt: x =y & f(x) = f(y) & f(x) - f(y !) =
e & xy7! € Kern(f) & y = (xy7 1) Ix € Kern(f) - x & x7ly €
Kern(f) & y = x(x7ly) € x-Kern(f) & y - Kern(f) = x - Kern(f)
|

Beispiel: exp : (R, +) — (CX,-), t — 2™t ist ein Gruppenhomomorphismus. Es ist
exp(t1) = exp(tp) <= 1= e* ("t «— t, — t; € Z, also ist Kern(exp) = Z.

Die Abbildung [0,1) — R/Z, t — [t]r ist bijektiv, spiegelt aber die Eigenschaften
dieser Gruppe nicht wieder. Besser geeignet ist die Bijektion R/Z, t s 2™/t
Bemerkung 1.3.4
Sei G Gruppe. Esist N C G Normalteiler, genau dann, wenn es eine Gruppe G’ mit einem
surjektivem Gruppenhomomorphismus f : G — G’ und N = Kern(f) gibt.

12



1.3 Quotientenbildung

Beweis: Die Richtung <= folgt aus f). Sei G’ := {x-N,x € G} (C P(G))
Fir x,y € G setze (x- N)(y - N) = (xy - N)
Behauptung: (G, -) ist Gruppe, denn:

(i) Die Verkniipfung ist wohldefiniert: Seien x, x’,y,y' € G mit x-N=x"-N, y- N =
y'+ N. Dann gibt es n,m € N mit X’ = xn,y’ = ym = x',y' = x(ny)m. Da N
Normalteiler ist, gibt es n’ € N mit ny = yn' = x'y' = xyn"'m = x"y'-N =xy - N

(i) alle tibrigen Eigenschaften "vererben” sich von G auf G’
f:G— G, x— x- N ist surjektiver Gruppenhomomorphismus mit Kern(f) = N
|

Definition + Bemerkung 1.3.5

Sei G Gruppe, N C G Normalteiler. Die Gruppe G’ aus dem vorherigen Beweis heillt
Faktorgruppe von G nach N, und wir schrieben G’ = G/N (,,G modulo N"). Sie ist gleich
der Faktorgruppe G/ Kern(f) fiir das f aus der vorherigen Bemerkung (ii).

Satz 1

(a) Sei f : M — M’ eine Abbildung. M == M/ ~¢ und p : M — M,x — X die
Restklassenabbildung. Dann exisitiert genau eine Abbildung f : M —
f o p. Es ist p surjektiv und f injektiv.

(b) Ist f: M — M’ ein Homomorphismus von { ﬁ } so ist M auch ein { Z }und p,
f sind Homomorphismen.

(c) Homomorphiesatz
Ist f : G — G’ ein Gruppenhomomorphismus, so ist G/ Kern(f) = Bild(f)

(d) Universelle Abbildungseigenschaft (UAE) der Faktorgruppe
Sei G Gruppe, N C G Normalteiler. Dann gibt es zu jedem Gruppenhomomor-
phismus f : G — G’ mit N C Kern(f) genau einen Gruppenhomomorphismus
fn : G/N — G’ mit f = fy o py, wobei py die Restklassenabbildung ist.

Beweis:

(a) F(x) = f(x), wie in[1.3.1] ¢)

(c) f: G/Kern(f) — Bild(f) ist injektiv, ein Gruppenhomomorphismus nach a), b)
und [1.3.3] Also ist £ ein bijektiver Homomorphismus, also eine Isomorphie.

13
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(d) Setze fy(x - N) = f(x)
fiy ist wohldefiniert: Ist gN = ¢g'N, soist (¢') g € N C Kern(f), also f((¢’)"1g) =
e = f(g') = f(g). Die Eindeutigkeit von f, sowie dass f ein Homomorphismus
ist, ist klar. ]

1.4 Abelsche Gruppen

Bemerkung 1.4.1 (a) Jede zyklische Gruppe ist isomorph zu Z oder zu Z/nZ fiir
genau ein n € N\ {0}.

Beweis: Sei G = (g), g : Z — G, n+~ g" (siehe[1.2.3)

g ist surjektiver Gruppenhomomorphismus.

Nach Satz[I]ist G = Z/Kern(ypg)

Da jede Untergruppe von Z von der Form H = nZ fiir ein n € N ist, folgt die
Behauptung. [ |

(b) Jede Untergruppe einer zyklischen Gruppe ist zyklisch.

Beweis: Sei G = (g) zyklisch, H C G Untergruppe. Ist H = {e}, so ist
H = (e) zyklisch. Anderenfalls sei n:= min{k € N\ {0} : gk € H}.

Behauptung: (g") = H, denn sonst gibt es ein m > 0 mit g” € H \ (g").
Sei m minimal mit dieser Eigenschaft. Dann ist 0 < m — n < m. Aber:
gT"=g"g"eH = ¢g""e(g") = g"=g""g" € (¢9") Widl =

Definition + Bemerkung 1.4.2
(a) Die Abbildung ¢ : N\ {0} = N, n— ¢(n) :=[{ke {1,..., n} :ggT(k,n) =1}
heift Eulersche ¢ -Funktion.

(b) ©(1) =1=p(2), p(p) = p—1 fir p Primzahl, o(m-n) = o(m) - @(n), falls m, n
teilerfremd, o(p*) = p*~1(p — 1), fiir p Primzahl.

(c) Fiir jedes n € N\ {0} gilt: n= Z(p(d)
dln

Beweis: n:|G|=Z\{x€G,ord(x):d}| (i)Zw(d) [ |
dln d|n

14



1.4 Abelsche Gruppen

(d) Ist G zyklische Gruppe der Ordnung n, so gilt fiir jeden Teiler d von n: [{x € G :
ord(x) = d}| = @(d)

Beweis: Sei G = (g). Fir x = g~ € G ist ord(x) = GaT G- Also ist
ord(x) = d & ggT(k,n) = g = |{g € G | ord(g) = d}| = {I €
{1..., n} | gg9T(/,d) =1} = @(d). u
Beispiel:
(1)

2mik

{e7n :neN\{0},0< k< n}

ist zyklische Untergruppe von C* der Ordnung n. (n-te Einheitswurzel)

(2) Sei V = {id, T, 01,00} mit T = Drehung im R? <_Ol _Ol>

o1 = Spiegelung an der x-Achse (é _Ol>

1
0 1
zyklisch. V heilt Kleinsche Vierergruppe V = Z /27 @© 7./27

o> = Spiegelung an der y-Achse (_ O). V ist abelsche Gruppe, aber nicht

Z/6L >~ 7/2Z @ Z/3Z
3) {Laaa 4" a {.e} {1772
a — (0,7)

Definition + Bemerkung 1.4.3
Sei G Gruppe, A C G Teilmenge.

(a) (A) = ﬂ H heiBt die von A erzeugte Untergruppe von G.

HCG Ugr.
ACH

Beweis: z.z.: (A) = ﬂ H ist Untergruppe in G.

HCG Ugr.
ACH

(i) YH C G, H Untergruppe: e € H= e € (A) = (A) £ )

(i) Seien x,y € (A), H Untergruppe von G mit AC H= x,y € H Al
xy~t € H= xy~! € (A). = (A) Untergruppe von G.

15
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(b) (A)={gf*---g5.neN,g € Ae €{£1}}

Definition + Proposition 1.4.4
Sei (A, +) eine abelsche Gruppe, X C A.

(a) A heiRt freie abelsche Gruppe mit Basis X, wenn gilt: A = (X) und fiir alle
paarweisen verschiedenen Elemente xq, ..., X, € X ist Zle nix; =0, nj € Z, nur
dann moglich ist, wenn alle n; = 0 sind.

Jedes a € A hat dann eine eindeutige Darstellung a = Z nex mit ny € Z ,ny #0

. . xeX
nur fur endlich viele x € X.

Beweis: A — ZX : Y nyx = (nx)xex ist Isomorphismus. [ |

(b) Z ist frei mit Basis {1}.
(c) Alist frei mit Basis X genau dann, wenn A= @ Z.
(d) Ist A frei mit Basis X, und X endlich, so heift |X| der Rang von A.

(e) (UAE der freien abelschen Gruppe)
Ist A frei mit Basis X, dann gibt es zu jeder abelschen Gruppe A’ und jeder Abbildung
f: X — A’ genau einen Homomorphismus ¢ : A — A’ mit Vx € X : p(x) = f(x)

Beweis: Setze (p(z NyX) = Z Ny f(x) [ |

xeX xeX

Beispiel: (wichtig!) X endlich, X = {xg, ..., xp}. Dann ist ZX = 7"

Z" ist "so etwas ahnliches” wie ein Vektorraum (“freier Modul”). Insbesondere lassen sich
die Gruppenhomomorphismen Z" — Z™ durch eine m x n-Matrix mit Eintragen in Z
beschreiben.

Beispiel: Ist (Q, +) frei? (Q, +) ist nicht frei von Rang 1, sonst ware Q = rZ fiir ein
re Q.

Sei also (Q, +) frei mit Basis X und x; # x, € X. Es gilt x; = % n;, m; € Z. Dann ist
nomixy — nimoaxo = 0, also sind x, xo linear abhangig.

Satz 2 (Elementarteilersatz)
Jede Untergruppe einer freien abelschen Gruppe von endlichem Rang n ist frei mit Rang
r < n. Genauer:

Sei H eine Untergruppe von Z" (n € N\ {0}). Dann gibt es eine Basis {x, .. ., Xp} von
Z", enreNmit0<r<nunday,..., ar € N\ {0} mit a; teilt a4 firi=1,..., r—1,
so dass ai;xq, ..., arx, eine Basis von H ist. Die a; sind eindeutig bestimmt.
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1.4 Abelsche Gruppen

Beweis: 1. Schritt: H ist endlich erzeugt: Induktion tber n:
n=1:v

n
n>1:Seieq,..., e, Basis von Z", 7w : 2" — 7, Za,-e,- — ap
i=1
(Projektion auf letze Komponente).
1. Fall: 7(H) = {0} = H C Z"~!, also endlich erzeugt nach IV.
2. Fall: m(H) = IZ fiir ein | € N\ {0} Sei y € H mit w(y) =/
Beh.: H = (y) ® (HNKern(m)) Dann folgt die Behauptung von Schritt 1, da Kern(7) =
71 HN Kern(m) Untergruppe von 7"~ 1 existiert also nach IV =

Bew. der Beh..: (y) N (H N Kern(m)) = {0} nach Definition von y = Summe direkt.
Sei z € H mit m(z) = k - [ fiir ein k € Z = z — ky € HN Kern(m) = Beh.

2. Schritt: Sei y1, .. ., v, Erzeugendensystem von H. Nach Schritt 1 kann r < n erreicht
n

werden. Schreibe y; = Z ajjej. Dann ist A := (aj;) € Z"*" eine Darstellungsmatrix der

i=1

Einbettung H < Z" bzgl. der Basen {y1, ..., ¥} von Hund {ey, ..., en} von Z". Zeilen-
und Spaltenumformungen entsprechen Basiswechseln in H bzw. Z".
Vorsicht: Dabei dirfen nur ganzzahlige Basiswechselmatrizen benutzt werden, deren
inverse Matrix ebenfalls ganzzahlige Eintrage hat!
Ziel: Bringe A durch elementare Zeilen- und Spaltenumformungen auf Diagonalgestalt:

di 0
A= mit a; € Z und a; teilt a1 Vi=1,..., r—1

0 ar

3. Schritt: Das geht! Ganzzahliger GauB-Algorithmus, ,Elementarteileralgorithmus”.

(i) Suche den betragsmaBig kleinsten Matrixeintrag # 0 und bringe diesen nach aj;.
Dazu braucht man hochstens eine Zeilen- und eine Spaltenumformung.

(i) Stelle fest, ob alle a5 (iI=2,..., n) durch aj; teilbar sind. Falls nicht, teile a;; mit
Rest durch ai1 : aj1 = gai; + r mit 0 < r < |ay1]|. Ziehe dann von der j-ten Zeile
das g-fache der ersten ab. Die neue j-te Zeile beginnt nun mit a; = r = Zuriick

zu (i)
(iii) Sind schlieBlich alle a;; durch a;; teilbar, so wird die erste Spalte zu
dai1
0
0

gemacht, indem man von der i-ten Zeile das j—i—fache der ersten Zeile abzieht.
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Gegebenenfalls zuriick zu (i).
(iv) Genauso wird die erste Zeile zu (a11,0, ..., 0)

(v) Gibt es jetzt noch einen Matrixeintrag, der nicht durch a;; teilbar ist, schreibe
aj=qan+rmt0<r< |a11| Ziehe von der i-ten Zeile das g-fache der ersten
ab. Die neue i-te Zeile lautet dann:

(—qall, aip, ..., R a,-r)

(daaip=0a,k=0flirl<k<r)
Addiert man zur j-ten Spalte die erste, so ist das neue Element 57;’ = a; — qan =
r = Zuriick zu (i)

(vi) Nach endlich vielen Schritten erhalte Matrix

ail 0 C 0
0

: A’
0
in der alle Eintrage von A’ durch a;; teilbar sind. Wende nun den Algorithmus auf

A an.
Noch zu zeigen: Die Eindeutigkeit der a;:

r ist eindeutig, da r der Rang von H ist.

Ist x1, ..., X, Basisvon Z", und a; xq, .. ., arx, eine Basis von H wie im Satz, so ist H C Z"
und Z"/H = EB,;l Z/aiZ, denn @ : Z" — ®_ Z/aiZ, x; — e = (0,..., Siy ..., 0), (s
Erzeuger von Z/a;Z) ist ein surjektiver Homomorphismus.

Kern(v) 2 ({a1x1, ..., arxr}) = H, sowie Kern(¢) C H, denn fiir y € Kern(p), y =
=

g bixi gilt: o(y) = i, biej = (bist, ..., brs;) = (0,..., 0), also gilt a; | b
1,..., r, also y € H. Nach dem Homomorphiesatz gilt also: Z"/H = @le 7./ ai 7.

Zu zeigen ist nun: Fiir T := @_,Z/aZ = @;_,Z/bZ = T mit a; | ajp1, i =
1,..., r—1und b;| bjr1, i=1,..., s—1gilt:r=sunda,=b;,i=1,..., r.

Fir z € T gilt: ord(z) | a,, denn mit z = (z,..., Z,), Zi € Z/aiZ gilt a,

z = (azr, ..., arz,) = (0,..., 0). Genauso: ord(z) | bs. T enhdlt das Element

(,..., 0,s;) = e und ord(e;) = a,, also gilt a, | bs und bs | a,, also a, = bs. Die

Behauptung folgt dann per Induktion iiber r |
Erganzung:
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1.5 Freie Gruppen

(1) In der Situation von Satz 2 heifen die a;; i =1, ..., r die Elementarteiler von H.

(2) Ist A= (hq,..., h,) € Z"*", so erzeugen die Spalten hy, ..., h, eine Untergruppe
von Z". A ist Darstellungsmatrix der Einbettung H — Z".
Die Elementarteiler von H heilen auch Elementarteiler von A.

Folgerung 1.4.5 (Struktursatz fiir endlich erzeugte abelsche Gruppen)
Jede endlich erzeugte abelsche Gruppe A ist die direkte Summe von zyklischen Gruppen:

m
Ax=Z o Pz/aZ

i=1
mit r,m,ay, ..., am €N, Vi:a >2, ateilt ajy, firi=1,..., m — 1. Dabei sind r, m
und die a; eindeutig bestimmt.

Beweis: Sei xq, ..., Xp ein Erzeugendensystem von A.

Nach gibt es einen surjektiven Gruppenhomomorphismus ¢ : Z" — A mit ¢(e;) =
x;, fuiri=1,..., n.

Nach Homomorphiesatz (Satz[I]) ist dann A = Z"/Kern().

Nach Satz gibt es m € N, m < n, eine Basis {#,...,z,} von Z" und Elementarteiler
a, ..., am mit a; teilt aj ¢ fir i = 1,..., m — 1, so dass {a1z, ..., amZm} Basis von

n m m
Kern(y) ist. Dann ist A = Z" /Kern(p) = (@ z,-Z) / (@ a,z,Z) = @ (ziZ)aiziZ)®
) . i=1 i=1 i=1
QB P @Z/a,z A
i=m+1 i=1

Ist a; = 1, so lassen wir die Z/1Z = {e} weg.

1.5 Freie Gruppen

Definition + Bemerkung 1.5.1
Sei F eine Gruppe und X C F

(a) F heiBt freie Gruppe mit Basis X, wenn jedes y € F eine eindeutige Darstellung
y =Xx{'-...-x& hat, in der

e n>0 (fir n=0ist y das "leere Wort", es ist das neutrale Element in F)

e x, e Xfuri=1,..., n
e c,e{+1, —1}furi=1,..., n
o XN AX T furi=1,..., n—1
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(b) Ist F frei mit Basis X, so gilt fiir jedes x € X: x~1 & X.

(c) Ist F frei mit Basis X, so ist F torsionsfrei, das heit: ord(x) = oo fiir jedes x € F,

X # e.

(d) (Z, +) ist frei mit Basis {1} oder Basis {—1}

(e) Ist F frei mit Basis X und |X| > 2, so ist F nicht abelsch.

Beweis: Seien x3,x € X 1 xy # X = X1X2X1_1X2_1 £ e = XX # XoX1 [ |

Satz 3

(a) Zu jeder Menge X gibt es eine freie Gruppe F(X) mit Basis X.

(b) Zu jeder Gruppe G und jeder Abbildung f : X — G gibt es genau einen Gruppen-

homomorphismus ¢ : F(X) — G mit ¢(x) = f(x) fiir alle x € X.

(c) Jede Gruppe "ist” (d.h. ist isomorph zu einer) Faktorgruppe einer freien Gruppe.

(d) FIX) = F(Y) < [X] =Y

Beweis:

(a) Sei X* = X x {1,—1} und i : X* — X* die Abbildung: i(x,€) = (x, —€). Die

20

Abbildung i ist bijektiv und /%2 = id.

Schreibweise: (x,1) =: x, (x,—1) =1 x"1=i(x)=x71, i(x7!) =x

Ein Element g = (x,..., xp) € F§(X®) (freie Worthalbgruppe) heit reduziert,
wenn x,4+1 # i(x,) firv=1,..., n—1. Sei F(X) die Menge der reduzierten Worter
in F§(X%)

Def.: Zwei Worter in F§(X*) heiBen dquivalent, wenn sie durch endliches Einfiigen
oder Streichen von Paaren der Form (x, i(x)), x € XT auseinander hervorgehen.
Bsp.: x; ~ X1X2X2_1 ~ X1X2X3_1X3X2_1

Beh.: In jeder Aquivalenzklasse gibt es genau ein reduziertes Wort. Dann definiere
Verkniipfung auf F(X) : (x1, ..., Xn) * (Y1, Ym) sei das reduzierte Wort in der
Aquivalenzklasse von (x, ..., Xny Y1, .- -, ¥m). Dieses Produkt ist assoziativ: Fiir
X,y,z € F(X) ist (xy)z das eindeutig bestimmte reduzierte Wort in der Klasse
von (xq, ..., X Yie ..., Vo Z10 - s z;), und das gleiche gilt fiir x(yz).

neutrales Element: e = ()

inverses Eement zu (xq, ..., X,) ist (i(xy), i(Xp=1), - - ., i(x1)) = F(X) ist Gruppe.
F(X) ist frei mit Basis X nach Konstruktion.

Bew. der Beh.: In jeder Klasse gibt es ein reduziertes Wort: ja!

Eindeutigkeit: Seien x, y reduziert und aquivalent. Dann gibt es ein Wort w, aus

1



(b)

()

(d)

1.5 Freie Gruppen

dem sowohl x als auch y durch Streichen hervorgehen. Zu zeigen also: Jede Rei-
henfolge von Streichen fiihrt zum selben reduzierten Wort.

Induktion iber die Lange /(w):

I(w)=0v

I(w)y=1v

Sei I(w) > 2; Ist w reduziert, so ...

Enthalt w genau ein Paar (x,,i(x,)), so muR dies als erstes gestrichen werden.
Es entsteht w’ mit /(w') = (w) — 2 Y Beh. Enthilt w Paare (X, i(x)) und
(Xu, i(Xxy)), so gibt es zwei Falle: (Sei oBdA p > v)

uw=v+1: x,i(x,)x, Dann fiihren beide Streichungen zum selben Wort.

W > v+ 2: Streichen beider Paare, erhalte w” mit /(w") = [(w) — 4 X Beh.

Sei f : X — G eine Abbildung. Fiir w = x{* - - - x&" setze
p(w) = Fxa) - - f(xa)"" .
Dies muss eindeutig so sein, und so wird ein Homomorphismus definiert.

Sei S C G ein Erzeugendensystem (d.h. die einzige Untergruppe H von G mit
S C Hist G selbst). Sei F(S) die freie Gruppe mit Basis S, f : S — G die Inklusion
und ¢ : F(S) — G der Homomorphismus aus (b). ¢ ist surjektiv, weil ¢(F(S))
Untergruppe ist, die S enthalt. Also ist nach Homomorphiesatz G = F(S)/ Kern(¢)

Beispiele:

a) G zyklisch von Ordnung n € N, dann ist G = Z/nZ.

b) Z? = Z xZ, S = {(0,1) = x,(1,0) = y}. Der Homomorphismus ¢ :
F(S) = Z?, x— (0,1), y = (1,0) bildet w = x™y™ ... x"Myms ¢ F(S) auf
o(w) = (L, n, 2% m;) ab, also ist Kernp = {w = xy™ ... x"yms ¢
F(S) I XLim =L, m =0} = {www 'w; ', wa, ws € F(S)}) = G*.
Kern @ ist kleinster Normalteiler von F({x, y}), der xyx~ty~! enthilt, daher
ist Z2 = F({x,y})/{xyx Ly nT.

Erstmal ist klar, dass fiir jede Abbildung g : X — Y ein eindeutiger Gruppenhomo-
morphismus g : F(X) = F(Y) mit ¢4 (x) = g (x) fiir alle x € X existiert. (Dies
folgt aus (b), wenn die Abbildung X — F(Y), x — g(x) als f eingesetzt wird.)
"<" Sei f : X = Y bijektive Abbildung. Dazu gibt es Gruppenhomomorphismen
o F(X) = F(Y) sowie @¢-1 : F(Y) — F(X). Es ist sowohl @r-10¢¢|x = idx als
auch idr(x)|x = idx, also folgt aus der Eindeutigkeit (b), dass @f-10@f = idr(x).
Analog; @r o pr1 = idr(yy. Also ist f ein Isomorphismus.

"=" Die Anzahl der Gruppenhomomorphismen von F(X) in Z/2Z ist gleich der
Anzahl der Abbildungen von X nach {0, 1} (wegen (b)), und diese ist [2¥| = |P(X)|

Sei |X| # Y|, dann ist |P(X)| # |P(Y)]. [ |
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1.6 Kategorien und Funktoren

Definition 1.6.1

Eine Kategorie C besteht aus einer Klasse Ob C von Objekten und fiir je zwei Objekte
A, B € Ob C aus einer Menge More(A, B) von Morphismen von A nach B, fiir die
folgende Eigenschaften erfiillt sind.

(i) Fiir jedes A € Ob C gibt es ein Element ida € More(A, A)
(ii) Fur je drei Objekte A, B, C € Ob C gibt es eine Abbildung o:

Mor(B,C) x Mor(A,B) — Mor(A C)

(g : f) = gof
mit
goida = g fiir alle g € Mor(A, B)
idgof = f fur alle f € Mor(A, B)
(hog)of = ho(gof) fiirallef e Mor(A B),ge Mor(B,C),he Mor(C,D)
Beispiel:

(1) Mengen mit Abbildungen

(2) Mengen mit bijektiven Abbildungen

(3) K-Vektorraume mit k-linearen Abbildungen
(4) Halbgruppen mit Homomorphismen

(5) Monoide mit Homomorphsimen

(6) Magmen mit Homomorphismen

(7) Gruppen mit Homomorphismen

(8) abelsche Gruppen mit Homomorphismen

(9) topologische Raume mit stetigen Abbildungen

Definition 1.6.2
Seien A und B Kategorien.

(a) Ein kovarianter Funktor F : A — B besteht aus einer Abbildung F : Ob A —
Ob B, sowie fiir je zwei Objekte X,Y € Ob A aus einer Abbildung F : Mora(X,Y) —
Morg(F(X), F(Y)), so dass gilt:
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1.6 Kategorien und Funktoren
(i) F(idx) = idr(x fiiralle X € Ob A
(i) F(gof)=F(g)o F(f) firalle f € Mora(A,B),g € Mors(B,C)

(b) Ein kontravarianter Funktor F : A — B ist ebenso wie in (a) definiert. Ausnahme:
F: Mora(X,Y) — Morg(F(Y), F(X)), ...und F(gof)= F(f)o F(g)

Beispiel:

(1) V : Gruppen — Mengen, (G, ) — G, V(f) = f ist der ,Vergissfunktor"

(2) a) Im:Mengen — Mengen, Im(X) = P(X), fir f : X = Yist Im(f) : P(X) —
PY), Im(f)(U) = f(U), U € P(X) ist kovariant.

b) Urb : Mengen — Mengen, Urb(X) = P(X), fir f : X — Y ist Urb(f) :
PY) = P(X), Urb(f)(V) = f1(V), V € P(Y) ist kontravariant.

(3) Sei C Kategorie, X ein Objekt in C. Definiere Funktoren C — Mengen durch
Hom(X,:) : Y — More(X,Y) (kovariant)
Hom(:, X) : Y — More(Y, X) (kontravariant)
Fir f eMor(Y, Z) ist Hom(X, -)(f) : Mor(X,Y) — Mor(X, Z) gegeben durch
g+ fogund Hom(-, X)(f) : Mor(Z, X) — Mor(Y,X), g— gof

(4) Sei X Menge, Fx: Gruppen — Mengen. G +— Abb(X,G) = Moryengen(X, G)
ist kovarianter Funktor (also Komposition des Vergissfunktors und des
Homomorphismen-Funktors Hom(X, -)).

Definition 1.6.3

Sei C eine Kategorie, X,Y Objekte in C. f € Morz(X,Y') heit Isomorphismus, wenn
es g € More(Y, X) gibt, so dass go f = idx und fog=idy.

Definition 1.6.4

Seien A, B Kategorien und F,G : A — B kovariante Funktoren. F und G heilsen iso-
morph, wenn es zu jedem Objekt A € Ob A einen Isomorphismus aa : F(A) — G(A),
also ap € Morg(F(A), G(A)) gibt, so dass fiir alle Morphismen f : A — A" in A das
folgende Diagramm kommutiert:

F(A) —* G(A)

F(f)l JG(f)

F(A) —— G(A)

Also: G(f)oas = aa o F(f).
Sind die aa nur Morphismen (also nicht notwendigerweise Isomorphismen), so heift
o : F — G eine natiirliche Transformation von Funktoren.
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Proposition 1.6.5
Sei X eine Menge, F(X) die freie Gruppe mit Basis X. Dann sind die Funktoren Fx und
Hom(F(X),-) : Gruppen — Mengen isomorph.

Beweis: Nach Satzgibt es fiir jede Gruppe G eine bijektive Abbildung ag : Fx(G) =
Abb(X,G) — Hom(F(X),G), f — ¢ = f. Sei p : G — G’ ein Gruppenhomomorphis-
mus. Dann kommutiert:

Fx(G) —2— Hom(F(X),G)
Fx(P)l lHom(F(X);)(p)
Fx(G") a—/) Hom(F(X), G")
Denn fiir f € Fx(G) ist ag(f) = f und (Hom(F(X),-)(p))(f) = pof sowie Fx(p)(f) =

pof und ag(pof) = g/o\f. Beides ist der eindeutig bestimmte Gruppenhomomorphismus
F(X) — G’, der auf X die Abbildung go f ist. [ |

Definition + Bemerkung 1.6.6

1. Sei C eine Kategorie und F : C — Mengen ein kovarianter Funktor. Ein Objekt
U € C heiRt darstellendes Objekt fiir F, wenn F isomorph zu Hom(U, -) ist.

Analog gilt das fiir kontravariante Funktoren, wenn F isomorph zu Hom(-, U) ist.
2. F heilt darstellbar, wenn es ein darstellendes Objekt fiir F gibt.
3. Ist F darstellbar, so sind je zwei darstellende Objekte fiir F isomorph.

Beweis: Seien U, W darstellende Objekte fiir £. Dann gibt es einen Isomorphismus von
Funktoren a := hy = Hom(U, -) — Hom(W, ), insbesondere also bijektive Abbildungen
ay : Mor(U,U) = Mor(W, U) und apy : Mor(U,W) — Mor(W,W). Sei ¢ = ay(idy),
¥ = ay, (idw). Zu zeigen: p oY = idy, Yo @ = idw.

Das kommutative Diagramm aus Definition [1.6.4] fiir den Morphismus 1 ist:
Mor(U,U) —2— Mor(W, V)
hu(i/l)l lhw(llJ)
Mor(U, W) a—w> Mor(W,W)
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1.7 Gruppenaktionen und die Satze von Sylow

Also gilt

idw = o ()
= aw (Y o idy)
= (aw o hy(¥))(idy)
= (hw (@) o ay)(idy)
= hw (¢¥)(p)
=9Yoop

und analog folgt @ o ¥ = idy. |

1.7 Gruppenaktionen und die Sitze von Sylow

Definition + Bemerkung 1.7.1
Sei G eine Gruppe, X eine Menge.

(a) Eine Aktion (Wirkung) von G auf X ist ein Gruppenhomomorphismus p : G —
Perm(X). G operiert dann auf X.

(b) Die Aktionen von G auf X entsprechen bijektiv den Abbildungen: GxX — X, (g, x) —
gx, fur die gilt

(i) ex =x fur alle x € X

(i) (9192)x = g1(gox) fiir alle g1, 92 € G, x € X

Beweis: Sei p: G — Perm(X) ein Homomorphismus. Dann erfiillt G x X —
X, (g,x) — p(g)(x) die Eigenschaften (i) und (ii), denn p(e) = idx und
p(9192)(x) = p(g1)(p(g2)(x)).

Ist umgekehrt © : G x X — X mit (i), (ii) gegeben, so sei fir g € G die

Abbildung p(g) : X — X definiert durch p(g)(x) = (g, x). p(g) ist bijektiv,
da p(g~') die Umkehrabbildung ist:

p(97)(p(9)(x)) = w(9™", u(g. X))
=g'-(9-x)
=(g " 9)x
=€e-X

=X

Dann ist p : G — Perm(X), g — p(g) wegen (ii) ein Homomorphismus. H
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Beispiel:

a) G X G — G, (91,92) — 9192 ("Linksmultiplikation”) ist eine Gruppen-
aktion.

b) (g.h) — h- g ist im Allgemeinen keine Gruppenaktion, aber (g, h) —
hg~! ist eine.

c) GxG—G, (g,h)— ghg™! ("Konjugation”) ist eine Gruppenaktion.
d) Ist X eine beliebige Menge, so operiert S, auf X" durch Vertauschen

der Komponenten: o(x, . .., Xn) = (Xo-1(1)s - - - Xo=1(n))-

(c) Eine Aktion p heilt effektiv (oder treu), wenn Kern(p) = {e}.
Allgemein heift Kern(p) Ineffektivitatskern ("Nichtsnutz") der Aktion.

Beispiel:
a) ist effektiv
c) Der Ineffektivitatskern ist das Zentrum Z(G)

d) ist effektiv fiir | X| > 2

(d) Fiir x € X heit Gx := {gx : g € G} die Bahn von x unter G.
(e) X ist disjunkte Vereinigung von G-Bahnen.

Beweis: Durch x ~y <= 3g € G : y = gx wird eine Aquivalenzrelation
definiert, deren Aquivalenzklassen gerade die G-Bahnen sind. [ |

(f) Fir x € X heit Gx := {g € G : gx = x} die Fixgruppe von x unter G (auch
Stabilisator oder Isotropiegruppe von x genannt). Dies ist eine Untergruppe von
G.

(9) Firx € X, g € Gist Ggx = gGyxg™*
Proposition 1.7.2 (Bahnbilanz)

Sei X endliche Menge, G Gruppe, die auf X operiert. Sei xq, ..., X, ein Vertretersystem
der G-Bahnen in X. (dh. aus jeder G-Bahn genau ein Element). Dann gilt:
r

IX| =) [G: Gyl

i=1
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1.7 Gruppenaktionen und die Satze von Sylow

.
ist | X| = Z |Gxi|. Zu zeigen bleibt also: |Gx;| =[G : Gx].

i=1

{Gx,— — G/Gy
aj =
gxi = gGy

[y

Beweis: Nach|1.7.

Beh.:

ist bijektive Abbildung, denn:

e «; ist wohldefiniert: Ist g - x; = h- x;, so ist (h"1g)x; = x;, also h™lg € G,, =
g€ hGy, = GGy NhGy #0 = gGy, = hGy,

e «; ist injektiv. Ist gG,, = hGy,, so ist g € hG, = h lge G, = (hlg)x =
Xj — g-X,':h-X,'

e «; ist offensichtlich surjektiv.

Satz 4 (Sylow)

Sei G endliche Gruppe, |G| = n, p eine Primzahl. Sei n = p“m mit k > 0 und p { m.
Dann gilt:

(a) G enthilt eine Untergruppe S der Ordnung pX. Jede solche Untergruppe heiRt
p-Sylowgruppe von G.

(b) Je zwei p-Sylowgruppen sind konjugiert.

(c) Die Anzahl s, der p-Sylowgruppen in G erfiillt: s, | mund s, =1 mod p.

Beweis: kK =0: v Sei also k > 1.

(a) Sei M ={MCG:|M|=p}cPG).
K
. n pm
Esist |M| = (pk> = ( Dk )
Beh.1: pf | M|
G operiert auf M durch die Linksmultiplikation gM = {gx : x € M} € M = | M|
ist Summe der Bahnlangen. Wegen Beh.1 gibt es eine Bahn GMy mit p 1 |G My|.
G| pkm k
22\ GMy| = [G : Gig] = = = ok | |G-
| 0| [ Mo] |GM0| |GM0| || M0|
Andererseits ist |G, | < pX = |Mp|, denn fiir x € Mg ist g — gx injektive Abbildung
Gmy, — Mo = |G| = p¥, dh. Gy, ist p-Sylowgruppe.

Bew. von Beh.1:
k__
pkm _p Y okm—
pk - H pk —

i=0
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1 Gruppen

k .
L . . : m—i
Schreibe jedes dieser i in der Form p“im;, mit pt m;(0 < v; < k) = ppﬂi—/ =
mpk=i — m; ) . .
7 —— = weder Zahler noch Nenner sind durch p teilbar. = Beh.
T —mi

(b) Sei S C G p-Sylowgruppe.
S ={S'<G:S" =gSg!firengeG}
Beh.2: p1|S].
Bew.2: G operiert auf S durch Konjugation. Diese Aktion ist transitiv, d.h. es gibt
nur eine Bahn. Die Fixgruppe von S’ unter dieser Aktion ist Ns: := {g € G :
gS'gt =5}
Ns: heit der Normalisator von S’ in G.
(S’ ist Normalteiler in Ns: und maximal mit dieser Eigenschaft.)
18| =[G : Ns] = ASL — P
T INs] IS
S ist Untergruppe von Ns = p¥ | [Ns| = S| ist Teiler von m.
Sei S eine p-Sylowgruppe in G. zu zeigen: S € S.
S operiert auf S (da Sc G). Seinun s, ..., s, ein Vertretersystem der Bahnen.

s o~ =P Beh2_. =
é|8|:Z[S:SSI]:ZT =" Es gibt ein i mit S = S,

i=1 =1 5:‘

Dann ist S C Ns,.

Beh.3: Dann ist S C S;, also S= ~S,-, da beide p¥ Elemente hz;vben.

Bew.3: S_,-_ ist Normalteiler in N, S ist Untergruppe in Ns, = SS; ist Untergruppe
von Ns_(Ubung) _ _

Wire S € S;, dann wire SS; 2°S;, also |SS;| = pXd mit d > 1. (und p{d)

Ub:u>ng §5/5/25/5NS; = |55 = % = \51:175,\ = p/ fiir ein | € N. p/ = p“d,
d#1= 4!
.
(c) sp,=|S|=s, | mund S = Z[§ Ss]
i=1
[§ : §5,.] =1&aS= §5, B3 g — S;, also genau einmal. Alle anderen Summan-
den sind durch p teilbar. |

Folgerung 1.7.3
Ist G eine endliche Gruppe und p eine Primzahl, die die Gruppenordnung |G| teilt, so
enthdlt G ein Element von Ordnung p.

28



1.8 Symmetrische und alternierende Gruppen

Beweis: Sei |G| = p“m mit pt m, k> 1. S C G eine p-Sylowgruppe und x € S, x # e.
I:lyord(x) ist Teiler von |S| = p¥ = ord(x) = p9 fiir ein d, 1 < d < k = xP* ' hat
dann Ordnung p. [ |

Beispiel: Wieviele Gruppen G gibt es mit |G| = 157 Mindestens eine: G = Z/15Z =
7.)37 x 7./5Z.

Nach Sylow gibt es nicht 5 3-elementigen Untergruppen, da 5 =1 mod 3 nicht gilt, und
nicht 3, da 31 s3. also gibt es nur eine S3 und ebenso nur eine Ss.

Daher gibt es genau zwei Elemente der Ordnung 3 und vier Elemente der Ordnung 5.
Ubrig gleiben 8 Elemente, die Ordnung 15 haben miissen, also ist G = Z/15Z.

1.8

Symmetrische und alternierende Gruppen

Definition + Bemerkung 1.8.1
Sei n > 0.

(a)
(b)

S, =Perm({1,..., n}) heit symmetische Gruppe.
|Sh| = n!

(c) € € S, heiBt Zyklus wenn es ein k gibt (mit 1 < k < n) und paarweise verschiedene

(d)

(e)
(f)

(9)

(h)

Elemente iy, -+, ik von {1, ..., n} mit £(iy) = jpgq firv=1,..., k—1,€&(ik)=n
und () = furj & {i,..., ix}. In diesem Fall heifst £ ein k-Zyklus, und k wird
die Lange dieses Zykels & genannt.

Jedes 0 € S, lasst sich als Produkt von paarweise disjunkten Zykeln schreiben
(wobei zwei Zykeln als disjunkt gelten, wenn jedes Element von {1,..., n} von
mindestens einem der beiden unverdndert gelassen wird). Diese Darstellung ist ein-
deutig bis auf die Reihenfolge.

2-Zykel heiBen auch Transpositionen.
Jeder k-Zyklus ist Produkt von k — 1 Transpositionen:

(12 k)=(12)0(23)o---0(k—1k)

o € S, heilst gerade, wenn es als Produkt einer geraden Anzahl von Transpositionen
geschrieben werden kann, anderenfalls ungerade.

sign: S, — {+1, -1},

ign(o) +1, o gerade
sign(o) =
J —1, o ungerade
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1 Gruppen

ist ein Homomorphismus.

An = Kern(sign) = {0 € S,, | 0 gerade} heilt alternierende Gruppe.
Bemerkung 1.8.2 (a) Je zwei k-Zykel in S,, sind konjugiert.

Beweis: Firo e S,isto(12 --- k)o=t = (0(1) o(2) --- a(k)), also kann
man jedes k-Zykel so darstellen. [ |

(b) Daraus folgt: Zwei Permutationen in S, sind genau dann konjugiert, wenn sie die
gleiche , Zykelstruktur* haben (d. h. derart jeweils als Produkte disjunkter Zykel
dargestellt werden konnen, dass die Langen der Zykel in der Darstellung der ersten
Permutation gleich den Langen der entsprechenden Zykel in der Darstellung der
zweiten Permutation sind).

Bemerkung 1.8.3 (a) In A; kann die vorangehende Bemerkung nicht stimmen:
(12 3) und (32 1) sind nicht konjugiert.

(b) Fiir n > 5 sind je zwei 3-Zykel in A, konjugiert.

Beweis:
(a) Ausprobieren

(b) (132)=0(123)0 !t mito=(12)(45) :
(ijk)=0(123)c"t mito=(1i2,)(3 k) fiir i,j, k > 3. Weitere Fille: Ubung.
|

Bemerkung 1.8.4

Jede gerade Permutation ist als Produkt von 3-Zykeln darstellbar
Beweis: (12)(34)=(123)(234),(12)(23)=(1223) |

Satz b

Fir n # 4 enthalt A, nur die Normalteiler {1} und A,

Beweis: In A ist {id, (1 2)(3 4), (1 3)(2 4),(2 3)(1 4)} Normalteiler, A; = A, = {id}
und As = Z/3Z.

Sei also n > 5 und N # {id} ein Normalteiler von A,,.

Es geniigt zu zeigen: N enthilt einen 3-Zyklus, denn nach [I.8:3]sind dann alle 3-Zykel in
N und nach [I:874]ist damit N = A,.
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1.9 Kompositionsreihen

Es geniigt auch zu zeigen, dass N das Produkt von zwei Transpositionen enthalt, denn
isto=(12)(34)€ N, soist auch (345)=o0c(ro" 7)€ N, mit 7= (12)(35).

Das Ziel ist also zu zeigen, dass N ein Element o enthalt mit o(i) # i fir hochstens vier
i, denn dann ist o € Ay, also 3-Zykel oder Produkt von zwei Transpositionen.

Fir o € A, sei k, = |{i : (i) # i}|. Wahle 0 € N\ {id} so dass k, < k, fiir alle
a € N\ {id}.

Annahme: k, > 5. 1. Fall: o enthalt einen Zyklus der Lange > 3, also o(1) = 2, 0(2) = 3,
o(4) #4,0(5)#5. Sei . =0"1(345)0(354) € N.Ist (i) =1, soist a(i) =i fiir
i > 6. AuBerdem ist a(1) =1 und a(2) = 0 1(4) # 2, also ist a # id und ky < ko-.

2. Fall: ¢ ist Produkt von disjunkten Transpositionen (mind. 4). Ohne Einschrankung
der Allgemeinheit ist 0 = (12)(34)(56)(78)c mit o € A,, o(i) = i furi =1,..., 8
a = o0 1(345)0(354) erfiillt a(i) =/, falls o(/) =/, und (1) = 1 = ky < ko

Also enthalt N ein o, das hochstens vier i nicht gleich lasst. Damit ist N = A, gezeigt. &

1.9 Kompositionsreihen

Voriiberlegung: G Gruppe, N < G Normalteiler und G/N die Faktorgruppe. L&Bt sich
nun G aus N und G/N rekonstruieren? Nicht unbedingt, wie das Beispiel D, zeigt. D,
hat als Normalteiler Z/nZ, und D,/(Z/nZ) = 727, aber D, 2 Z/nZ x 7./ 2.

Definition 1.9.1

a1

Sei (%)... = Gi-1 — G; 2. eine Sequenz (Folge) von Gruppen und Gruppenhomo-
morphismen.

(%) heiBt exakt an der Stelle /, wenn Kern(a;) = Bild(atj—1).

Die Sequenz () heilt exakt, wenn sie an jeder Stelle exakt ist.

Beispiel:
0— Z/27 — 7./]47 — 7./27 — O

und
0—=Z/2Z — Z/2Z & Z/27 — 7/27 — 0

sind exakt. Allgemein ist die Sequenz
1->N—=>G—->G/N—=1 (x)
exakt, wann immer G eine Gruppe und N ein Normalteiler von G sind.

Die Aufgabe, Gruppen zu klassifizieren zerfillt in zwei Teilaufgaben:
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1 Gruppen

(1) Geg.: N und G/N. Welche Maglichkeiten gibt es fiir G?

(2) Welche "unzerlegbaren” Gruppen gibt es?

Definition 1.9.2
Sei G eine Gruppe.

(a) Eine Reihe der Form
G=Go>Gi >G> ->Gy,={e} (*x%)

(mit n € N) heiBt Normalreihe, wenn G, 1 Normalteiler in G;ist (i =0, ..., n—1)
und G,‘+1 75 G,'.

(b) Die Faktorgruppen G;/Git1 in einer Kompositionsreihe Go>G1>Go >+ - > G, heilen
die Faktoren (oder Faktorgruppen) dieser Kompositionsreihe.

(c) G heit einfach, wenn G > {e} die einzige Normalreihe ist, das hieBt: G besitzt nur
die trivialen Normalteiler G und {e} und G # {e}.

(d) Eine Normalreihe heist Kompositionsreihe, wenn sie sich nicht verfeinern 1aRgt, dh.
wenn G;/G; 1 einfach ist fir i =0, ..., n—1

Bemerkung 1.9.3

(a) Z/nZ ist einfach < n ist Primzahl.

(b) Eine abelsche Gruppe G ist einfach < G = Z/pZ fiir eine Primzahl p.
(c) Z besitzt keine Kompositionsreihe.

(d) Jede endliche Gruppe besitzt eine Kompositionsreihe.

(e) Ist G endlich, (xx) eine Normalreihe, so gilt:

n—1 n—1 |G/|
IG| = H[G/ Gin] = H T
i=0 =g 1711

(f) Es ist eine Kompositionsreihe:

Sa> Ay Do =727 & Z/27> 7 /27> {1}

(g) Fiir n > 5 ist eine Kompositionsreihe:

S, A > {1}
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1.9 Kompositionsreihen

Satz 6 (Jordan-Holder)

Sei G eine Gruppe, und seien
G=Gy>Gip>--->pGy={1}

G=HopHi>--->H ={1}

Kompositionsreihen fiir G.

Dann ist m = [ und es gibt eine Permutation ¢ €Perm({0, .. ., m—1}) mit G;/Gjy1 =
Hg(/)/Hg(/)+1 firi=0,..., m—1.
Beweis: Induktion tber m:

m = 1: Dann ist G einfach, also auch [ =1

m > 1: Sei G .= G/Gy, ™ : G — G die Restklassenabbildung.
= H; = w(H,) ist Normalteiler in H;_; fiir i =1,..., I, denn fiir h; € H;, § € Hi_1
ist ghig~t = m(ghig™') € H; (da ghig™! € H;).
Nach Voraussetzung ist G einfach, also Hy = G, H; = G oder H; = {1}, usw.

=3 e{0.... -1y mitAo=--=H =G {1} = Ho=--- = A,
Seli C,‘ = H,‘ﬂGl, =0,.... /.
Beh.1:

Gl:CO>C1[>~"[>CJ'[>CJ+2>"'[>CI:{1}

ist Kompositionsreihe fiir G; wenn j < [ — 2, bzw.
Gy :C01>C11>~'-I>Cj:{1}

ist Kompositionsreihe fiir G; wenn j =/ — 1.
Aber
G1>Gyb> GGy = {1}

ist ebenfalls Kompositionsreihe. g/ m—1=1/—1, also m =/ und es gibt o :
{0, ..., JJ+2,..., =1} —=A{1,..., | — 1} bijektiv mit

Ci/C"+1gGa(i)/Ga-(i)+1 fur i € {0, ..., Li+2,..., [—1}.

Beh.2
(@) Gi=Cin
(b) Ci/Ciy1 & Hi/Hiyy firi#j

(c) Hi/Hi1=G=G/G,
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1 Gruppen

Beh.1 folgt aus Beh.2:

Ciy1 ist Normalteiler in C; (i =0, ..., I — 1), denn fiir x € C;1 1 = H;y1 N Gy und
yeCi=H NG ist yxy ' € HiNG; = C;.

Cjy2 ist Normalteiler in C; wegen Beh.2(a).

Ci_1/C; sind wegen Beh.2(b) einfach und # {1} (i £,/ + 1)

Bew. von Beh.2:

(a) IL_,J‘+1 = {l}, dh. Hj+1 C Kernm = Gy = Cj+1 = Hj+1. Cj = Hj N Gy ist
Normalteiler in H;. (weil G; Normalteiler in G ist)
Da /:I_,' = G 7é {1}, ist CJ‘ 75 Hj = Hj+1 = Cj+1 g Cj<1 Hj, und weil Hj/H_,'_;,_l
einfach ist, folgt Cj = Hj.;,.l = Cj+1

(b) Fiir i > j+ 1ist H; = {1}, also H; C G; und damit C; = H,.
Fir i < ist H,'_+1:G:G/61$H,'+1'Gl:Gl'/‘/,;HZG

Ubung
Ci/Cir1=Ci/f(H1NC) =2 Ci-Hip1/Hita

zu zeigen also: C; - Hj11 = H;

denn: ,C": v

,2" Da GiHj+1 = G ist, gibt es zu x € H; ein h € Hij;; und g € G; mit
Xx=gh=g=xh'€H - -Hy1 CH, also gec H NGy = C; und folglich
x=ghe C,‘H,‘+1.

() His1 € G1 = Hi/Hia = Hi/Cn 2 Hy/C; = Hi/H; NGy = HiG1/Gy =
G/Gi

Definition + Bemerkung 1.9.4

(a) Eine Gruppe heiBt auflésbar, wenn sie eine Normalreihe mit abelschen Faktorgrup-
pen besitzt.

(b) Eine endliche Gruppe ist genau dann auflésbar, wenn die Faktoren in ihrer Kompo-
sitionsreihe zyklisch von Primzahlordung sind.

Beweis: , <— " Klar

. = "1 Sel
G:Gol>G1[>-”>Gm:{1}

eine Normalreihe mit G;/G;.1 abelsch fiir i =0, ..., m— 1. Verfeinere sie zur
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1.9 Kompositionsreihen

Kompositionsreihe
G = Go = HovoDH0,1l>' ° 'I>H0,d0 E Gl E H1’01>' o '|>H1’d1 = GQI>' © '[>Gm = {1}
Dabei ist

o Hf,j/Gm/Hl_JH/G C G//Gf+1/H

Hi
VH i+l =

i1 ii+1/Git1

also ist H; j/H, j+1 isomorph zu einer Untergruppe einer Faktorgruppe einer
abelschen Gruppe, also selbst auch abelsch. |

Beispiel:

e D,={1,7,..., 71 oot ..., o™ {1, T, ..., T >~ 7./nZ > {1}, also ist
D,, auflosbar.

e Fiirn>5ist S,> A, > {1} Kompositionsreihe, also ist S, nicht auflésbar.

Proposition 1.9.5

Seil - G — G — G” — 1 kurze exakte Sequenz von Gruppen, das heilt: G’ ist
Normalteiler zu G und G” = G/G’. Dann ist G auflosbar genau dann, wenn G’ und G”
auflosbar sind.

Beweis: , — ": Sei
G=Gy>pGi>-->Gy={1}

eine Normalreihe mit G;/G,41 abelsch fiir i =0, .. ., m — 1. Dann ist
G'=GNG>G NG >G,NG ={1}

nach Weglassen von Wiederholungen eine Normalreihe fiir G’. Die Faktorgruppen

G NG ~ G- (GiNG G;
/Gi+1 ng = ( )/Gf+1 S

sind abelsch.
G"=Gy/(GoNG)> G /(GiNG )b >Gp/(GnNG') = {1}

ist ebenso nach Weglassen von Wiederholungen eine Normalreihe fiir G” mit abelschen
Faktorgruppen.

. =" lIst
G =Gy>Gi>---> Gy = {1}

eine Normalreihe fir G’ mit abelschen Faktoren,

G"=Hob Hi>--->H, ={1}
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1 Gruppen

eine solche fiir G” und 7 : G — G/G’' = G” die Restklassenabbildung, dann ist
G=m"tHo)om (H) o> (Hy) =G> G- Gy = {1}

eine  Normalreihe fir G, da =7 !(H;y;) Normalteiler in 7 '(H;) ist und
7 (H;) /7Y (Hi+1) & H;/H;11 abelsch ist. [
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2 Ringe

2.1 Grundlegende Definitionen und Eigenschaften

Definition + Bemerkung 2.1.1 (a) Ein Ring ist eine Menge R mit Verkniipfun-
gen + und -, so dass gilt:

(i) (R,+) ist abelsche Gruppe
(i) (R,-) ist Halbgruppe
(iii) Die Distributivgesetze gelten:

x-(y+z) = xy+xz ..

(x+y) 7z = xz4yz }fur allex,y,ze R
(b) R heilt Ring mit Eins, wenn (R, -) Monoid ist.

(c) R heift kommutativer Ring, wenn (R, -) kommutativ ist.

(d) Ein Ring R mit Eins heift Schiefkorper, wenn R* = (R, )* = R\ {0}, dh. wenn
jedes x € R\ {0} invertierbar bzgl. - ist.

Beispiel:
. w  z
H = {(_2 M_/) ,w,z e C}
ist ein Schiefkorper, genannt die Hamilton-Quaternionen.

(e) Ein kommutativer Schiefkdrper heilt Kérper.

(f) In jedem Ring gilt:

x-0=0=0-x
x(—=y)=—(xy)=(—x)y pfirallex,yeR
(=x)(=y) = xy

Beweis: x-0=x-(0+0) =x-0+ x-0 (genauso fiir 0 - x)
xX(=y)+xy=x(-y+y)=x-0=0
(=x)(=y) = =((=x)y) = =(=(xy)) = xy u

(g) Ist R ein Ring mit Eins und R # {0}, soist 0 # 1in R
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2 Ringe

Beweis: Ware 0 = 1, so galte fiir jedes x e R : x=x-1=x-0=0, also
doch R = {0} [ |

Definition 2.1.2
Sei (R,+,-) ein Ring.

(a) R’ C R heiBt Unterring, wenn (R, +, ) Ring ist. Umgekehrt heift R dann Ring-
erweiterung von R’.

(b) I € R heiBt (zweiseitiges) Ideal, wenn (/,+) Untergruppe von (R, +) ist und
rx € l,xrelfirallexel, reR.

Beispiel: In R = Z sind nZ fiir jedes n € Z Ideale. In R = QQ dagegen sind
diese fiir n # 0 keine Ideale.

Definition + Bemerkung 2.1.3
Sei R ein kommutativer Ring.

(a
(b

) Firaist (a) =a-R=4{a-r,r € R} einldeal in R.

) Ein Ideal / in R heit Hauptideal, wenn es ein a € R gibt mit / = (a).
(c) R heiBft Hauptidealring, wenn jedes Ideal in R ein Hauptideal ist.
(d) Z ist ein Hauptidealring.

(e) Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, R # {0}. Dann ist R ein Kdrper genau
dann, wenn (0) und R die einzigen Ideale in R sind.

e

Beweis: "=" Sei | C R ldeal, a€ I\ {0} = esgibtale R=1=aa'le
I=1=R(x€R=x=1x)
<" Seiae R\{0} = (a)=R=3becR:ab=1 n

Beispiel: Z/nZ ist ein kommutativer Ring mit Eins fiir jedesn € N. Ist n = p
fiir eine Primzahl p, so ist F, = Z/pZ ein Korper, und (F, = Z/pZ)* =
{3,a€7Z,99T(a, n) =1}. In Z/6Z dagegen gilt 2-3 = 0.

Definition 2.1.4
Sei R ein kommutativer Ring.
(a) x € R heit Nullteiler, wenn es ein y € R\ {0} gibt mit xy = 0.

(b) R # {0} heift nullteilerfrei, wenn 0 der einzige Nullteiler in R ist. (Das heift: Aus
xy = 0 folgt, dass x = 0 oder y = 0.)

38



2.1 Grundlegende Definitionen und Eigenschaften

(c) R heiRt Integrititsbereich (engl. integral domain), wenn er nullteilerfrei und kom-
mutativ ist sowie eine Eins besitzt.

Definition + Bemerkung 2.1.5 (a) Eine Abbildung ¢ : R = R’ (R, R’ Ringe)
heitt Homomorphismus von Ringen, wenn ¢ : (R, +) — (R, +) ein Homomor-
phismus von Gruppen und ¢ : (R,-) — (R’,-) ein Homomorphismus von Halbgrup-
pen ist.

(b) Sind R, R’ Ringe mit Eins, so heift ein Homomorphismus von Ringen ¢ : R — R’
ein Homomorphismus von Ringen mit Eins, wenn ¢(1g) = 1.

(c) Die Ringe bilden mit Ringhomomorphismus eine Kategorie

(d) Die Ringe mit Eins bilden mit Homomorphismen von Ringen mit Eins eine Kategorie
(echte Unterkategorie der Ringe)

(e) (R,+,-) = (R, +) ist kovarianter Funktor: Ringe — abelsche Gruppen.

(R, +, ) — (R*, ) ist kovarianter Funktor: Ringe mit Eins — Gruppen.

Beispiel: Sei R ein kommutativer Ring mit Eins und R"*" der Ring der n x n-Matrizen
mit Eintragen in R Fiir n > 2 ist R™" nicht kommutativ und nicht nullteilerfrei.

Die Eins in R™" ist die Einheitsmatrix:

Die Einheiten in R™" sind die invertierbaren Matrizen: (R"™")* = GL,(R) = {A €
R™M . 9dB € R™" . A-B=B-A=E,} ={A € R™" . detA € R*}, denn fiir die
Adjungierte A% von A gilt: A- A# = det(A) - E,.

(A# = (bj;) mit b;; = (—1)"* det Aj;, wobei A;; die Matrix A ohne die j-te Zeile und i-te
Spalte ist.)

Bemerkung 2.1.6
Sei p : R — R’ Ringhomomorphismus. Dann gilt:

(a) Bild(¢) ist Unterring von R’

(b) Kern(y) := ¢~1(0) ist Ideal in R

Beweis: Sei x € Kern(p), r € R = p(rx) = p(r)p(x) =@(r)0=0=rx €
Kern(y) [ |
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(c) Ist R Schiefkérper, R' Ring mit Eins, ¢ Homomorphismus von Ringen mit Eins, so
ist @ injektiv oder die Nullabbildung.

Beweis: Sei x € R\ {0} = o(x)o(x7!) = ¢(1) # 0, sofern ¢ nicht die
Nullabbildung = ©(x) # 0 = Kern(y) = {0} = ¢ injektiv. [ |

Definition + Bemerkung 2.1.7
Sei R Ring mit Eins.

(a)
n-lg=1g+---+1g n=>0
Yr:Z— R, n— M
—((=n) - 1r) n<0

ist Homomorphismus von Ringen mit Eins.
(b) Ist Kern(pgr)= nZ (n > 0), so heiBt n die Charakteristik von R : n =char(R)
(c) Ist R nullteilerfrei, so ist char(R)= 0, oder char(R)= p fiir eine Primzahl p.
(d) Bild(pgr) £ Z/nZ, n = char(R)

(e) Ist K (Schief-)Korper der Charakteristik p > 0, so ist Bild(px)= Z/pZ = F,
der kleinste Teilkérper von K. Er heit Primkorper. Ist char(K)= 0, so last sich
K eindeutig fortsetzen zu einem injektiven Homomorphismus @k : Q — K mit

Gr(2) = k(n) - ex(m)t.

Definition + Bemerkung 2.1.8
Sei R Ring. Dann gilt:
(a) Ist J eine Indexmenge und sind /;, j € J Ideale in R, so ist [, /; ein Ideal in R.

(b) Sind /1, /> Ideale in R, dannist Iy + I, ={a+ b:a€ Iy, b€ I} ein Ideal.

<oo
(c) Sind /1, /> Ideale in R, dannist /1 - I, = {Z aib; - aj € I1, bj € I} ein Ideal.

i=1
(d) Sind /1, > Ideale in R, dannist /1 - I» C [ N/, (aber im allgemeinen #!)

(e) Sei R kommutativ mit Eins, X C R. Die Menge

(X): ﬂ /:{ZI’,‘X,'Z I’,‘ER,X,‘EX}
ICR Ideal endl.
XCl
heilst das von X erzeugte Ideal.

(f) Sind /1, I> Ideale in einem kommutativen Ring R mit Eins, soist /1 +/, = (/1 U /)
und Iy - Ir = ({ab ca€l,be /2})
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2.2 Polynomringe

Definition + Bemerkung 2.2.1
Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, R # {0}.

(a) Ein Polynom iiber R ist eine Folge f = (a;)jen mit einem ng € N so, dass Vi >

ng:a =0.

n
Symbolische Schreibweise: f = Z aiX'
i=0

(b) Die Menge R[X] der Polynome iiber R ist kommutativer Ring mit Eins mit den

Verkniipfungen
(a)ien + (bi)ien = (ai+ bi)ien '
(@)ien - (b)ien = (G)ien Mit G =Y 4 akbi—«

(c) R— R[X], a~(a,0,...) ist injektiver Ringhomomorphismus

(d) Fir f =Y aX' € R[X], f # 0, heift Grad(f) := max{/ € N, a; # 0} der Grad
von f.

(e) Fir f, g ist Grad(f + g) < max(Grad(f), Grad(g)), falls f,g,f+g#0

< Grad(f) + Grad(g)

(F) Fir fogist Grad(f-9) _ eas R nulteilerfrei

fir f,g,f-g#0.

Folgerung 2.2.2
Ist R Integritatsbereich, so ist R[X] ebenfalls Integritatsbereich und R[X]* = R*

Proposition 2.2.3
Sei R kommutativer Ring mit Eins.

(a) Zu jedem x € R gibt es genau einen Ringhomomorphismus. @, : R[X] — R mit
©x|R = idg und @, (X) = x. Es ist px(ag, a1,...) = Za;x’

>0

(b) Zu jedem Homomorphismus & : R — R’ von Ringen mit Eins und jedem y € R’ gibt
es genau einen Ringhomomorphismus ¢, : R[X] = R', ¢, |R = a und ¢, (X) = y.
Explizit: ¢, (3" aiX") = ala)y'.

Beweis:

(a) ist (b) fir R = R und a = idg

(b) Die angegebene Formel ist die einzig mogliche Definition dieses Ringhomomorphis-
n

n
mus, weil @, (ao, a1, ...) = wy(z aX) = thy(a,-)tpy(X)' sein muR. [ |
i=0 i=0
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Bemerkung 2.2.4

Die vorangehende Folgerung bleibt richtig, wenn R’ nicht kommutativ ist, solange a(R) C
Z(R) ist, also a(a) - b= b-a(a) fir alle a€e R, b € R gilt.

Bemerkung 2.2.5

Die Zuordnung R — R[X] ist ein kovarianter Funktor: Ringe mit Eins — Ringe mit Eins.

Beweis: Ist o : R — R’ Ringhomomorphismus, so sei W : R[X] — R'[X] der Homomor-
phismus, der durch a: R — R’ 2?) R'[X] und X — X bestimmt ist. ]
.o(C

Definition + Bemerkung 2.2.6 (a) R[X] = {(a)ien : a € R} ist mit + und -
wie im Polynomring ein kommutativer Ring mit Eins. R[X] heift Ring der (for-
malen) Potenzreihen iiber R.

Schreibweise (auch):

fiir = (ai)ien
(b) R[X] ist Unterring von R[X].

(c) Sei 0 # f = > % ax" € R[X]. Dann heiRt o(f) := min{i € N, a; # 0} der
Untergrad von f. Es gilt fiir alle f, g € R[X] \ {0} :

o(f 4 g) = min{o(f), o(g)} und o(f - g) = o(f) + o(g)

wobei in der Ungleichung fiir die Multiplikation Gleichheit gilt, wenn R nullteilerfrei
ist.

Proposition 2.2.7 (a) Ist R Integrititsbereich, so ist o(f-g) = o(f)+o0(g) Vf, g €
RIX]\ {0} und es gilt: RIX]* = {f = "% aiX' € R[X] : a0 € R*}

(b) Ist R = K Korper, so ist m:= K[X]\ K[X]* = {>_ a:X': ap = 0} Ideal in K[X],
und das einzige maximale.

Beweis: (a), (b), (d) v/
(c) "C" Sei f =Y a,X" € R[X]*. Dann gibt es g = Y. b;X' € R[X] mit
= fg:aobo+(albo+aob1)X+...:>aoe R*

.’27’2 Definiere g = Zb,-X" rekursiv durch bO _ aal.bi o aal )
Shei(—1)*akbj_y, i > 1. Dannist fg =1 -

Beispiel: / = 1: b; = a;*(aibo)
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2.3 Faktorringe

Sei R ein kommutativer Ring mit Eins.

Definition + Bemerkung 2.3.1 (a) Sei / Ideal in R. Durch die Verkniipfung X -
y = Xy wird die Faktorgruppe (R,+)/(/,+) ein kommutativer Ring mit Eins.
Dieser Ring R/I heift Faktorring oder Quotientenring von R und /. (Man ver-
wechsle diesen Begriff des Quotientenrings nicht mit dem Quotientenkdrper eines
Integritatsbereiches, siehe weiter unten!)

(b) Die Restklassenabbildung 7 : R — R/I, x — X ist surjektiver Ringhomomorphis-
mus mit Kern(m) = /.

(c) (UAE des Faktorrings:) Sei ¢ : R — R’ ein Ringhomomorphismus. Dann gibt es
zu jedem ldeal | € R mit / C Kern(yp) einen eindeutig bestimmten Ringhomomor-
phismus @ : R/l - R ' mit o =@om

(d) (Homomorphiesatz fiir Ringe:) Ist ¢ : R — R’ surjektiver Ringhomomorphismus,
dann ist R" =2 R/ Kern(yp).

Beweis:

(a) Wobhldef. des Produkts: Seien x’,y’ € Rmit X’ =X, y’ =y. Danngibtesa, b€ /
mtx' =x+a, yy=y+b =xy =(x+a)y+b) =xy+ay+bx+ab=
L el
X'y = Xy.
Die restlichen Eigenschaften vererben sich dann von R.

(b) 7 ist surjektiver Gruppenhomomorphismus mit Kern(¢)= / nach Satz [1fa).
m(xy) = w(x) - w(y) nach Definition der Verkniipfung.

(c) Nach Satz d) gibt es einen eindeutig bestimmten Gruppenhomomorphismus
@: R/l - R mitpo=@om.
Zeige also: @ ist Ringhomomorphismus: Fir x,y € R ist @(Xy) = @(xy) =
p(x)o(y) = @(x)®(¥)

(d) Folgt aus (c) und Satz[1f(a) ]
Definition 2.3.2 (a) Ein Ideal / C R heikt maximal, wenn es kein Ideal /" in R gibt
mit | C I’ C R.

Beispiel: In R = K[X], K Korper, ist (X) = {f = Y ,aX' a = 0}
maximal.

(b) Ein Ideal I € R heift Primideal, wenn fiir x,y € R mit xy € [/ gilt: x € | oder
y el

43



2 Ringe

Beispiel:
(1) Fir p € Z, p> 0 gilt: p prim < pZ ist Primideal in Z (sogar maximal)

(2) (X) ist Primideal in R[X] < R ist Korper.

(3) {0} ist Primideal in Z.
Bemerkung 2.3.3 (a) R ist nullteilerfrei < (0) ist Primideal.

(b) I € R ist Primideal genau dann, wenn R/I nullteilerfrei ist.

Beweis:
(a) R ist nicht nullteilerfrei < Ja, b € R\ {0}: ab =0 < (0) kein Primideal.

(b) Seien x,y € Rmit x-y =1/, also x-y =0in R//. | Primideal <= x € | oder
y€l < x=0oder y=0 < R// ist nullteilerfrei. [ |

Bemerkung 2.3.4
Sei | C R ein Ideal. Dann gilt:

(a) Jedes maximale Ideal ist Primideal.

(b) I ist maximales ldeal < R/ ist Korper.

Beweis:

(a) folgt aus (b) und Bemerkung

(b) Nach (e) ist R/I genau dann Korper, wenn (0) und R// die einzigen Ideal in
R/! sind. Die Behauptung folgt dann aus: /| C JC Rin R< 0# J# R/l in R/I
wobei J das Bild von J in R// ist. [ ]

Bemerkung 2.3.5
Sei | ein Ideal in R. Dann entsprechen die Ideale in R// bijektiv den Idealen in R, die /
enthalten.

Beweis: Sei m: R — R/I die Restklassenabbildung. Fiir jedes Ideal Jin R// ist w=1(J)
ein Ideal in R. Es gilt 7=1(J) 2 7~1(0) = Kernm = /.

Sei umgekehrt J C R ein Ideal mit / C J. Dann ist J := mw(J) ein Ideal in R/I, da 7
surjektiv ist.
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Weiter ist 7=%(m(J)) = J, da Kern C J, und w(w~1(J)) = J, da 7 surjektiv ist. ]

Beispiel 2.3.6 (Algebraische Konstruktion der reelen Zahlen)

Sei C = {(an)nen : (an) Cauchy-Folge, a, € Q} (dh. fir k e NIne N:|a; —aj| < % fiir
i,j>n)

C ist Ring mit komponentenweiser + und - (vornehm: C C [] oy Q).

N = {(an) € C: (an) Nullfolge } (dh. fir k e NIn € N: |a;| < £ Vi > n)

N ist Ideal in C : v

Beh.: C/N ist Korper (bzw. N ist maximal)

Beweis: Sei a = (ap)neny € C \ N. zu zeigen: 1 € (N + (a)).
(an) € N = a, = 0 nur fiir endlich viele n, dh. a; # 0 fiir i > ng.

- 0 a,-:0|i§n0
g o= ai a; # 0|i > ng
b= (b, €C
_ _J 0 n<ng
ab = (cn). C”_{ 1 : n>ng
_ 1 n<ng
:>1—ab—(dn),dn—{0 .

= (dy,) € N=1=(d,)+ bae N+ (a) = N maximal.

= C/N =R!

Satz 7 (Chinesischer Restsatz)

Sei R kommutativer Ring mit Eins, /1, ..., I, ldeale in R mit /, + /1, = R fiir alle v #
(dann heiRen /,, I, relativ prim oder koprim) Fir v =1,..., nsei m,: R— R/l die
Restklassenabbildung. Dann gilt:

p:R — R/Ihx---xR/I,

X = (m(x), ..., (X)) ist surjektiv.

(a)

(b) Wegen dem Homomorphiesatz und Kern(p)= (1, _; /. gilt:
n
R/ x R/Iy =R/ (1
v=1

(c) (Simultane Kongruenzen:)
Fiir paarweise teilerfremde ganze Zahlen myq, ..., m, und beliebige ry, ..., r, € Z
gibtesx€Zmitx=r, modm, firv=1,..., n (Spezialfall von (a) fir R = Z)
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Beweis: Es genligt z.z.: € Bild(¢) fiir jedes v,

e
v-te Stelle
dh.esgbte, e R (v=1,..., n) mit e, € [, firv#pund 1 —e, = a, € [, (Denn
fir x = (%, ..., Xp) ER/I1 X x R/I,seie:=>"_ re mtr €pt(x) = pe)=
> pu(re) =x.)

Nach Voraussetzung gibt es fiir jedes u # v a, € I, b, € I, mit

n n
a,L—i—bM:l:l:H(au%—bu):Hbu—k ay
=i el

pu=1
uFEY uFEY
N——
n
=@y E M
p=1
AV
= 1— e, = a, wie gewlinscht. |

2.4 Teilbarkeit

Sei R ein Integritatsbereich.

Definition + Bemerkung 2.4.1
Seien a, b€ R\ {0}.

(a) a teilt b (Schreibweise a | b) ;= b€ (a) (& Ix e R b=ax)

(b) d € R heiBt groBter gemeinsamer Teiler von a und b, (Schreibweise ggT(a,b))
wenn gilt:

(i) d|aund d| bbzw. a€ (d),be (d)
(i) ist d’ € R auch Teiler von a und b, so gilt d’ | d bzw. d € (d")

(c) Ist d € R ein ggT von a und b und e € R, so ist auch e - d ein ggT. Sind d, d’
beide ggT von a und b, so gibt es e € RX mit d’' = ed.

Beweis: Nach Definition gibt es x,y € R mit d' = xd und d = yd' = d' =

xyd' = d'(1—xy)=0 d/:z l=xy & x, yeRs ]
R nulltiilerfrei

(d) In analoger Weise wird das kleinste gemeinsame Vielfache definiert.
Beispiel:

(a) In Z gibt es einen grokten gemeinsamen Teiler.
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(b) In jedem nullteilerfreiem Hauptidealring R gibt es zu je zwei Elementen a, b einen
groRten gemeinsamen Teiler: Denn (a, b) = (a) + (b) ist ein Hauptideal, das heift,
es gibt ein d € R mit (a, b) = (d). Also gilt d | aund d | b und fiir jedes d’ € R,
fir das d' | a und d’ | b gilt, gilt auch: (a) C (d’), (b) C (d'), also (a, b) C (d")
und somit (d) C (d’), also d’ | d.

(c) In Z[v/—5] gibt es zu 6 und 4 + 2/—5 keinen gréBten gemeinsamen Teiler.

Definition 2.4.2

Ein Integritatsbereich R heift euklidisch, wenn es eine Abbildung: § : R\ {0} — N mit
folgender Eigenschaft gibt: zu f,g e R,g# 0 gibtes g, r e Rmit f =qgg+r mit r=0
oder 0(r) < 6(g).

Beispiel: Z mit §(a) = |a|, K[X] mit 6(f) = Grad(f)

Bemerkung 2.4.3
Sei R euklidisch.

(a) Fir a, be R\ {0} gilt:
(i) in R gibt es einen ggT von a und b, er heie d.
(i) (d) =(a,b) = (a) + (b)

(b) Jeder euklidische Ring ist ein Hauptidealring.

Beweis:

(a) Esei 0(a) > 6(b). Nach Voraussetzung gibt es 1,1 € R mit a = q1b + n,
0(r1) < 0(b) oder r = 0.
Ist n =0, soist a € (b) = (a, b) und ggT(a, b)= b. Sonst gibt es gz, » € R mit
b= gor1 + r» und rn =0 oder 6(rn) < 0(ry). usw...

ri = Qit2lfiy1 +  lit2

fh—2 = Antn—1

(da 8(ris2) < 6(ri+1))

Beh.: d := r,_; ist ggT von a und b.

denn: d | r,_» (vorletzte Zeile: r,_3 = qpn_1rm—o~+ rm_1=d| rh_3)
Induktion: d | r; firalle i=d|b=d|a

umgekehrt: Sei d’ Teiler von aund b= d' | n e d|rnVYi=d|d.
nauktion

noch zu zeigen ist (d) = (a, b):

"C" d € (a, b) Nach Konstruktion ist riis € (rj, rix1) C -+ C (a, b) Vi
"D" a € (d), b e (d) nach Definition.
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(b) Sei I C R Ideal, I # {0}. Wahle a € | mit §(a) minimal. Dann gilt fir jedes
bel:b=ga+rmitre/undd(r)<d(a)salsor=0= 1= (a) [ |

Definition + Bemerkung 2.4.4
Sei R kommutativer Ring mit Eins.

(a) x,y € R heiBen assoziiert, wenn es e € R* mit y = xe gibt. "assoziiert” ist eine
Aquivalenzrelation.

(b) x € R\ R*, x # 0 heift irreduzibel (unzerlegbar), wenn aus x = y; - y» mit
y1,¥o € R folgt: y; € R* oder y» € R*.

(c) x € R\ R* heift prim (oder Primelement), wenn (x) ein Primideal ist, dh. aus
x | y1y» folgt x | y1 oder x | y».

(d) Sind x,y € R\ R* assoziiert, so ist x genau dann irreduzibel (bzw. prim), wenn y
irreduzibel (bzw. prim) ist.

(e) Ist R nullteilerfrei, so ist jedes von Null verschiedene Primelement irreduzibel.

Beweis: Sei (x) Primideal und x = y1y», 1.2 € R = &E: y; € (x), dh.

y1 = xa fir ein a € R (R nullteilerfrei, x # 0) = x = xay, = x(1 — ay,) =

O?an2:1:>y2€Rx |
X

Beispiel 2.4.5 (a) In Z/6Z ist 2 nicht irreduzibel: 2 - (=2) = 2.

(b) nR=2Z[V/-5]={a+by—5: abeZ} CcCist (1++/-5)(1—v/-5)=6=2-3
In R ist 2 kein Primelement, weder 1 4+ +/—5 noch 1 — /=5 sind durch 2 teilbar,
aber 2 ist irreduzibel!.
denn: Sei 2 = (a+byv/-5)(c+dv-5) = 4 = |2|?> = (a+bV-5)(a—bV-5)(...) =
(2 +5b%)(c? +5d?) = a°c?>+ 5P = P=0=>b=d=0=a’=1, c>=4

et
Proposition + Definition 2.4.6
Sei R ein Integritatsbereich.

(a) Folgende Eigenschaften sind dquivalent:

(i) Jedes x € R\{0} IaRt sich eindeutig als Produkt von Primelementen schreiben.

(ii) Jedes x € R\ {0} laRt sich "irgendwie” als Produkt von Primelementen schrei-
ben.

(iii) Jedes x € R\ {0} lakt sich eindeutig als Produkt von irreduziblen Elementen
schreiben.
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(b) Sind diese drei Eigenschaften fiir R erfiillt, so heit R faktorieller Ring. (Oder ZPE-
Ring (engl.: UFD)). Dabei ist in (a) "eindeutig” gemeint, bis auf Reihenfolge und
Multiplikation mit Einheiten. Praziser: Sei P ein Vertretersystem der Primelemnte
(£ 0) beziiglich "assoziiert”.

Dann heift (i) Vx € R\ {0} 3! e € R* und fiir jedes p € P ein vp(x) > 0: x =
e H p». (beachte v, # 0 nur fiir endlich viele p).

pEP
Beweis:
(i) = (i) v
(ii) = (iii) Seix#0,x=ep1-...-pr, pi €EP, e € RX.
Sei weiter X = @ - ... - gs mit irreduziblem Element g;.
Es ist x € (pl) = 4 mit gj € (pl). &E: j=1dh. g1 = g1py mit g; € RX (da
gy irreduzibel) = €1qo - ... gs = €epo - ... p,. Mit Induktion tiber r folgt die
Behauptung.

(iii) = (i) Noch zu zeigen: Jedes irreduzible Element in R ist prim.
Sei p € R\ R¥ irreduzibel, x,y € R mit xy € (p), also xy = pa fiir ein a € R.
Schreibe x = g1, ..., dm, Y =S1+...:Sp, @ = p1-...-p; mit irreduziblen Elementen

4i: Sj, Pk-
Eindeutigkeit
= XY = q1...4mS1...Sp = pa = p - p1 - ... P = p €

{91, ..., Jm, S1, ..., sp} (bis auf Einheiten)

|
Bemerkung 2.4.7
Ist R faktorieller Ring, so gibt es zu allen a, b € R\ {0} einen ggT(a,b).
Beweis: Sei P wie in [2.4.6] Vertretersystem der Primelemente.
a=e H p”p(a), b= € H pr(b) — d = H p”p(d)
pEP pEP pPEP
mit vp(d) = min(vp(a), vp(b)) ist ggT von a und b. ]

Satz 8

Jeder nullteilerfreie Hauptidealring ist faktoriell.

Beweis:
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(1)
(2)

B(2)

B(1)

Jedes x € R\ {0} 18Rt sich als Produkt von irreduziblen Elementen schreiben.

Jedes irreduzible p € R\ {0} erzeugt ein maximales Ideal. Mit folgt dann die
Behauptung.

Sei p € R\ {0} irreduzibel, / Ideal in R mit (p) C/ C R.
Nach Voraussetzung gibt es a € R mit [ = (a), a ¢ R, da | # R.

Dape(p)glz(a),gibteseeRmitp:aepirgjfibelseRX:>(p)=(a):/

x € R\ {0} heiRe Stérenfried, wenn x nicht als Produkt von irreduziblen Elementen
darstellbar ist.

Sei x Storenfried. Dann ist x € R* und x nicht irreduzibel, also x = x3y; mit
x1, 1 & R*.

(Esei x; Storenfried (sonst ist x doch Produkt von irreduziblen Elementen). Also
X1 = Xo¥o, X0, Yo & RX.

(Esei x Storenfried. Induktiv erhalten wir x, X1, X2, . .. alles Storenfriede mit (x) C
() C(xe)C....

Sei nun | = J;5;(x). [ ist Ideal v =

Es gibt a€ R mit / = (a) = 3i mit a € (x;) = x; € (x;) fiir alle j > i4 [ |

Bemerkung 2.4.8

Sei R ein faktorieller Ring, P ein Vertretersystem der Primelemente # 0. Fiir x € R\ {0}
sei x = e[[,ep p*») die eindeutige Darstellung, also e € R, v,(x) € N, v,(x) # 0 nur
fiir endlich viele p € P. Dann gilt fiir jedes p € P:

(a)
(b)

(©)

(d)
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Up(x)=n <= p"| x und p"Tt}x

Die Abbildung v, — N erfiillt
() vp(x-y) = vp(x) + vp(y)
(i) vp(x+y) > min(vp(x), vp(y)), falls x +y #0

Sei p € R, 0 < p < 1. Dann ist die Abbildung | |, : R = R,

p’/p(x)' X ;A 0
x|, =
0 x=0

ein ,nichtarchimedischer Betrag” auf R, d.h. [x - y|, = |x], - [yl und |x + y|, <
max(|xlo. [¥]o)-

do(x, y) = |x — y|, ist eine Metrik auf R.



2.5 Briiche

Beispiel: R =Z, P = {p € N5, p Primzahl}. v, ist die p-adische Bewertung und |- |1
)
ist der p-adische Betrag auf Z (und Q).

Satz 9 (Irreduzibilitatskriterium fiir Polynome)
Sei R ein faktorieller Ring, p € P, f =Y. s a;X' € R[X] mit a, # 0, 99T (ao. . . ., an) =
1, ptan.

(a) (Eisenstein) Ist n >0, p| a; oder a; =0 fir i =0, ..., n—1,p°fay#0, soist f
irreduzibel.

r 5
Beweis: Sei f =ghmitg=>» bX, h=> cX b #0#cc=>n=r+s, a,=
i=0 i=0
brCs, ag = boCo = p'fbr: Pf Cs

(@) Ep | bo. Pt co.
Sei t maximal mit p | b; fir i =0, ..., t
Dannist0<t<r—1 und

t
art1 = b1 - Go + Z bicey1-i ¢ (p)
> > i=0
#(p) #(p) [ —
&(p)

=>t+1l=n=r=n=s=0= f = ¢ g, nach Voraussetzung ist dann
o € R*. |

2.5 Briiche

Ziel: Verallgemeinere die Konstruktion von Q aus Z.
Q:{% S mn€eZ#0}/~

mit%w%@mn’:m’n
Definition + Bemerkung 2.5.1
Sei R kommutativer Ring mit Eins, S C (R, -) ein Untermonoid.

(a) ST'R = Rs = (R x S)/ mit der Aquivalenzrelation (ay, s;) ~ (a», ) < 3t €

S : t(axs; — a15) = 0 heift Ring der Briiche von R mit Nennern in S. (oder
Lokalisierung von R nach S) Schreibweise: ¢ sei eine Aquivalenzklasse von (a, s)
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Beweis: z.z.: ~ ist Aquivalenzrelation:
reflexiv v/
symmetrisch v

) @51 =ai%
)

. 1
transitiv: (
(2) a3 = as3

?
} — azS;] = a1S3

2 1
d3sp sy (:) d»S3S1 (Z) ai1S3Sy = 52(8351 — 3153) =0
(falls R nullteilerfrei und 0 ¢ S = azs; = a153)

t(axs1 — a15) =0

Andernfalls sei nun mit t,t' € S
tl(8253 — 3352) =0

} = tt'sy(azsy —
_ ! ! (_2) / / _
a153) = t(t'azsysy — t'arszsp) = t(t'ansssy — t'ay1szs) =
/ @
tsst’'(axsy — a1s2) = 0 [ |

(b) Mit 2.2 = 22 ynd 2 4 2 = 22223 st R ein kommutativer Ring mit Eins.

Beweis: - wohldefiniert: Sei z—i =2 = 3te S t(as —as)) = 0(x) =
t(a}axs15: — a1a25,5]) @ (taysjass, — tajaxsysy) =0

+ wohldefiniert: Seien die % % wie oben. = t(s;sx(a15 + axs1) —
1

() ] :
s515(a)sa+axsy)) = tsp(a15,5]+axs18] —ays1S,—ans1s;) = 0. Die restlichen
Eigenschaften vererben sich von R [ ]

Definition + Bemerkung 2.5.2

Sei R Integritatsbereich, S = R\ {0}. Dann ist Quot(R):= Rs ein Korper, denn das
Inverse zu g mit a # 0 ist 7. Er heit der Quotientenkdrper von R. (Dieser Begriff hat
mit dem Quotientenring R// von R modulo einem Ideal / nichts zu tun.)

Beispiel:
(a) R=7Z[X] = Quot(R)= Q(X)

(b) R=KI[X1,..., Xa], K Korper = Quot(R)= K(X1, ..., Xn) Korper der rationalen
Funktionen in n Variablen.

Beispiele 2.5.3 (a) Ist0€ S, soist Rs = 0.

(b) xe R\{0}, S={x":n>0} Rs=:R={F :a€ R,n>0}

zB.R=Z x=2=Rs=Z[3]={% :m€Z neN}

(c) Sei p C R Primideal, dann ist S = R\ p ist Monoid.
Rs =: Ry heillt Lokalisierung von R nach p.
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2.6 Der Satz von Gauls

Beispiel:
a) R=12Z,p=(2)=Zpy=1{7 : meZ, nungerade }
b) p = (0), R nullteilerfrei, dann ist R, = Quot(R).

) R=K[X], p=(X), dannist R, = {,f, g € K[X], g(0) # 0}.

(d) pRy ={5 :x €p, y € R\ p}ist maximales Ideal in R, und zwar das einzige.

denn: Sei £ € Ry \pRy, dh.z€ R\p, y e R\p= 2 € Ry =2 € (Ry)",
typisches Beispiel: R = R[X] (oder R = C°([-1,1])) p = {f € R : f(0) = 0} ist
Primideal in R. Ry = {% :f,g € R, g(0) # 0}

Bemerkung 2.5.4
Sei R kommutativer Ring mit Eins, S C (R, -) Monoid.

(a) Die Abbildung is : R — Rs, a+ { ist Ringhomomorphismus
(b) is ist injektiv genau dann, wenn S keinen Nullteiler von R enthalt. (0 € S)

Beweis: 2 =0=2in Rs=3s€ Smits(al—01)=0 |

(c) is(S) € (Rs)*

Beweis: (5)"! =1 [

(d) (UAE) Zu jedem Homomorphismus ¢ : R — R’ von Ringen mit Eins mit ¢(S) C
(R")* gibt es genau einen Homomorphismus @ : Rs — R’ mit o = @ o s

Beweis: 3(2) = G(al) = 3(3(3)™) = p(a)p(s) C

=l

2.6 Der Satz von Gauld

Sei R faktorieller Ring, P Vertretersystem der von Null verschiedenen Primelemente in
R

Bemerkung 2.6.1
Fiir jedes p € P lasst sich v, fortsetzen zu einer Abbildung v, : Quot(R)\{0} — Z, die die
Eigenschaften von b) erfiillt. Dabei gilt fiir a, b € R\ {0} : vp(3) = vp(a) — vp(b).

Beispiel:
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(a) R=12, P = {p € N, p Primzahl}. v, ist die p-adische Bewertung auf Q. Die
Vervollstandigung von Q wie in Beispiel ergibt den Korper Q, der p-adischen
Zahlen.

(b) R=C[X],P={X—-a,acC}. Firp=X—a€eP, f e C[X]ist vp(f)=ord,(f)
die Nullstellenordnung der Nullstelle a.

Definition + Proposition 2.6.2
Sei R faktorieller Ring, P Vertretersystem der von Null verschiedenen Primelemente in

R, p € P und K = Quot(R).

(a) Fur f =", aX" € KIX]\ {0} sei vp(f) :=min{vy(a;),i =0,..., n}.
(b) f e K[X]\ {0} heilt primitiv, wenn v,(f) = 0 fiir alle p € P ist.

(c) (Gaub) Fiir f, g € K[X]\ {0} gilt: vp(f - g) = vp(f) + vp(g) fir alle p € P.

Beweis: Sei f = YL jaX', g = YT bX, f-g =" axk also
Ck = Dijmk Aiby.

1. Fall: Sei m=0. Dann ist ¢x = axbg fiir k=0, ..., n und
vp(F - 9) = min(v,(aibo))
= min(v5(a;) + vp(b0))

= min(vp(a)) + vp(bo) = vp(F) + v(9)

2. Fall: Sei f,g € R[X] und primitiv, also v,(f) = vp(g) = 0. Sei iy =
min_o{/i: pfa;} und jo :=minl_o{j: p{ bj}. Esist:

ip—1 Jo—1
Cio+jo = dig bjo + E aj biyyjo—i + E Aio+jo—j
fo i=0 j=0

bj
~—
pl

also gilt p 1 Cjy4jo und damit v,(f - g) = 0.
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2.6 Der Satz von Gauls

3. Fall: £, g sind beliebig. Es gibt ¢, d € K\ {0}, sodass f =c-f, §=d-g
primitiv sind. Dann folgt aus Fall 1 und Fall 2, dass:

- 1.
f'gg)

= 0p(2) +(3) + 05 - 9)

= () + 1) + 0

= Vp(f) =+ Vp(g)

vp(f - g) = vp(

0|~

Satz 10 (GauB)

Ist R faktorieller Ring, so ist R[X] faktoriell.

Beweis: Sei K = Quot(R). Dann ist K[X] faktoriell (sogar euklidisch), und R[X] C K[X]
ist ein Unterring. Sei P Vertretersystem der von Null verschiedenen Primelemente in
K[X]. O.B.d.A. ist jedes Primpolynom in P ein primitives Polynom in R[X]. Sei weiter P
ein Vertretersystem der von Null verschiedenen Primelemente in R. Sei nun f € R[X] \
{0}. Schreibe f =c-f;---f, mit f; € P und c € (K[X])* = K\ {0}.

Esist c € R, denn: fiir p € P ist nach

~—~— ;
>0 =0

vp(f) = vp(c) + Z&@
i=1

also ist v,(c) > 0.

Schreibe also c = e - p; -+ pm Mit e € R* und p; € P.

Behauptung 1: Jedes p; € P ist auch prim in R[X]:

Sei (p) := p- R[X] das von p in R[X] erzeugte Ideal. Es geniigt zu zeigen: R[X]/(p) ist
nullteilerfrei (nach b)). Sei R := R/(p- R). R ist nullteilerfrei, da p € P ist, also
ist auch R[X] nullteilerfrei.

Die Restklassenabbildung 7 : R — R ist surjektiv und induziert einen surjektiven Ring-

homomorphismus 7 : R[X] = R[X]. Esist Kernm = {f =>" ,aX' € RX],p| ai,i =
0,..., n} = p- R[X], also ist R[X] = R[X]/(p).
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Behauptung 2: Jedes f; € P ist auch prim in R[X]:

Seien g,h € RIX] mit g- h € (f}) := f; - R[X]. Da f; prim in K[X] ist, ist 0.B.d.A:
g € fi- K[X], also g = f; - § fiir ein § € K[X]. Fir jedes p € P ist 0 < v,(g) =
vp(fi) + vp(G) = vp(§), also ist § € R[X] und damit (f;) ein Primideal in R[X]. ]

Beispiel 2.6.3
F(X)=XP 1+ XP24+...+ X +1€Q[X], p Primzahl. Beh.: f ist irreduzibel.

Beobachte:
XP—1

X -1
(f heift "p-tes Kreisteilungspolynom” (Zeichnung fehlt))
Trick: g(X) = f(X + 1) ist genau dann irreduzibel, wenn f(X) irreduzibel ist.

gx) = XL i()xk L=p-0(0) =1= 0. () =p =20

=1

F(X) =

Noch zu iiberlegen: (?) ist durch p teilbar fiir k = 1,..., p—1, bekannt: (f) = Wlk)! =
(P) ist durch p teilbar. Mit Eisenstein folgt die Behauptung.

2.7 Maximale ldeale

Proposition 2.7.1
Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Dann gibt es zu jedem echten Ideal / > R ein
maximales Ideal m mit / C m.

Lemma von Zorn

Sei M eine nicht leere, geordnete Menge. Hat jede total geordnete Teilmenge von M eine
obere Schranke in M, so besitzt M ein maximales Element.
Zur Erinnerung:

e < heilt Ordnung wenn < reflexiv, transitiv und antisymmetrisch ist.
e N C M ist total geordnet, falls fiir x, y € N gilt: x < y oder y < x.
e x € M ist eine oberere Schranke fiir N wenn fiir alle y € N gilt: y < x.

e m € M heilt maximal, wenn fiir alle x € M aus m < x folgt, dass x = m ist.

Beweis: (der Proposition) Sei M die Menge aller echten Ideale in R, die / enthalten.
[ € M, also M # (. M ist durch C geordnet.

Behauptung: n = |, J ist obere Schranke fiir N € M. Nach Zorn enthalt M dann
ein maximales Element m. m ist ein maximales Ideal in R. |
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Beweis: (der Behauptung)

e nist ein Ideal: Seien x,y € n, also x € J;, y € . O.B.dAA. J; C J, also x € )
und damit auch x+y € J, C n. Auch gilt fiiralleae R: a-x € J C n.

e /| CnVv
e 1 ist eine obere Schranke von N. v/
e n# R, dennsonst ware 1 € n, also 1 € J fiir ein J € N, im Widerspruch zu J € M.

2.8 Moduln

Sei R kommutativ mit Eins.

Definition + Bemerkung 2.8.1 (a) Eine abelsche Gruppe (M, +) zusammen mit
einer Abbildung e : R x M — M heilst R-Modul, wenn fiir alle a, b€ R, x,y € M
gilt:

(i) a(x+y)=ax+ay
(i) (a+ b)x = ax + bx
(iii) (ab)x = a(bx)

(iv) 1x=x
Beispiel:
(1) Rist R-Modul. (mit - als Ringmultiplikation)
(2) Ist R ein Korper, so ist R-Modul = R-Vektorraum.

(3) R=7%Z, M =17/27 = {0, 1} ist Z-Modul durch n-0 =0, n-1 = 7. Jede
abelsche Gruppe A ist Z-Modul durch nx = x+ -+ + x und (—n)x =
————

n-mal
n(—x) firne Ny, x € A
(4) Jedes Ideal in R ist R-Modul.

ine ildung ¢ : — von R-Moduln heift R-Modulhomomorphismus
b) Eine Abbild M M’ R-Moduln heift R-Modulh hi
(oder R-linear), wenn ¢ Gruppenhomomorphismus ist und fiir alle x € M,a € R

gilt: p(ax) = ap(x)
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(c) Homg(M, M") :={p : M — M’ : ¢ R-linear} ist R-Modul durch

(01 + ©2)(x) = 1(x) + a(x) ,
(9<P)(><)2 = ap(x) i } V1,02 € Homg(M, M), a€ R, x € M

(d) Die R-Moduln bilden mit den R-linearen Abbildungen eine Kategorie

(e) Die Kategorien Z-Mod. und Abelsche Gruppen sind isomorph. denn:
cp(nx) = @(x + -4 x) = o(x) + -+ (x) = ne(x)
(¢ : A —= A" Gruppenhomomorphismus, x € A, n € N) = Jeder Gruppenhomo-
morphismus von abelschen Gruppen ist Z-linear.
Definition + Bemerkung 2.8.2
Sei M ein R-Modul.

(a) Eine Untergruppe U von (M, +) heift R-Untermodul von M, wenn R-U C U ist,
dh. wenn U selbst R-Modul ist.

(b) Ist ¢ : M — M’ R-linear, so sind Kern(y) und Bild(¢) Untermoduln von M bzw.
M’ (denn p(x) =0 = p(ax) =0V... und ap(x) = p(ax)V...)

(c) Sei U C M Untermodul.
Dann wird M/U zu einem R-Modul durch ax =: ax (denn: Ist x’ € X, also x—x’ € U,
so ist ax’ — ax = a(x’ — x) € U)
Die Restklassenabbildung p : M — M/U, x — X ist dann R-linear (p(ax) = ax
ax = ap(x))

Definition + Bemerkung 2.8.3 (a) Fiir X C M heiRt

(X) = N U

U Untermodul von M
XCU

der von X erzeugte Untermodul.

n
(b) <X> = {Z aixi, i € R, x;eX,ne N}.
=0
(c) Eine Teilmenge B C M heift linear unabhangig, wenn 0 = Zabb mit a, € R

beB
(wobei a, = 0 fiir alle bis auf endlich viele b € B gelten soll, damit die Summe

Z apb wohldefiniert ist) nur maéglich ist mit a; = 0 Vi.
beB
(d) Eine Teilmenge B C M heiRt Basis, wenn jedes x € M eindeutig als Linearkombi-

nation 0 = Y ayb mit a, € R (wobei a, = 0 fiir alle bis auf endlich viele b € B

beB
gelten soll) darstellbar ist.

aquivalent: B linear unabhangig und (B) = M
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2.8 Moduln

(e) M heiBt frei(er R-Modul), wenn M eine Basis besitzt.
Beispiel:

(1) R ist freier R-Modul mit Basis 1 (oder einer anderen Einheit)

(3) Ist I C R Ideal, so ist M := R/l = ({1}). Fiir | # {0} ist R// nicht frei. denn: Sei
X € M,a€ \{0} = ax =ax =0 = in M gibt es kein linear unabhéngiges Element
(oder, um formal zu sein, keine linear unabhangige einelementige Teilmenge).
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3 Algebraische Korpererweiterungen

3.1 Algebraische und transzendente Elemente

Definition 3.1.1
Sei L ein Korper, K C L Teilkorper.

(a) Dann heiBt L Korpererweiterung von K. Schreibweise: L/K Korpererweiterung.
(b) [L: K] = dimk L heit Grad von L lber K

(c) L/K heiRt endlich, wenn [L : K] < co

(d) a € L heilt algebraisch iiber K, wenn es ein 0 # f € K[X] gibt mit f(a) =0
(e) a € L heilt transzendent iiber K, wenn a nicht algebraisch iiber K ist.

(f) L/K heiRt algebraische Koérpererweiterung, wenn jedes o € L algebraisch (iber
K ist.

Beispiel:

(1) Fir a€ Q und n > 2 ist v/a algebraisch iiber Q, da Nullstelle von X" — a
Summe und Produkt von solchen Wurzeln sind auch algebraisch tiber Q
2.B.: /2 4+ /3 ist Nullstelle von X% — 10X2 + 1, i ist Nullstelle von X2 + 1.

Klassische Frage: Hat jedes f € Q[X] eine Nullstelle, die ein ,Wurzelausdruck" ist?.

(2) Sei L = K(X) =Quot(K[X]). Dann ist X transzendent iiber K. Das gleiche gilt
fur jedes f € K(X)\ K

(3) In R gibt es sehr viele tiber Q transzendente Elemente. Da Q abzahlbar ist, ist auch
Q[X] abzahlbar, da jedes f € Q[X] endlich viele Nullstellen hat. Das heifit, es gibt
nur abzahlbar viele Elemente in R, die algebraisch tiber Q sind. R ist aber nicht
abzahlbar.

Definition + Bemerkung 3.1.2
Sei L/K Korpererweiterung, o € L,
wa : KIX] — L, f— f(a) Einsetzungshomomorphismus.

(a) Kern(ypy) ist Primideal in K[X]
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Beweis: Kern(ypy) ist Ideal, da @, Homomorphismus ist. Seien nun f, g €
K[X] mit fg € Kern(py) = (Fg)(a) = f(a)g(a) = 0 "2 f(a) = 0 oder
g(a) =0 u

(b) « algebraisch genau dannn, wenn ., nicht injektiv ist.

(c) Ist o algebraisch iiber K, so gibt es ein eindeutig bestimmtes, irreduzibles und
normiertes Polynom f, € K[X] mit fy(a) = 0 und Kern(py) = (f).
f, heift Minimalpolynom von o.

Beweis: K[X] ist Hauptidealring = 3, mit Kern(pa) = (fy). Wegen (a)
ist f, irreduzibel, eindeutigwbis auf Einheit in K[X], also ein Element aus
KX = dIX € K%, so dass A f, = f, normiert ist. [ |

(d) Kla] := Bild(pq) = {f(a) : f € K[X]} C L ist der kleinste Unterring von L, der
K und o enthalt.

(e) a ist transzendent & Kla] = K[X]

Beweis: « ist transzendent = Kern(py) = {0} = @, injektiv [ |

(f) Ist a algebraisch iiber K, so ist K[a] ein Korper und [K[a] : K] = deg(fy)

Beweis: Nach Homomorphiesatz ist K[a] = K[X]/Kern(¢y).

Kern(p,,) ist maximales Ideal, da Primideal # (0) in K[X] (siehe Bew. Satz
[6} Beh. 2) = Kla] ist Kérper.

fu(a) = 0, also a" + ¢, 1" 1+ +cga+cq=0mit ¢ € K, ¢g #0
(da fy irreduzibel), a(a" 1 +---+¢) = —¢. Ebenso: 1,a,a?, ..., alist
K-Basis von Kl[a], denn ist Y75 c;a’ = 0 mit ¢; € K, so ist Y1, X' €
Kern @4, also sind alle ¢; =0, also sind 1, ¢, . . ., a"~! linear unabhingig. Sei
g(a) € Kla] fiir ein g € K[X], und schreibe g = g - fy + r mit Grad(r) < n.
Also ist g(a) = r(a) und r = 27;01 ¢ X', also erzeugen 1, . . ., a1t ganz
R[a]. ]

Definition 3.1.3
Sei L/K Korpererweiterung.

(a) Fur A C L sei K(A) der kleinste Teilkorper von L, der A und K umfaBt; K(A) heilt
der von A erzeugte Teilkdrper von L. Es ist

K(A) = {
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(b) L/K heiBt einfach, wenn es o € L gibt mit L = K(&)

(c) L/K heiBt endlich erzeugt, wenn es eine endliche Menge {ay, . . ., ot C L gibt
mit L = K(a, ..., an)

Bemerkung 3.1.4

Sind M/L und L/K endlich, so auch M/K und es gilt [M : K] =[M: L]-[L : K]
Beweis: Sei by, ..., b, K-Basisvon L und e, ..., ep L-Basisvon M = B = {eib;: i =
1,...,nmj=1,...,m} ist K-Basis von M.

n m

denn: B erzeugt M: Seiaa € M, a = ZA,e,- mit A\; € L, \j = Z,U,jbj einsetzen =
i=1 j=1

Behauptung.

B linear unabhangig:

n

Ist Y wjjeib; = 0, so ist fiir jedes feste / : Z,Uz,‘jbj =0, da ¢ uber L linear unabhangig
Jj=1

sind. Da die b; linear unabhangig sind, sind die u;; =0 |

Notation: L /K Korpererweiterung, a € L, K[a] = Bild(ps) = . ..
K(a) = Quot(K[a]) = Kla], falls a algebraisch.

Bemerkung 3.1.5

Fiir eine Korpererweiterung L /K sind dquivalent:
(i) L/K ist endlich.
(i) L/K ist endlich erzeugt und algebraisch.
(i) L wird von endlich vielen liber K algebraischen Elementen erzeugt.

Beweis:

(i) = (ii) Jede K-Basis in L ist auch Erzeugendensystem von L/K. Ist a € L transzen-
dent diber K, so ist K[a] = K[X] ein unendlichdimensionaler K-Vektorraum in L,
Widerspruch. Also sind alle Elemente in L algebraisch.

(i) = (iii) v
(iii) = (i) Induktion iiber die Anzahl n der Erzeuger:
n=1: [K(a) : K] = Grad(fy) nach [3.1.2] ().

n > 1 K(ag,..., a,) = K(ag, ..., ap—1)(an), K' = K(ag, ..., an—1)/K ist
endlich nach Induktionsvorraussetzung und L /K’ ist endlich nach Fall 1, also folgt

aus[3.1.4] L /K ist endlich.
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Beispiel: cos 27" ist fiir jedes n € Z \ {0} algebraisch liber Q.
2mi _2mi
(% +e %)

e ist Nullstelle von X" — 1, also algebraisch (iber Q) = K = Q (e%) ist endliche

denn:

2w 2mi 2mi 27
cos— =Rlen | = en +en )=
n

N —
N —

352U g 2m ot algebraisch.

.. . 21
Kaorpererweiterung von Q, cos =* € K =

QcCQ(cos2) C K (n>3)

Bemerkung 3.1.6
Seien K C L € M Korper. Sind M/L und L/K algebraisch, so auch M/K

n
Beweis: Seia € M, f, = Zc,Xi € L[X] mit fa(a) = 0. Dann ist a algebraisch iiber
i=0
K(co,....cy) = L' C L, L ist endlich erzeugt iiber K == [/ /K endlich. AuBerdem ist
L'(e)/L" endlich. G L'(a)/K endlich = a algebraisch iiber K. ]

3.2 Algebraischer Abschluss

Proposition 3.2.1 (Kronecker)
Sei K Korper, f € K[X], f nicht konstant.

Es gibt eine endliche Korpererweiterung L/K, so dass f in L eine Nullstelle hat. Ge-
nauer: [L : K] < Grad f.

Beweis: (Ef irreduzibel. Setze L := K[X]/(f). L ist Korper, da (f) maximales Ideal ist.
o = X = Klasse von X in L ist Nullstelle von f. Genauer: f ist das Minimalpolynom von
o. |

Bemerkung 3.2.2
Ist f € K[X]\ {0} und o € K mit f(a) =0, dann ist X — a ein Teiler von f.

Beweis: {f € K[X]: f(a) = 0} ist ein Ideal im Hauptidealring K[X] und X — & sein
Erzeuger. |

Bemerkung + Definition 3.2.3
Sei K Korper, f € K[X]\ K
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(a) Es gibt eine endliche Korpererweiterung L/K, so dass f iiber L in Linearfaktoren
zerfallt.

Beweis: Induktion iiber n = deg(f):
n=1v
n>1 Ly wiein Proposition[3.2.1] Dann ist f(X) = (X —a)-f(X) in L1[X],
deg(fy) = n— 1. Also gibt es L,/Lq, so dass f1(X) = nl:[l(X — a;) mit
a; € L. Dabeiist Ly/Lq endlich, L1/K endlich, also L;:/IK endlich.
|

(b) L/K heilt Zerfallungskorper von f, wenn f iiber L in Linearfaktoren zerfallt, und
L liber K von den Nullstellen von f erzeugt wird.

(c) Es gibt einen Zerfallungskorper Z(f).

Beweis: Induktion liber den Grad und die Anzahl tiber die irreduziblen Fak-
toren:

(ESei f irreduzibel. Sei L1 == K[X]/(f)und a := X € L. Dannist L; = K(a)
und f = (X —a) - gin L1[X]. Nach Induktionsvorraussetzung gibt es einen
Zerfallungskorper Z(g) von g lber Ly, also wird Z(g) iiber K von o und den
Nullstellen von g erzeugt. [ |

(d) Ist f irreduzibel und n = deg(f), soist [Z(f) : K] < n!

Beweis: In Proposition ist[L:K]=n=deg(f)und f = (X —a) £
mit deg(fi) = n— 1. Mit Induktion folgt die Behauptung. ]
Beispiel:

(1) f € K[X] irreduzibel vom Grad 2. Dann ist L = K[X]/(f) der Zerfallungskorper
von f. f(X) = (X—a)(X—B), a,B € L.Ist f(X) = X?+pX+q,soista+B = —p

(2) f(X) = X3 -2 € Q[X]. Sei @ = v/2 € R Nullstelle von f. In Q(a) liegt keine
weitere Nullstelle von f, da Q(a) C R

XP—2=(X-a)(X?*+aX+a?) =[Z(f):Q] =6

irreduzibel tber Q(o)
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3 Algebraische Kérpererweiterungen

(3) K=Q, p Primzahl, f(X)=XP —1=(X—1)(XPL 4+ XP 2+ ... £ X +1)

fi

fi irreduzibel (siehe [2.6.3).
L:=QX]/(f) = Q&) (P =¢F =1 k=1,....p—1
= Q(¢p) = Z(f)

Definition + Bemerkung 3.2.4
Sei K ein Korper.

(a) K heifst algebraisch abgeschlossen, wenn jedes nichtkonstante Polynom f € K[X]
in K eine Nullstelle hat.

(b) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) K ist algebraisch abgeschlossen
(ii) Jedes f € K[X]\ K zerfallt iiber K in Linearfaktoren

(iii) K besitzt keine echte algebraische Korpererweiterung.
Beweis:
(i)=(ii) Induktion iiber den Grad von f.

(ii)=(iii) Angenommen L/K algebraisch, o € L \ K. Dann sei f, € K[X] das Minimal-
polynom von «; fy ist irreduzibel und zerfallt in Linearfaktoren = deg(f) =1 4

(ili)=(ii) Sei f € K[X] irreduzibel, L := K[X]/(f), dann folgt aus der Voraussetzung
L = K und damit Grad f = 1.

Satz 11

Zu jedem Korper K gibt es eine algebraische Korpererweiterung K /K, so dass K alge-
braisch abgeschlossen ist. K heift algebraischer Abschluss von K.

Beweis:

Hauptschritt: Es gibt algebraische Korpererweiterung K’/ K, so dass jedes nichtkonstante
f € K[X] in K" eine Nullstelle hat.

Dann: sei K" := (K')" und weiter K’ := (K'Y, i > 3; Esist K' C K'*1.

L:

|J K. Es gilt:

i>1
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3.3 Fortsetzung von Korperhomomorphismen

(i) L ist Kérper: a+be L firac K',be K/, da E: i <j = aauch in K/
(i) L ist algebraisch iiber K: jedes o € L liegt in einem K, K' ist algebraisch iiber K.

(i) L ist algebraisch abgeschlossen.
n
denn: Sei f € L[X], f = Zc,»X’, ¢ € L. Also gibt es j mit ¢ € K’ fiir
i=0
i=0,..., n = f hat Nullstelle in (KY)’ = K/*! C L = Behauptung

Bew.(Hautpschritt): Fiir jedes f € K[X] \ K sei X ein Symbol. X = {Xf : f €
K[X]\ K}, R:= K[X], | sei das von allen f(X¢) in R erzeugte Ideal.

Behauptung: / # R.

Dann gibt es ein maximales Ideal m € R mit / C m, K’ := R/m, K’ ist Kérper, K'/K ist
algebraisch,

denn: K’ wird iiber K erzeugt von den X; € X und f(X7) = 0in K’, weil f(X¢) € | C m.
f hat in K’ die Nullstellen (Klasse von) X;.

Beweis der Behauptung Angenommen /| = R, also 1 € [. Dann gibt es n >

n
LA, ... f, € KIXI\ K und g1, ..., gn € Rmit 1 = gifi(Xg). Sei L/K Korperer-

=1

weiterung, in der jedes fj,i =1,..., n Nullstelle o; hat (z.B. der Zerfallungskorper von
fl-... 1)

Setze nun «; fir Xg ein (1 = 1,..., n) (und 42 fiir alle anderen X¢). Dann ist 1 =
n

Zg,-(al ..... o, 42,...) - fi(a;) = 04 u
=1 o

3.3 Fortsetzung von Korperhomomorphismen

Sei f(x) = x> -2, K=Q, L =Q[X]/(f) und o = X, also f(a) = 0. Es gibt zwei
Einbettungen von L in R: Schreibe x € L als x = a+ ba mit a, b € Q (dies ist eindeutig),
dann sind @1(x) == a+ bv/2 und @5(x) := a — by/2 Homomorphismen L — R.
Proposition 3.3.1

Sei L = K(a), K Korper (also einfache Korpererweiterung). Sei o algebraisch iiber K,
f = fy € K[X] das Minimalpolynom. Sei K’ Kérper und o : K — K’ ein Kérperho-
momorphismus. Sei f¢ das Bild von f in K'[X] unter dem Homomorphismus K[X] —
K'[X], S aX'— > o(a))X'. Dann gilt:

(a) Ein Homomorphismus ¢ : L — K’ heiBt Fortsetzung von o, wenn ¢(a) = o(a) fiir
alle a € K dilt.
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3 Algebraische Kérpererweiterungen

(b) Ist ¢ : L — K’ Fortsetzung von o, so ist d(a) Nullstelle von £°.
(c) Zu jeder Nullstelle 8 von 7 in K’ gibt es genau eine Fortsetzung ¢ : L — K’ von

o mit (o) = 0.

Beweis:
(b) f7(a(a)) = f7(a(a)) = 3(f(a)) =0

(c) Eindeutigkeit: v* ¢ ist auf den Erzeugern von L festgelegt.

Existenz:
p:KIX] =K, X =B ‘
Y aX' =3 o(a)B =9g°(B)
=g
= o(f) = F7(B) "% & induziert 7 : K[X]/(f) = K’ m
=(L

Folgerung 3.3.2
Sei f € K[X]\ K. Dann ist der Zerfallungskorper Z(f) bis auf Isomorphie eindeutig.

Beweis: Seien L, L’ Zerféllungskorper, L = K(ay, ..., ap), a; die Nullstelle von f. Sei
weiter B; € L’ Nullstelle von f. Nach gibt es 0 : K(ay) — L' mit o1 =idk und
a(al) =0B; und T : K(ﬁl) — L mit 7'(51) = a7 und Tk = idgk.

TOoO = idK(al), OOT = idK(ﬁl) = K(Otl) = K(ﬁl)

Mit Induktion iiber n folgt die Behauptung. [ |

Bemerkung 3.3.3
Sei L/K algebraische Korpererweiterung, K ein algebraisch abgeschlossener Kérper. o :
K — K ein Homomorphismus. Dann gibt es eine Fortsetzung & : L — K.

Beweis: Ist L/K endlich, so folgt die Aussage aus 3.3.1] Fiir den allgemeinen Fall sei
M = {(L',T) : L'/K Kérpererw., L' C L, 7 : L' = K Fortsetzung von o}, M # 0 :
(K,0) e M

M ist geordnet durch (L1, T1) C (L2, 72) < L1 € Ly und 7» Fortsetzung von 77. Sei

N C M totalgeordnet L := U L
(L', T)eEN

L ist Korper, LCL 7' LK, T(x) = 7(x), falls x € L’ und (L', 7) € N.
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3.3 Fortsetzung von Korperhomomorphismen

Wohldefiniertheit: ist x € L”, so ist (L', 7) C (L”,7"”) und damit 7”(x) = 7T(x).

= (L, 7) ist obere Schranke 22" M hat maximales Element (L,3)

Zu zeigen: [ = L. Sonst sei & € L\ L und ¢’ Fortsetzung von & auf L () (nach |3.3.1)
= (L(a),0') e M und (L,5) C (L(a),0") 4 n

Folgerung 3.3.4
Fiir jeden Korper K ist der algebraische Abschluss K bis auf Isomorphie eindeutig be-
stimmt.

Beweis: Seien !;( und g algebraische Abschliisse von K. Nach Proposition [3.3.3| gibt es
FEEN
Korperhomomorphismus ¢ : K — C, der idk fortsetzt. Dann ist o(K) auch algebraisch
abgeschlossen: ist _f € o(K)[X] = fo' e K[X] hat Nullstelle o € K.
=5 aiXi =o)X
= o(a) ist Nullstelle von f:

SoHa)a =0=0=0(> 0" (a)a') = ao(a’) = aio(a)

C ist algebraisch iiber K, also erst recht iiber a(f()@a(f() = [ ]

Definition + Bemerkung 3.3.5
Seien L/K, L'/K Koérpererweiterungen von K.

(a)

Homk (L, L") :={o : L — L’ Kérperhomomorphismus, o = idyx}

Autk (L) :={o : L — L Korperautomorphismus, o|x = idx}

(b) Ist L/K endlich, K algebraischer Abschluss von K, so ist [Homy (L, K)| < [L : K].
Beweis: Sei L = K(ag, ..., a,), o algebraisch iiber K. Induktion lber n:

n=1 Sei f € K[X] das Minimalpolynom von a;. Fiir jedes o € Hom (L, K)
ist (1) Nullstelle von 7 € K[X]. Durch o, = idx und o(ay)
ist o eindeutig bestimmt. = |Homk(L, K)| = |Nullstellen von 7| <
deg(f?) =[L : K]

n>1 Sei L; = K(ay,..., ap_1),f € L1[X] das Minimalpolynom von a,
iiber Ly. Fiir 0 € Homy (L, K) ist o(a,) Nullstelle von £ € K[X] mit

_ _ WY
o1 = o), = |[Homy (L, K)| < [Homk (L1, K)|- deg(f) < [Ly: K]-[L:
3.1.6(b
LB 1 K
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3 Algebraische Kérpererweiterungen

3.4 Separable Korpererweiterungen

Definition + Bemerkung 3.4.1
Sei L/K algebraische Kérpererweiterung und K algebraischer Abschluss von K.

(a) f € K[X] heiRt separabel, wenn f in K keine mehrfache Nullstelle hat (also deg(f)
verschiedene Nullstellen).

(b) a € L heiBt separabel, wenn das Minimalpolynom von « iiber K separabel ist.

(c) L/K heiBt separabel, wenn jedes o € L separabel ist.

(d) f € K[X]\ K ist genau dann separabel, wenn ggT(f, f’) = 1. Dabei ist fiir f =
z”: a;X' die Ableitung definiert durch ' := " ja;X'~?

=0

n n

Beweis: Sei f(X) = [[(X — ), a; € K= £ (X) =Y J](X — o) nach
i=1 i=1 j#i

Definition ist f separabel & a; # o fiir i # J.

Beh.: a; = q, firein i >2 & (X —ayp) | 7

Aus der Behauptung folgt: f separabel < f und f’ teilerfremd in K[X].
Ist das so, dann ist ggT(f, ") = 1 (teilerfremd in K[X]). Ist umgekehrt
ggT(f,f") =1, so gibt es g, h € K[X] mit 1 = gf + hf".

Das stimmt dann auch in K[X], also sind f und ' in K[X] teilerfremd.

Bew. der Beh.: (X —a;) teilt H(X —aj), falls i # 1. Also gilt X — o teilt
JF#i
f' & X — oy Teiler von H(X —aj) © a; = g flir ein j # 1. [ |
J#1

(e) Ist f € K[X] irreduzibel, so ist f separabel genau dann, wenn f’ 0 (Nullpolynom)
ist.

Beweis: Ist f' =0, so ist ggT(f, f) =f #1

Ist f/ # 0, so ist deg f’ < deg f; ist f irreduzibel und @ € K Nullstelle

von f, so ist f das Minimalpolynom von « fio a nicht Nullstelle von /' =
ggT(f, =1 ]

Folgerung 3.4.2

Ist char(K) = 0, so ist jede algebraische Korpererweiterung separabel.
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3.4 Separable Kérpererweiterungen

Beispiele 3.4.3

Sei p Primzahl, K = F,(t) = Quot(FF,[t]). Sei f(X) = XP —t € K[X].

F(X) = pXP~L = 0, t € F,[t] ist Primelement “*2°" £ irreduzibel in (F,[t])[X] = f
irreduzibel in K[X]

f(X) = XP—a e F, = f =0, f ist nicht irreduzibel, da f Nullstelle in F, hat,
dh. es gibt ein b € F, mit b? = a.
Denn: ¢ : F, — F,, b — bP ist Kérperhomomorphismus! (denn (a + b)P = aP + bP)

Proposition 3.4.4
Sei char(K) = p > 0, f € K[X] irreduzibel, K ein algebraischer Abschluss von K.

(a) Es gibt ein separables irreduzibles Polynom g € K[X], so dass f(X) = g(X*") fiir
ein r > 0.

(b) Jede Nullstelle von f in K hat Vielfachheit p’.

n n
Beweis: Sei f nicht separabel, f = Za,-X’, = Z/a/Xi_l =0= ia; =0 fir i =

i=0 i=1
1,...,n= a; =0, falls i nicht durch p teilbar = f ist Polynom in X?, dh. f = g1(XP).
Mit Induktion folgt die Behauptung. [ |

Proposition + Definition 3.4.5
Sei L/K endliche Korpererweiterung, K algebraischer Abschluss von L.

(a) [L: K]s := [Homk(L, K)| heiRt Separabilititsgrad von L iiber K.
(b) Ist L Zwischenkorper von L/K, soist [L : K]s =[L: L']s-[L": K]s
(c) L/K ist separabel < [L: K] =L : K]s

(d) Ist char(K) =p>0,sogibteseinre Nmit [L: K]=p"-[L: K]s

Beweis:

(b) Sei Homk(L', K) = {01, ..., ont, Homp (L, K) = {m,..., Tm}y. Seig; i K — K
Fortsetzung von o;, i =1,..., n. Dann ist 6; € Autk(K).
Beh.:

(1) Homk(L,K)={gioTj: i=1,..., nj=1,..., m}

(2) gioTj=0707y < i=iundj=/".

Aus (1) und (2) folgt (b).

Bew.(1): "2" v/ "C": Sei 0 € Homk(L, K). Dann gibt es ein i mit o)., = 0; =
c?;_loa‘L/:idLr:>E|j mit&_loo:niazaon.

Bew.(2): SeigjoTj =0y 0Ty =0 =0 =>i=i"=>T =T ==/
~— =~
=0 ar
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3 Algebraische Kérpererweiterungen

(c) "="Sei L = K(ay, ..., ap,). Induktion dber n:

n=1 L = K(a), f = f, € K[X] das Minimalpolynom von a liber K = [L : K]S

|[{Nullstellen von f in K}| = deg f = [L : K].

n>1 [; = K(ag, ..., an—1), f € L1[X] das Minimalpolynom von a,. Zu jedem
01 € Homy (L1, R) und jeder Nullstelle von f in K gibt es genau eine Fort-
setzung o7 : L — K.

f separabel _ _
L - K]s = [Homk (L, )| = deg(f) - [Homx(Ly, K)| = [L : L4] -

[Lr:Kle XL La]-[Li: K] =L : K]

"<" Ist char(K) =0, so ist L/K separabel. Sei also char(K) =p > 0 und € L;
f € K[X] das Minimalpolynom von c. Nach[3.4.4] gibt es r > 0 und ein separables,
irreduzibles Polynom g € K[X] mit f(X) = g(X*") = [K(a) : K]s = |{Nullstellen
von g in K}| * 2% deg(g) (+) = [K(a) : K] = deg(f) = p- deg(g) =
pre[K(a) : Kls = [L: K] = [L : K(a)] - [K(a) : K] 2 [L = K(a)]s - p[K () :
K]s ® [L: K]s VOB p"=1= g=f = a separabel.

(d) folgt aus () [ |

Satz 12 (Satz vom primitiven Element)
Jede endliche separable Korpererweiterung L/K ist einfach, also gibt es o € L mit
L = K(a). a heift primitives Element.

Beweis: Ist K endlich, so folgt aus|3.5.1} dass L* zyklische Gruppe ist. Ist L* = (&), so
ist L = K[a].

Sei also K unendlich, L = K(aq, ..., a,). E: r=2 also L = K(a, ). Sei K algebrai-
scher Abschluss von L, [L : K] = n. Sei Homk(L, K) = {01, ..., on} (3.4.5(c)).

Sei g(X) = H (gi(a) — gj(a)) + (0:(B) — 0;(B))X) € K[X], g # 0, denn aus

1<i<j<n
oi(a) = gj(a) und 0;(B) = 0,(B) folgt o; = 0. Da K unendlich ist, gibt es A € K mit
g(X) #0.

Beh.: v .= o+ MG € L erzeugt L iiber K.

. - .. L .. oilk=idx
denn: Sei f € K[X] das Minimalpolynom von «y iiber K. Fiir jedes i ist f(o;(y)) =
oi(f(v)). Angenommen, o;(y) = oj(7y) fiir ein i # j. Dann wére (o;(a) + g;i(B)A) —
(oj(a) + gj(B)X) = 0 = g(A) = 0 4 = f hat mindestens n Nullstellen = deg(f) =
[K(v) : K] >n=[L: K], dayeL, folgt K(y) = L. ]
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3.5 Endliche Kérper

3.5 Endliche Korper

Proposition 3.5.1
Ist K ein Korper, so ist jede endliche Untergruppe von (K%, ) zyklisch.

Beweis: Sei G C K* endliche Untergruppe, a € G ein Element maximaler Ordnung. Sei
n =ord(a), G, :={b € G : ord(b) | n}.

Beh.: G, = (a)
denn: jedes b € G, ist Nullstelle von X" — 1. Diese sind 1, a, a°, ..., a"l = |G, =
l{a)| = n.

,
Nach Folgerung|1.4.5|ist G = @Z/a,-Z mit a;j|aj+1 = Fiir jedes b € G ist ord(b) Teiler
=1

von a, = n. : ]

Definition + Bemerkung 3.5.2
Sei K Korper mit Charakteristik p > 0.

(a) Dann ist die Abbildung ¢ : K — K, x — xP ein Homomorphismus. Er heilt
Frobenius-Homomorphismus.

(b) Esist ¢(x) =x <= x €, (als Primkorper in K).

Satz 13
Sei p Primzahl, n > 1, q = p". Sei F, der Zerfallungskérper von X9 — X € F,[X].
Dann gilt:

(a) Fq hat g Elemente.
(b) Zu jedem endlichen Korper K gibt es ein ¢ = p” mit K = F,

Beweis:

(a) f(X) = X9 — X ist separabel, da f'(X) = =1 = ggT(f,f') = 1 = f hat g
verschiedene Nullstellen in F, = |Fq| > g.

Umgekehrt: Jedes a € F, ist Nullstelle von f.

denn: F, wird erzeugt von den Nullstellen von f. Sind also a, b Nullstellen von f,
so ist a9 = a, b7 = b, also auch (ab)? = ab, (a+ b)9 = a%+ b9 = a+ b.

(b) (K*,-) ist Gruppe der Ordnung g — 1 = Fiir jedes a € K gilt a9 = a = Jedes
a € K ist Nullstelle von X9 — X = K liegt im Zerfallungskorper von X9 — X = K
enthalt F, (bis auf Isomorphie).

K|=|F,|=
| \|:>q| quFq
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Folgerung 3.5.3

Jede algebraische Erweiterung eines endlichen Korpers ist separabel.

Beweis: F,/F, separabel, da X9 — X separables Polynom ist. Ist K endlich, also K = F,,
L/K algebraisch, a € L, so ist K(a)/K endlich, also separabel (da K(a) = Fy fiir ein
r>1)

Definition: Ein Korper K heilt vollkommen (oder perfekt), wenn jede algebrai-
sche Korpererweiterung L /K separabel ist. |

3.6 Konstruktion mit Zirkel und Lineal

Aufgabe: Sei M C C=R? z.B.: M = {0, 1}.

Linien: £(M) := {L C R? Gerade: |[LNM| > 2} U{K,,_,,(23) : 21,20, z3 € M}
(Kr(z) ={y eR?: |z—y|=r})

Ki1(M) :={z € C: z liegt auf zwei verschiedenen Linien in L(M)}
Kn(M) = K1 (Kp—1(M)) fiir n>2
K(M) = UpZy Kn(M)

Satz 14
Sei M CR2mit 0,1 € M und K(M) die Menge der mit Zirkel und Lineal konstruierbaren
Punkte.

(a) K(M) ist ein Teilkorper von C.

(b) K(M)/Q(M) ist eine algebraische Korpererweiterung, dabei sei Q(M) der kleinste
Teilkorper von C, der Q und M umfasst und mit a auch 3 enthilt.

(c) Eine komplexe Zahl a € C liegt genau dann in K(M), wenn es eine Kette
Q(M):LQCL1C"'CLn

gibt mitae L,und [L;:Liq]=2flri=1,..., n.

Beweis:

(a) Seien a, b € K(M). Zu zeigen: a+ b, —a,a- b, 1 € K(M).
a+beK(M):
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3.6 Konstruktion mit Zirkel und Lineal

c) z ist Schnittpunkt zweier Kreise K, (m1) und K, (my) mit Mittelpunkten
mi,ma € M. Radien: n = |z1 — Z||, n=... also i} = (z1 — z|)(z1 — Z}) €
Q(M).

Dann ist |z — my|? = rf.

= zZ — (zmy + zmy) = r2 — myiy und zZ — (2 + Zmo) = r3 — M, =
2R[z(my — m2)] = 17 — r3 — (Muiy — mari)

Das ist eine lineare Gleichung, die R(z) und (z) enthalt. Einsetzen in (1)
ergibt quadratische Gleichung fiir R(z) (mit Koeffizienten in Q(M)).

Noch zu zeigen: Ist a € C und gibt es eine Kette
Q(M)ZL()CLl Cc---ClL,

von Korpererweiterungen mit [L; : Li_1] =2 und a € L,, so ist a € K(M).

Sei also L/K quadratische Erweiterung von Korpern (mit Charakteristik ungleich
2). Dann gibt es @ € L und a € K, so dass L = K(a) und a? = a, das heit
L = K(+/a). Zu zeigen ist also: Ist K C K(M), so ist v/a € K(M):

Wurzelziehen: a € R

/ g
/ -
// ,/'//
[
| I |
[ Ta a2 |
\
\ /,s
\ /
\ /
\\\ 1/
\\\ ‘/f
-
Thales g . . . Hohensatz
= Winkel ist rechtwinklig =~ =~ b’=|—a|-1=a ]

Beispiel: Das regelmalige Fiinfeck ist aus 0 und 1 konstruierbar. Ziel: Konstruiere
Nullstellen von X® — 1= (X —1)-f, f := X* 4+ X3+ X? + X + 1. Trick von Lagrange:
F(X) = X2(X2+ 5 +X+%+1). MitY := X+% istdann 5 -F(X) = Y24+Y -1 = g(Y).
Ist y Nullstelle von g und &€ Nullstelle von f, so ist Q C Q(y) C Q(&) eine Kette wie im
Satz.
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4 Galois-Theorie

4.1 Der Hauptsatz

Definition + Proposition 4.1.1
Sei L /K algebraische Korpererweiterung, K ein algebraischer Abschluss von L.

(a) L/K heiBt normal, wenn es eine Familie F C K[X] gibt, so dass L Zerfallungskorper
von F ist.

(b) Ist L/K normal, so ist Homk (L, K) = Autk(L)

Beweis: "2" gilt immer."C": Sei L = Z(F), f € F, a € L Nullstelle von f =
n

Fiir 0 € Homk(L, K) ist o(a) auch Nullstelle von . Sei f(X) = Z aX =
i=0

0=o0(f(a)) = i&(fﬁd(a’) = f(o(a)) = o(a) e L= 0(L) C L. oist

i=0 —a

surjektiv, da L von den Nullstellen der f € F erzeugt wird und jedes f € F
endlich viele Nullstellen hat, die durch o permutiert werden. |
(c) L/K heiRt galoissch, wenn L/K normal und separabel ist.
(d) Ist L/K galoissch, so heift Gal(L/K) := Autk (L) die Galoisgruppe von L/K.

(e) Eine endliche Erweiterung L/K ist genau dann galoissch, wenn |Autk (L)| = [L : K]
Beweis: "=" Aus (b) folgt
[Auti(L)] = [Homy (L, R)| = [L: K1, "2 [L 2 K](+)
"<" In (%) gilt stets |Autk(L)| < [Homk(L,K)| = [L : K]s < [L : K].
Aus |Autk(L)] = [L : K] folgt also [L : K]s = [L : K] = L/K separabel
L = K(a) fiir ein o € L; Sei f € K[X] das Minimalpolynom von c. Sei

B € K Nullstelle von f. Nach gibt es o € Homk (L, K) mit o(a) = .
Wegen (k) ist 0 € Autk(L) =B € L = L = Z(f). [ |
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4 Galois-Theorie

Beispiel: Sei K Korper mit Charakteristik nicht 2, d € K*\ (K*)2. Dann ist K(v/d)/K
eine Galois-Erweiterung, denn X2 — d ist irreduzibel und separabel und zerfillt in

K(Vd)[X] in (X —Vd)(X +V/d).

Bemerkung 4.1.2 (a) Ist L/K galoissch und E ein Zwischenkérper, so ist L/E ga-
loissch und Gal(L/E) C Gal(L/K).

Beweis: L/E normal, da Zerfallungskorper von F C K[X] C E[X]. L/E
separabel, da L/K separabel und das Minimalpolynomm von a € L iiber E
in E[X] Teiler des Minimalpolynoms iiber K ist. [ |

(b) Istin (a) zusatzlich auch E/K galoissch, so ist

1 Gal(L/E) — Gal(L/K) & Gal(E/K) — 1

00|

exakt.

Beweis: Fir 0 € Gal(L/K) = Autk(L) ist og : E — L, also o €
Homk(E, L) € Homk(E,K) = Autk(E), da E/K galoissch ist. = £ ist
wohldefiniert.

0 surjektiv: Sei 0 € Gal(E/K). Nach |&Rt sich o fortsetzen zu o : L —
K, o € Homg(L, K) = Autk(L) = Gal(L/K) und B(G) =g =0

KernB = {0 € Gal(L/K) : o = ide} = Autg(L) = Gal(L/E) [ |

Satz 15 (Hauptsatz der Galoistheorie)
Sei L /K endliche Galois-Erweiterung.

(a) Die Zuordnungen

\Vj
Zwischenkorper von L/K - Untergruppen von Gal(L/K
H
(0]
E — Gal(L/E)
[H={a€l :ola)=aVoecH} +— H

sind bijektiv und zueinander invers.

(b) Ein Zwischenkorper E von L/K ist genau dann galoissch liber K, wenn Gal(L/E)
Normalteiler in Gal(L/K) ist.
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4.1 Der Hauptsatz

Beweis:

(a) LM ist Zwischenkorper: v/
"Wod =id" Sei HC Gal(L/K) Untergruppe. z.z.: Gal(L/L") = H
"D" Nach Def. von LH "C": Nach[4.1.]ist |Gal(L/L")| = [L : L"]. Es geniigt also
zz.: [L : LY] < |H|. Sei a € L primitives Element von L/L", also L = LH(a).
Sei f = H(X —o(a)) € L[X]; dann ist deg(f) = |H|. Fir jedes 7 € H ist

o€H
fT = f (mit o durchlduft auch o o 7 alle Elemente von H) = f € L"[X] =

Das Minimalpolynom g von « iiber L ist Teiler von f. = [L : L"] = deg(g) <
deg(f) = |H|
"® oW =id" Sei E Zwischenkérper, H := Gal(L/E). zu zeigen: E = L".
"C": Definition. "D": Da LY/E separabel ist, geniigt es zu zeigen [L" : E]s =
1. Sei also 0 € Homg(L", K), ¢ € Homg(L, K) = Aute(L) = Gal(L/E) = H
Fortsetzung = 0| v = idyu
=0

(b) "=" b), da Gal(L/E) = Kern(. "<": Sei H := Gal(L/E) Normalteiler in

Gal(L/K). Wegen c) geniigt es zu zeigen: Fiir jedes o € Homy(E, K) ist

o(E) C E. Sei also 0 € Homk(E, K), ¢ € Homk(L, K) Fortsetzung.
—Gal(L/K)

Seinuna € E, 7 € H. Dannist 7(o(a)) = (100)(a) = (co7")(a) = o(a) = o()
mit & wie eben und 7/ := 1o T o € H (nach Voraussetzung) = o(a) € L" =
Ev [ |

Folgerung 4.1.3
Sei L/K endliche Galoiserweiterung. Dann gilt fiir Zwischenkérper E, E' bzw. Untergrup-
pen H, H von Gal(L/K):

(a) EC E «= Gal(L/E) D Gal(L/E")
HCH «— [HD "

(b) Gal(L/E N E") = (Gal(L/E), Gal(L/E"))
ENE — [(Gal(L/E).Gal(L/E")

LHOH = [ H . [ H = K(LH U L") (das Kompositum von L und L")

Folgerung 4.1.4

Zu jeder endlichen separablen Korpererweiterung gibt es nur endlich viele Zwischenkorper.

Beweis: Ist [ /K endliche Galoiserweiterung, so entsprechen die Zwischenkorper (nach
bijektiv den Untergruppen der endlichen Gruppe(L/K). Im allgemeinen ist L = K(a)
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4 Galois-Theorie

1.) Sei f das Minimalpolynom von « iiber K. f ist separabel, da L/K separabel. Sei L
der Zerfallungskérper von f iiber K. = L/K ist galoissch, K C L C L = L/K hat nur
endlich viele Zwischenkorper. |

Proposition 4.1.5
Sei L ein Korper, G C Aut(L) eine endliche Untergruppe. K := L = {a € L : o(a) =
aVoeGy

Dann ist L/K Galoiserweiterung und Gal(L/K) =G

Beweis:
e [ /K ist algebraisch und separabel. Sei dazu o € L. {o(a) : 0 € G} = Ga ist
endlich. Sei Ga = {o1(a), ..., or(a)} mit oj(a) # oj(e) fir i # j und o1 = id;.
r

Dabei ist r ein Teiler von n :=|G|. Sei fo(X) = H(X—a,-(a)) € L[X]. Zu zeigen:
i=1

fx € K[X]. denn: fiir o € G ist fZ(X H(X — o(oi(a))) (selbe Faktoren wie

i=1
(X)) = fo =17 = fy € K[X]
= « algebraisch, a separabel (da f, separabel), [K(a): K] <n (%)

e [ /K normal: Der Zerfallungskorper von f, ist in L enthalten. = L ist der Zerfal-
lungskorper der Familie {f, : a € L}

e [ /K endlich: Sei (a;);e; Erzeugendensystem von L /K. Fir jede endliche Teilmenge
lo C Iist K{e : i € Ip}) endlich Uber K, also K({a; : i € lp}) = K(ap)
fir ein ag € L ) [K({ei : 7 € lo}) : K] < n. Sei I; C [ endlich, so dass
K1 = K({e : i € I1}) maximal unter den K({a; : j € J}) fiir J C [ endlich.

Ann.: K; # L. Dann gibt es i € | mit o; € K1 = Ki(a;) 2 K1, trotzdem endlich
im Widerspruch zu Wahl von K; = L/K endlich, genauer [L : K] < n wegen ().

e Gal(L/K) = G: "2": nach Definition. Nach ist n= |G| < |Gal(L/K)| = [L:
Kl <n

4.2 Die Galoisgruppe einer Gleichung

Definition + Bemerkung 4.2.1
Sei K ein Korper, f € K[X] ein separables Polynom.
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(a) Sei L = L(f) Zerfallungskorper von f iiber K. Dann heit Gal(f) := Gal(L/K)
Galoisgruppe von f.

(b) Ist n =deg(f), so gibt es injektiven Gruppenhomomorphismus Gal(f) < S, (durch
Permutation der Nullstellen von f)

(c) Ist L/K separable Korpererweiterung vom Grad n, so ist Autk (L) isomorph zu einer
Untergruppe von S,,.

Beweis: Sei L = K(a), f € K[X] Minimalpolynom von a, & = g, . . ., oy
die Nullstellen von f in L = jedes o € Autk (L) permutiert a, ..., ag. N

Beispiele 4.2.2
Die Galoisgruppe von f(X) = X®> —4X +2 € Q[X] ist Ss.
Bew.:

e f ist irreduzibel: Eisenstein fiir p = 2

e f hat 3 relle und 2 zueinander konjugiert komplexe Nullstellen f(—oc0) = —o0, f(0) =
2,f(1) = —1, f(c0) = co = f hat mindestens 3 reelle Nullstellen.
fI(X) =5X* — 4 =5(X?— %)(X2 + %) hat 2 reelle Nullstellen = f hat genau
3 reelle Nullstellen. Ist o € C Nullstelle von f, so ist f(&) = f(a) = 0.

e G = Gal(f) enthalt die komplexe Konjugation 7. T operiert als Transposition: 2
Nullstellen werden vertauscht, 3 bleiben fix.

e G enthilt ein Element von Ordnung 5: Ist o Nullstelle von f, so ist [Q(a) : Q] =5
und Q(a) C L(F) B 5 teilt |G| 2" Beh.
I
e G enthalt also einen 5-Zyklus und eine Transposition (:) G =5s.

Bemerkung 4.2.3
Allgemeine Gleichung n-ten Grades: Sei k ein Kérper, L = k(T1, ..., T,) = Quot(k[T1, ...,

e S, operiert auf L durch o(T;) = T4
e Sei K := L>". L /K ist Galois-Erweiterung (nach Proposition [4.1.5)) vom Grad n!

e [ ist (iiber K) Zerfallungskorper von f(X) = H(X —Ti) € K[X]

i=1

e Gal(f) =5,
n

o« FX) =S (1 s (To o TIX" ¥ mit s,(To, . Ty = S Ty Ty
v=0 1<p<-<iy,<n

z.B.: Sl(Tl ..... Tn) = T1+ . '+Tn, Sy = T1T2+T1T3+' . '+Tn,1Tn, Sp = Tl'. . .'Tn
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4 Galois-Theorie

4.3 Einheitswurzeln

Bemerkung + Definition 4.3.1
Sei K ein Korper, K algebraischer Abschluss von K. Sei n eine positive ganze Zahl.
Angenommen, char(K) ist entweder O oder teilerfremd zu n.

(a) Die Nullstellen von X" — 1 in K heiRen n-te Einheitswurzeln.

(b) wn(K) :={¢ € K: (" =1} ist zyklische Untergruppe von K* der Ordnung n.

Beweis: ,(K) Untergruppe v/, also zyklisch nach f(X)=X"—1ist
separabel, da f/(X) = nX""! (Bem [3.4.1)) [

(c) Eine n-te Einheitswurzel ¢ heiBt primitiv, wenn (¢) = u,(K)

Satz 16

(Voraussetzungen wie eben.)

(a) Die Anzahl der primitiven Einheitswurzeln in K ist ©(n) = |(Z/nZ)*| = {m €
{1,..., n} :9gT(m,n) =1} (n+— @(n) ist Eulersche yp-Funktion)

Beweis: Ist (¢ primitive n-te Einheitswurzel, so ist wu,(K) =
{1,¢,¢62, ..., "1}, ¢F erzeugt {1,¢,¢3 ..., "} & ggT(n k) = 1.

.
(b) Ist n=pi* ... p¥, (Primfaktorzerlegung) so ist ¢(n) = pr’fl(Pi -1)
i=1

Beweis: Nach Satz [7| ist Z/nZ = Z/p{*Z&---BZ/p*Z (als Ringe)
= (Z/n2)* = (Z/p]*Z)* D ---D(Z/p:Z)* (als Gruppen). Doch fiir jede
Primzahl p und jedes positive v ist

(Z/p*Z)*| = p* — p*~' = p* H(p—1). u

w(n)
(c) Sind (3, ..., Cp(m) die primitiven Einheitswurzeln, so heift ®,(X) := H(X —¢) €
i=1

K[X] das n-te Kreisteilungspolynom

(d) X"—1=]]®q(X)

d|n
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4.3 Einheitswurzeln

Beweis: X" — 1= [[(X-O=]] [[ X-¢O=]]®aX) n

CEWn dln  (€un d|n
ord(¢)=d

(e) Sei ¢ primitive n-te Einheitswurzel. Dann ist K({)/K Galois-Erweiterung.

Beweis: K () ist Zerfallungskorper von X" — 1 iiber K, also normal. X" — 1

ist separabel (4.3.1)) ]

()
Gal(K(¢)/K) — (Z/nZ)*

n- o = xn(0)

ist injektiver Gruppenhomomorphismus, wobei
a(¢) = (@) (x, heiBt zyklotomischer Charakter)

Beweis: x,(0) € (Z/nZ)*, da a(() primitive Einheitswurzel sein muB.

Xn ist Gruppenhomomorphismus: 01,0, € Gal(K(¢)/K) = o1(02(¢)) =
o—l(CXn(UZ)) = (Ul(C))Xn(U2) = CXn(Ul)Xn(UZ)

Xn injektiv: xp(0)=1=0(()=(=0=id [ |

Z[X] (primitiv) :char(K) =0

(9) ®n(X) € K[X], genauer ®,(X) € { F,[X] i char(K) = p

Beweis: Induktion tiber n: n=1 Vv

n>1 X" =12 o,() ] ®4(X)
® dn
d<n
(+0)

char(K) = p : (%) € Fp[X], (%) € Fp[X] nach IV = &,(X) € F,[X] :
(weil Polynomdivision zweier Polynome in F,[X] nie die Koeffizienten aus
dem Korper F,, herausfiihrt).

char(K) = 0 : (x) € Z[X] (primitiv), (*x) € Z[X] primitiv nach IV

Lemmaon Gauk o, (X} € Z[X] primitiv. n

(h) Ist K = Q, so ist @, irreduzibel und x, ein Isomorphismus. Q({) heilt n-ter
Kreisteilungskorper.
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4 Galois-Theorie
Beweis: Es genligt zu zeigen: @, irreduzibel (dann folgt x, Isomorphismus
aus (e) und (f))
Sei f € Q[X] Minimalpolynom von ¢, f € Z[X] wegen (g)
Beh.: f(¢P) = 0 fiir jede Primzahl p mit p 1 n.

Dann ist auch f(¢™) = 0 fiir jedes m mit ggT(m, n) = 1 = f(¢;) = 0 fiir
Jjede primitive Einheitswurzel {; = &,|f = &, =f

Bew.: Sei X" —1 = f - h. Ware f(¢{P) # 0 = h(¢P) = 0 dh. ¢ Nullstelle von
h(XP) = h(XP) ist Vielfaches von f = 3 g € Z[X] mit h(XP)=f-g

"2P Fg = AP in F,[X] = F und A haben gemeinsame Nullstellen in F, =
X" —1 = fh hat doppelte Nullstelle 4 zu X" — 1 separabel. [ |

Beispiele: ®1(X) =1, 5(X) = X+ 1, ®,(X) = XP 14 XP~2 4+ ..+ X + 1 fiir p prim.

X4—1  X*-1

_ _ 2
¢4(X)7<D2~<D17X2717X +1
cD(X)fiXG_lf =X?-X+1
T o0,

Pg(X) = X* +1

Fiir n < 105 sind alle Koeffizienten 0, 1 oder —1.
Folgerung 4.3.2

Das regelmaBige n-Eck ist genau dann mit Zirkel und Lineal (aus {0, 1}) konstruierbar,
wenn @(n) eine Potenz von 2 ist.

Beweis: z.z.: ¢, (primitive n-te Einheitswurzel) € K({0,1}) & o(n) = 2/ fiir ein | >
1 < [Q(¢) : Q] = 2" und es gibt Kette Q(M) = Lo C Ly C -+ C L, = Q(¢,) und
———
w(n)
[L,‘ . L,'_l] = 2.

"<" Gal(Q(¢,) : Q) ist abelsch von Ordnung 2'. Dazu gehdrt Kompositionsreihe mit
Hauptsatz d. Galoistheorie

Faktoren Z/27Z = ]
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4.4 Norm, Spur und Charaktere

Definition + Proposition 4.4.1
Sei G eine Gruppe, K ein Korper.

(a) Ein Charakter von G (mit Werten in K) ist ein Gruppenhomomorphismus x : G —
KX

(b) Xk(G) :={x : G = K*, x Charakter} = Hom(G, K*) heift Charaktergruppe
von G (mit Werten in K)

(c) (Lineare Unabhangigkeit der Charaktere, E.Artin) Xk (G) ist linear unabhangige
Teilmenge des K-Vektorraums Abb(G, K)

Beweis: Angenommen Xy (G) ist linear abhangig. Dann sei n > 0 minimal,
so dass es in Xk (G) n paarweise verschieden linear abhangige Elemente gibt.
Es gebe also paarweise verschiedene Charaktere x;, ..., Xn € Xk(G) und

n
Korperelemente Aq, ..., An € K mit ZA,-X/ = 0. Dazu muB n > 2 sein.
i=1
Ferner sind die Korperelemente Aq, ..., A, € K von 0 verschieden, da sonst
n nicht minimal ware.

Sei g € G mit x1(g) # x2(g). Dann gilt fiir alle h € G:

n @ n N
o ; A @), = ; Aixi(g)xi(h) = ;M:’X:’(h) = ;NIXI =0
! =xi(g)xi(h) T =mekx I i

n n
Seivi =i —Aixi(g), i=1,..., n. Dann ist Zu,-x, =0 (da Zp,,-x,- =0
i=1 i=1

und ZA,—x,- = 0 ist). Da 1 = Mx1(9) — Mx1(g) = 0 ist, bedeutet dies:
i=1

> vixi = 0. Wegen v, = Xoxa(9) — Xoxi(g) = &\/2_/()(2(9) —x1(9)) # 0

i=2

#0 £0
sind also x», ..., X linear abhangig. Dies steht im Widerspruch zur Minimalitat
von n. [ |

Es sei angemerkt, dal der Begriff eines “Charakters” in der Mathematik in sehr vielen,
teilweise stark unterschiedlichen Bedeutungen anzutreffen ist. So bedeutet “Charakter”
in der Darstellungstheorie von Gruppen etwas anderes als in der obigen Definition [4.4.1]

Definition + Bemerkung 4.4.2
Sei L/K endliche Koérpererweiterung, g = [[LL::?]]S (= p", p =char(K)), n:=[L : Kls,
Homy (L, K) = {o1,.. ., on}
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n
(a) Fir o € L heibt try /k(a) :==q- ZO’,‘(OL) € K die Spur von a (iiber K)

i=1

(b) Vo€ L :try k() € K

Beweis: (EL/K separabel. Ist L/K normal, also galoissch, so ist
Homk (L, K) = Gal(L/K) =: G und tr; ;k(a) € L® = K (da invariant unter
allen ¢;). Andernfalls sei L normale Erweiterung von K mit L C L. Fiir 7 €
Homx (L, K) = Gal(L/K) und jedes i = 1,...,nist T o o; € Homk (L, K)
(da ai(L) € L) = try k(@) € [SNL/K) = K n

(c) try/k ist K-linear.
n q

(d) Fiir a € L heiBt Ny k() = (H a,-(oc)) die Norm von «a (lber K).
i=1

(e) Nyk(a) e K

(f) Npjk : L* — K*ist Gruppenhomomorphismus

Beweis:

(e) Ist L/K separabel, so argumentiere wie in (b). Sonst siehe Bosch.

Bemerkung 4.4.3
Sei L/K endliche Korpererweiterung. Fir oo € L sei mg : L — L, x — ax. mg ist
K-linear und es gilt:

tri k(@) = Spur(ma), Ni/k(a) = det(mg)

Beweis: Ist [ /K separabel, so sei L = K(a). Dannist 1,a, a2, ..., a1 eine K-Basis
von L, [L : K] = n. Weiter sei (X) = X"+ o1 X"+ + X+ c € K[X] das
Minimalpolynom von a iiber K. Dann ist die Abbildungsmatrix von m, beziiglich der
Basis 1, ..., a1

0 0 0 -
1 0 L —q
D=1lo0 1
0

0 0 ...0 1 —Cp—1
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= Spur(mg) = —ch_1, det(my) = (—1)"co.
In K[X] zerfillt f in Linearfaktoren:
f=IIm (X = 0i(0)) = e = =31y 0i@), o = (=1)"[[}=; 0i(@)

Ist L # K(a), so sei by, ..., bm eine K(a)-Basis von L. Dann ist B = {bjo/, i =

1,..., m, j=0,..., n—1} eine K-Basis von L. Dann ist die Darstellungsmatrix von m,
beziiglich B:
D 0 0
~ 0 D
D =
0 0 D

= Spur(ma) = m(—cp-1), det(mq) = ((~1)"co)"

Fiir jedes o; € Homy (L, K) ist o;(a) Nullstelle von f. Jede Nullstelle von f wird dabei

gleichoft angenommen, namlich m = [L : K(a)]-mal = tr, x(a) = m- try(q)/k(a) =
m n m

m(—cp-1) und Ny k() = (Nk(ay/x) = ((=1)"c0) u

Satz 17 ("Hilbert(s Satz) 90")
Sei L/K zyklische Galois-Erweiterung. (dh. Gal(L/K) = (o) fiir ein o)

(a) Ist B € L mit N (B) =1, so gibt es ein a € L* mit 8 = ﬁ

Beweis: n := [L : K]. Nach [4.4.1] sind die Charaktere id,0,..., 0" :
L* — L linear unabhangig lber L.

Nun ist f = id + Bo + Bo(B)o% + --- + Bo(B) ...0"2(B)o""! nicht die
Nullabbildung = 3y € L mit a :=f(y) # 0

Bo(a) = Ba(y) + Ba(B)o?(y) + -+ Ba(B)...c" 1(B)d"(v) = « [ ]

Ni/k(B)=1 =Y

(b) Sei L/K zyklische Galoiserweiterung, n = [L : K], o € Gal(L/K) ein Erzeuger. Zu
BeLmittr, x(B)=0gbtesaec L mitf=a-o(x)

Beweis: Sei y € L mit tr; /() # 0 und
a = g Bo() + B+ 0B)*() + -+ B+ oB) + o+

a"2(B))o" ()]
= 0(a) = 5,y [0(B)o*(7) + (0(B) + o*(B)) o> (7) + - + (a(B) + -+ +
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o™ (B))o"(7)]

= (a — o(@)tryk(y) = Boly) + Bo?(y) + -+ + Bo" (v) —
(0B)+ -+ "By =B trik(Y) u
—B

Folgerung 4.4.4

Voraussetzungen wie in Satz

(a) Ist char(K) kein Teiler von n = [L : K] und enthélt K eine primitive n-te Einheits-
wurzel ¢, so gibt es ein primitives Element a € L, so dass das Minimalpolynom von
a lber K von der Form
X" —
ist fiir ein v € K. ("Kummer-Erweiterung”)

(b) Ist char(K) = [L : K] = p, so gibt es ein primitives Element o € L, so dass das
Minimalpolynom von a liber K die Form

XP—X—7

hat fir ein v € K. ("Artin-Schreier-Erweiterung”)

Beweis:

(a) Esist Ny k(¢) =¢"=1= N k(¢h) Satélm es gibt a € L* mit (o) = (a =
o(a) = Cla, i =1,..., n — 1 = Das Minimalpolynom von a iiber K hat n
verschiedene Nullstellen = L = K(a).

AuBerdem ist o(a") = o(a)" = a" = v := a" € K = Das Minimalpolynom von
aist XT — 7y

(b) trx(1) =1+ +1=p=0"2"

a+i,1=0,..., n—1=K(a)=1L

esgbtae Ll mito(a)=a+1=od'(a)=

olaP—a)=c(a)’—o(a)=aP+1—-(a+l)=aP—a=aP—a=:v€ K und
XP — X — 7y ist Minimalpolynom von «. |

Proposition 4.4.5
Sei L/K einfache Korpererweiterung, L = K(a)

(a) Ist a Nullstelle eines Polynoms X" — «y fiir ein v € K und enthalt K eine primitive
n-te Einheitswurzel ¢, so ist L/K galoissch, Gal(L/K) zyklisch, d := [L : K] ist
Teiler von n, o € K, X9 — a? ist Minimalpolynom von «

(b) Ist char(K) = p >0 und a € L\ K Nullstelle eines Polynoms XP — X — «y fiir ein
v € K, soist L/K galoissch und Gal(L/K) = Z/pZ
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Beweis:

(a) Die Nullstellen von X" — v sind , ¢, .. ., ¢("la = L ist Zerfillungskorper von
X" — 7, also normal und separabel, also galoissch.
Fiir 0 € Gal(L/K) ist o(a) = ¢ 9 fiir ein v(o) € Z/nZ.

o — v(0) ist injektiver Gruppenhomomorphismus Gal(L/K) — Z/nZ = Gal(L/K)
ist zyklisch, da Untergruppe von Z/nZ = d = [L : K] teilt n.

Fir o € Gal(L/K) ist o(a?) = (C"(U))dad =a? = a? € K; X9 —a? ist
Minimalpolynom, da L = K(a) und [K(a) : K] = d.
(b) FirieF,ist (a+i)P—(a+i)—y=aP+ i —a—i—y=0=>XP-X—v

=i
hat p verschieden Nullstellen = L ist Zerfallungskorper von XP — X —«y und L/K
ist separabel. AuBerdem folgt: Gal(L/K) & Z/pZ [ |

4.5 Auflosung von Gleichungen durch Radikale

Definition 4.5.1
Sei K ein Korper.

(a) Eine einfache Korpererweiterung L = K(a) heit elementare (oder einfache)
Radikalerweiterung, wenn entweder

(i) « ist eine Einheitswurzel.
(ii) o ist Nullstelle von X" — -y fiir ein v € K und char(K) t n
(i) a ist Nullstelle von XP — X —« fiir v € K, char(K) = p
(b) Eine endliche Korpererweiterung L /K heift Radikalerweiterung, wenn es eine Kor-

pererweiterung L’/L gibt und eine Kette K = Lo C L1 C--- C L, = L' von Zwi-
schenkérpern, so dass Lj11/L; elementare Radikalerweiterung ist fiir i = 0, .. ., n—1

(c) Ist f € K[X] separabel, nicht konstant, so heit die Gleichung f(X) = 0 durch
Radikale auflésbar, wenn der Zerfallungskorper von f Radikalerweiterung ist.

Beispiel: K = Q, f(X) = X3 -3X +1

Beh.: Ist o Nullstelle von f, so ist Q(o) Zerfallungskorper von f, hat also Grad 3 (ber
Q. Q(a)/Q ist keine einfache Radikalerweiterung.

Die Nullstellen von f sind: ] _
27i/9 4 e167rl/9

8mi/9 4 @l0mi/9

a; =€
O = €
a3 = el41ri/9 4 e47ri/9
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Esist a? = e*™/9 4 eMm/9 4 2 = a3+ 2= a3 € Q(a1) = ar = —a; — a3 € Q(o)
Satz 18
Sei K ein Korper, f € K[X] separabel, nicht konstant.

(a) Die Gleichung f(X) = 0 ist genau dann durch Radikale auflésbar, wenn ihre Ga-
loisgruppe auflosbar ist (dh. G hat Normalreihe G = Go > -+ > G, = {e} mit
G;/G,y1 abelsch).

(b) Eine endliche Kérpererweiterung L /K ist genau dann Radikalerweiterung, wenn es
eine endliche Galoiserweiterung L'/ K gibt mit L C L', so dass Gal(L’/K) auflosbare
Gruppe ist.

Beispiel: X° — 4X + 2 hat Galoisgruppe Ss und ist deshalb nicht durch Radikale auf-
|6sbar, denn S5 D As D {e} ist Kompositionsreihe. Nach Jordan-Hélder tritt As in jeder
Kompositionsreihe fiir Ss als Faktorgruppe auf.

Beweis: "=": Sei K=LgC L; C--- C L, Kette wie in Def. (b) mit L C L.
Induktion liber m:

m=1: Ist L;/K vom Typ (i), so ist L1 = K({) fiir eine primitive n-te Einheitswurzel ¢
und Gal(K(¢)/K) C (Z/nZ)*, also auflosbar.

Ist L1/K vom Typ (iii), so ist L1/K galoissch und Gal(L,/K) = Z/pZ.

Sei L1/K vom Typ (ii). Enthalt K eine primitive n-te Einheitswurzel, so ist K(a)/K
galoissch und Gal(K(a)/K) = Z/nZ

Andernfalls sei F = K(() der Zerféllungskorper von X" — 1 iiber K und L] =
L1(¢) = F(a) = F - L1 das "Kompositum” von F und L;.

L ist galoissch iiber K (Zerfallungskorper von X" — « liber K) und es gibt exakte
Sequenz
1 — Gal(Ly/F) — Gal(L}/K) — Gal(F/K) = 1
S— —

zyklisch abelsch

= Gal(L}/K) auflosbar.

m>1: Eine endliche Korpererweiterung heift auflosbar, wenn es eine endliche Erweite-
rung L’/L gibt, so dass L’/K galoissch und Gal(L’/K) auflsbar ist.

Nach Induktionsvoraussetzung ist L, 1/K auflésbar. AuBerdem ist L,,/L 1 auf-
[6sbar. (m=1)
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zu zeigen also: Sind K € L C M Korpererweiterungen und ist L/K auflosbar
~ =~

:Lm—l :Lm
und M/L auflésbar, so ist M/K auflosbar.

Seien dazu L’'/L und M’'/M Erweiterungen wie in Def.:
Beh.: L'M'/L" ist galoissch und Gal(L'M’/L) ist auflosbar.

denn: Nach Voraussetzung ist M’/L galoissch, also Zerfallungskorper eines Poly-
noms f € L[X] = M'L’ ist Zerfallungskorper von f € L'[X] tber L'

() . -
AuBerdem: Gal(L'M'/L") — Gal(M'/L), o = o € Gal(M’'/L) ist wohldefiniert
und injektiv: Ist ojpy = idpy, so ist o = idy, da o = idp nach Voraussetzung.

Also EL = L', L'M' = M.
m>1 (Forts.) Ist M/K galoissch, so ist Gal(M/K) auflésbar, da dann

1 — Gal(M/L) — Gal(M/K) — Gal(L/K) — 1
—— —
auflésbar aufldsbar

exakt ist.

Andernfalls sei M/M (minimale) Erweiterung, so dass M/K galoissch ist. M wird
(iiber K) erzeugt von den (M), o € Homy (M, K). (K fest gewahlter algebraischer
Abschluss von K) Fiir jedes 0 € Homy(M, K) ist o(M) Galoiserweiterung von
o(L)=L.

Dann ist _
Gal(M/L) — HJE Homx (M,K) Gal(o(M)/L)
T > (Tlo(m))o

injektiver Gruppenhomomorphismus.

Fir jedes 0 € Homg (M, K) ist Gal(c(M)/L) = Gal(M/L), also auflosbar =
I1, Gal(a(M)/L) ist auflosbar. (!) = Gal(M/L) auflésbar (als Untergruppe ei-
ner auflsbaren Gruppe) = Gal(M/K) ist auflésbar wegen 1 — Gal(M/L) —
Gal(M/K) — Gal(L/K) — 1 exakt.

e
G = Gal(L'/K) sei auflésbar, G = Go D G; D -+ D G, = {1} Normalreihe, so dass
Gi+1 Normalteiler in G; und G,;/G;+1 = Z/p;Z mit Primzahlen p;, i =0, ..., m — 1 ist.

Dazu gehort eine Kette von Zwischenkérpern K = Ko € Ky € ... K, = L', in
der K;/K;_1 Galoiserweiterung ist und Gal(K;/K,_ 1) = Z/piZ.
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Fall 1: Ist p; = char(K), so ist K;/Ki—1 elementare Radikalerweiterung vom Typ
(iii), also Minimalpolynom der Form XP — X — .

Fall 2: Ist p; # char(K), so ist K;/Kij_1 vom Typ (ii), falls K;_; eine primitive n-te
Einheitswurzel ¢ enthalt.

Fall 3: p; # char(K), Ki_1 enthélt keine primitive Einheitswurzel. Sei also

d::Hp

p prim

rliGl
und F der Zerfillungskérper von X9 — 1 iiber K. = F/K ist Erweiterungskorper vom
Typ (i).

Sei [ = FL' = L/F ist Galoiserweiterung (siehe hier ausgelassenes Diagramm). Die
Abbildung Gal(L/F) — Gal(L'/K), ¢ — a|.s, ist injektiver Gruppenhomomorphismus,
also ist Gal(L/F) auflosbar und |Gal(L, F)| teilt |G|. Erhalte Kette K € F C F, C
- C F = L von Zwischenkorpern, F;/F;_1 Galoiserweiterung, Gal(F;/Fi_1) = Z/piZ
elementare Radikalerweiterung vom Typ (ii). ]
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