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Motivation

Ziel: Untersuche Nullstellenmengen von Polynomen: Fir eine Menge von Polynomen
P13 Pr € kf[Xl,...,Xn]
tiber einem Kérper k machte man die Menge der Nullstellen

{z = (21,...,z,) | pi(x) =0 fir alle i}

analysieren.
BEISPIEL: (a) Betrachte az?+by? =1 <= ax?+by? — 1 =0 iiber k = R. Das liefert
eine Ellipse, fiir a = b =1 einen Kreis.
(b) Betrachte 2% + y? = 2°.
(c) Betrachte (b) mit z = 1: Dann ist 1 + y? = 22 <= 1 = 2% — ¢?, also eine
Hyperbel.

(d) Bei linearen Gleichungen sehen wir mit Hilfe der linearen Algebra, das wir
affine Unterrdume erhalten.

(e) Die Losungsmengen sind abhédngig vom Korper, z.B. sehen wir, dass das
Polynom X? — X fiir k = Z/37Z als Losungsmenge ganz k hat.

Der Inhalt der Vorlesung wurde in groffen Teilen von der Algebraischen-Geometrie-
Vorlesung von Prof. Dr. Frank Herrlich inspiriert.






| Die Kategorie der affinen
Varietaten

1 Affine Varietaten und Verschwindungsideale &

Sei k stets ein Korper.

DEFINITION 1.1: Eine Teilmenge V' C k™ heifit affine Varietdt, wenn es eine Menge von
Polynomen F C k[X},..., X,,] mit

V=9(F) ={z=(21,...,z,) €K" | f(x) =0Vf € F}

gibt.

BEISPIEL 1.2: (a) k™ =U({0})
(b) @ =2({1})

Frage: Wie eindeutig ist das F ¢ Zum Beispiel liefern Produkte und Summen von Po-
lynomen keine neuen Nullstellen.

BEISPIEL: (a) V(z® +y*+ 22— 1) D V(2 +y* + 22— 1,2 — 1)
=YV(2?+y*+22 -1, z— 3,22+ + 22— 1+2—3).

BEMERKUNG 1.3: Seien Fi, F» C k[X,..., X,,]. Dann gilt:
(a) F1 C Fp, = V(F) 2 V(F)
(b) Sei (F) das von F erzeugte Ideal. Dann gilt: B(F) = U((F)).
(c) Sei
V(F) = {pek[Xi,.,X,]|3d>1mit p? € (F)}
das Radikal von (F) (y/(F) ist ein Ideal!). Ein Ideal mit I = v/ nennen wir
Radikalideal. Es gilt: B(\/(F)) = B(F).
(d) Zu jeder affinen Varietét V' C k™ gibt es endlich viele Polynome fi,..., f, mit

V=U({fi, [r}) = B(froos fr).

Beweis: I@] und @ folgen direkt aus der Definition.



I Die Kategorie der affinen Varietéten

Offenbar ist /(F) 2 (F), also gilt nach |(a)| und :
B(V(F)) € B((F)) =V(F).

Fiir die andere Richtung: Sei z = (x1,...,x,) € B(F) und f € /(F). Nach
Definition existiert d € N, so dass f¢ € (F). Also gilt f%(x) = 0 und damit
f(z) =0, demnach ist = € B(/(F)).

[(d)] Nach [(b)] gilt B(F) = V((F)) und nach Hilberts Basissatz wird (F) von
endlich vielen Elementen erzeugt. 0

DEFINITION/BEMERKUNG 1.4: Sei V' C k™. Wir nennen
JV) ={f €k[X1,....X,,] | f(z) =0Vz eV}

das Verschwindungsideal von V. Es ist ein Ideal.
BEMERKUNG 1.5: Es gilt:

(a) Seien Vi, Vo C k™ mit Vi C V5. Dann ist J(V7) D J(V3).

(b) Sei V' C k™. Dann ist J(V) ein Radikalideal.

(c) Sei V eine affine Varietit. Dann gilt V = U(J3(V)).
Es gilt sogar: (V) ist das grofste Ideal mit dieser Eigenschaft, d.h. fiir jedes
Ideal J C k[X;,..., X,,] mit B(J) =V folgt schon J C J(V).

(d) Seien Vi, Vs affine Varietéten. Dann gilt:

Vi=Vy <= J(Vi) =3(Va) und Vi CVy <= 3(V1) 2 3(Va).

Beweis: Die Aussagen @ und @ folgen sofort aus der Definition.

Sei zuerst © € V. Dann gilt fiir alle f € J(V): f(x) = 0, also gilt x €
BE(V))-
Sei nun V' eine affine Varietét. Dann gilt V' = U(F) fiir eine geeignete Menge
F. Es gilt F C3(V), also ist

V =9(F) 2 BE(V)).

Der Rest der Behauptung folgt aus der Definition des Verschwindungsideals.

@ Die eine Richtung ist klar, bzw. folgt aus @ Fiir die andere Richtung iiber-
legt man sich, dass nach Vi = B([3(V1)) = B(I(V:)) = V, gilt. Die
Aussage fiir die Inklusionen folgt analog. O

Frage: Wir haben gesehen, dass die Zuordnung
Vi——3(V)

injektiv ist. Ist sie auch surjektiv?



2. Zariski-Topologie

2 Zariski-Topologie &

DEFINITION/BEMERKUNG 2.1: Sei n € N. Die affinen Varietéten im £ bilden die ab-
geschlossenen Mengen einer Topologie auf dem k™. Diese heifst Zariski- Topologie.

Beweis: (1) @ und k" sind affine Varietéten nach [Beispiel 1.2
(2) Seien Vi, V; affine Varietéten, d.h. V; = (1) und Vo = B(1,), wobei Iy, I
Ideale in k[X7,..., X,,] sind. Dann gilt:

Das gleiche Argument funktioniert fiir beliebige Familien V), mit A € A und
A Indexmenge, d.h. ﬂ V) ist wieder eine affine Varietét.
AEA
(3) Seien Vi, Vs, affine Varietaten mit I; = J(V4) und I, = J(V43).

Zeige: V(I - I,) CViUVL, CU(L N 1) SO - ).

(1) ViUVy CU(I, N 1) CB(I - 1) ist nach Definition klar.

(i1) Sei x € V(I - I). Angenommen x ¢ Vi. Dann existiert g € I

mit g(x) # 0. Sei f € Iy. Dann ist f-g € I, - Iy, folglich ist

(f-9)(x)=flz) g(x) =0
und da g(x) # 0 ist f(x) =0, also x € V(L) = V5.

DEFINITION 2.2: Wir schreiben A™(k) fiir £” mit der Zariski-Topologie.

BEMERKUNG 2.3: Sei M C A"(k). Der Abschluss M von M beziiglich der Zariski-
Topologie ist M = U(J(M)).

Beweis: M C B(J(M)) folgt sofort aus der Definition.

Fiir die andere Inklusion iiberlegt man sich: Sei U(J) O M eine abgeschlossene
Obermenge von M. Dann ist J(M) D J(U(J)) und damit

B(I(M)) € B(I(B(J))) = B(J). 0

BEISPIEL 2.4: Sei n = 1. Dann gilt: X C A!(k) ist genau dann abgeschlossen, wenn X
eine endliche Teilmenge oder ganz A'(k) ist.

BEMERKUNG 2.5: (a) Wenn k endlich ist, entspricht die Zariski-Topologie auf A" (k)
der diskreten Topologie.

(b) Wenn k unendlich ist, ist die Zariski-Topologie nicht hausdorffsch.
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Beweis: @ Punkte sind abgeschlossen, denn sei = (zy,..., x;) € k™, dann ist
{z} = V(X1 — z1,..., X0, — ).

Damit sind auch endliche Vereinigungen von Punkten abgeschlossen und
somit schon alle Teilmengen von A" (k).

@ ERINNERUNG: Ein topologischer Raum X heifit hausdorffsch, wenn fiir alle
Punkte z,y € X offene Umgebungen U, > vz und U, > y mit U, N U, = &
existieren.

Fiir n = 1 folgt die Behauptung also aus [Beispiel 2.4]
Den Fall n > 2 fithren wir zuriick auf den Fall n = 1:

Seien z,y € A"(k), U,, U, offene Umgebungen von = bzw. y. Wir setzen
Vi =A"k)\ U, = U(L1) und Vs := A" (k) \ U, =: B(ls)

fiir entsprechende Ideale I; und I5. Ohne Einschrankung wahlen wir x und y
in W :=9(X,,..., X;,), also auf der ,, X;-Achse. Dann gilt fiir alle Polynome
f € I, und g € I, dass sie auf W nicht verschwinden, da x bzw. y in den
Komplementen von V; bzw. V5 liegen.

Dann besteht V; N W aus nur endlich vielen Punkten, da diese Nullstellen
von f(Xi,0,...,0) # 0 sein miissen. Gleiches gilt fiir Vo N W. Also schneiden
sich ihre Komplemente U, und U, sogar schon in W, da |W| = |k| = co. O

DEFINITION/ ERINNERUNG 2.6: Seien X, X, X, topologische Radume.
(a) Sei Y C X. Definiere auf Y die Spurtopologie durch

UCY offen :<=—= IV C X offen mit U =V NY.

(b) Sei X; x X, das kartesische Produkt (als Mengen) und seien

pr: Xp x Xog—— X, (551,9172) 1,

P2 X X Xog —— X, <$1,5€2) > T2,

die zugehorigen Projektionen. Die Produkttopologie auf X, x X5 ist die grob-
ste Topologie (d.h. moglichst wenig offene Mengen), so dass p; und ps stetig
sind.

Daher ist U C X; x X5 genau dann offen, wenn U beliebige Vereinigung
endlicher Schnitte von Urbildern offener Mengen in X; bzw. X5 unter p;
bzw. p, ist.

(¢) X heilst reduzibel, wenn es abgeschlossene echte Teilmengen
A, B C X mit X = AU B gibt.

(d) X heifst irreduzibel, wenn X nicht reduzibel ist.

10
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(e) Eine maximale irreduzible Teilmenge von X heifit irreduzible Komponente.

BEISPIEL 2.7: Sei X hausdorffsch und M C X. Dann gilt:
M ist irreduzibel (bzgl. Spurtopologie) <— |M| <1,

M ist also einelementig oder leer.

Denn: Liegen x # y in M, so finden wir (offene) Umgebungen U, und U, mit
leerem Schnitt, kdnnen also

M= (M\U,)U (M\U,)

schreiben und sehen so, dass M reduzibel ist. & ist irreduzibel.

BEISPIEL 2.8: Sei k ein Kérper mit unendlich vielen Elementen.
(a) A'(k) ist irreduzibel, da echte abgeschlossene Teilmengen endlich sind.
(b) B(X-Y) =V(X)UY(Y) ist reduzibel mit irreduziblen Komponenten U (X)
und B(Y).

BEMERKUNG 2.9: Sei V' C A™(k) eine affine Varietat. Dann gilt:
V ist irreduzibel <= J(V) ist ein Primideal.
Beweis: Sei zuerst V irreduzibel. Seien f, g € k[Xy,..., X,,] mit f-g € (V).

Angenommen f ¢ J(V), dann gilt auch U(f) 2 BI(V)) =V.
Aufserdem gilt nach [Definition /Bemerkung 2.1} B(f) UL (g) =V(f-g) 2 V, also

V=V Nn3(f)uVnB(g)),

wobei V- NY(f) und V N Y(g) in V abgeschlossen sind. Aufserdem ist, nach
Annahme, V' # V NY(f), also gilt, da V irreduzibel ist, V' =V N Y(g). Daraus
folgt V' C U(g) und damit ist g € J(V) und J(V') ist somit ein Primideal.

Sei nun J(V') ein Primideal. Seien V;, V5 Varietdten mit V = V3 UV, und [} :=
IV1), I :=T(Va).

Angenommen V' # Vi, d.h. V 2 Vi, dann ist auch 3(V') C 3(V}) = ;.
Aufserdem ist V =V, UV, = Q(1; - 1), also ist I - [y C J(V'). Das impliziert aber
I, C3(V), da J(V) ein Primideal ist und I; € J(V'). Daher gilt

Vo =0(l) 2BI(V)) =V,

also ist schon V = V5 und damit ist V irreduzibel. ]

PROPOSITION 2.10: Sei X ein topologischer Raum. Dann ist jede irreduzible Teilmenge
in einer irreduziblen Komponente enthalten.

11
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Beweis: Verwende das Lemma von Zorn:

ERINNERUNG: Hat in einer halbgeordneten Menge M jede Kette (d.h. totalge-
ordnete Teilmenge) eine obere Schranke, dann hat M mindestens ein maximales
Element.

Seien also X’ C X eine irreduzible Teilmenge,
M :={Y C X | Y irreduzibel, Y O X'}

und {Y)},ea eine Familie aus M, die totalgeordnet ist. Sei Y := U Y,.
AEA
ZEIGE: Y € M, d.h. Y ist irreduzibel.
Wir nehmen an, es gibe abgeschlossene Mengen A, B C X, so dass Y N A und
Y NB echte Teilmengen von Y sind, fiir die Y = (YNA)U(Y NB) gilt. Insbesondere

gilt dann:
(X\ANY #2#(X\B)NY.

Folglich existieren ein A\; mit (X \ A)NY), # @ und ein Ay mit (X \ B)NY), # @.
Da die Y), Teil einer Kette sind, kénnen wir ohne Einschrankung Y\, C Y,
annehmen. Damit ist aber auch (X \ A) NY),, # @ und wir finden eine echte
Zerlegung

Y>\2 = (YA2 n A) U (YM N B),

was im Widerspruch zur Irreduzibilitdt von Y), steht. Folglich hat jede Kette
eine obere Schranke und nach dem Lemma von Zorn hat M somit ein maximales
Element. O

Satz 1: Sei V' eine affine Varietdt. Dann gilt:

(a) V' ist eine endliche Vereinigung von irreduziblen affinen Varietdten.

(b) V' hat nur endlich viele irreduzible Komponenten Vi,..., V.. Insbesondere ist
die Zerlegung
V — ‘/1 U e U ‘/T'

eindeutig.

Beweis: @ Selen

12

B:={V C k™| V ist affine Varietit und erfiillt nicht [(a)]},
T = {3(V) C KX, X,] | V € B}.

Wir nehmen an, B wére nicht leer. Dann ist auch J nicht leer. Da k[ X7, ..., X,)]
noethersch ist, finden wir in J ein maximales Element I, = J(V;). Damit
ist Vp ein minimales Element in B. Dann ist V{ aber nicht irreduzibel, also
existieren affine Varietdten Vi, Vo C V mit V = V; U V;. Insbesondere sind
diese aber nicht in B, da V[ minimal gewahlt war, lassen sich also als Verei-
nigung endlich vieler irreduzibler Varietdten schreiben. Dann geht das aber

auch fiir V und das ist ein Widerspruch, da V; € B.



3. Der Hilbertsche Nullstellensatz

[(b)] Mit Hilfe von [Proposition 2.10] und dem [(a)} Teil sehen wir, dass wir

V=V,u---uV,

schreiben konnen, wobei die V; irreduzible Komponenten sind. Wir zeigen
noch die Eindeutigkeit dieser Zerlegung: Sei W eine irreduzible Komponente
von V. Wir schreiben

W=WnWu--uWnv,)

und sehen, da W irreduzibel ist, dass es ein ¢ mit W = W NV, gibt. Also gilt
W C V; und damit schon W = V;, da W als irreduzible Komponente eine
maximale irreduzible Teilmenge von V ist. 0

3 Der Hilbertsche Nullstellensatz &

Motivation: Bisher haben wir die Mengen

Vo ={V CEk" |V affine Varietit } und J, = {I C k[X1,..., X,)) | I Radikalideal }

und zwischen thnen die Abbildungen

U: T —— V., [——B(])
IV —— Ty V——3(V)

betrachtet. Wir haben gesehen, dass U oJ = id gilt. Gilt auch J o0 =id?
BEISPIEL: Wenn £ nicht algebraisch abgeschlossen ist, muss das nicht gelten: sei £ = R
und I = (X? 4 1). Dann ist U(I) = &, aber J(V(I)) = k[X1,..., X,].
Wir werden sehen, dass J o0 = id gilt, falls k£ algebraisch abgeschlossen ist. Das einzige
,Problem® ist, dass U(I) = & gilt, obwohl I # k[X7,..., X,,] ist.
Satz 2 (Hilbertscher Nullstellensatz): (a) Algebraische Form: Sei m ein mazimales

Ideal in k[Xy,...,X,]. Dann ist k[X,..., X,,]/m eine endliche algebraische
Korpererweiterung von k.

(b) Schwacher Hilbertscher Nullstellensatz: Ist k ein algebraisch abgeschlos-
sener Korper und I C k[X,..., X,)] ein echtes Ideal, dann ist 0(I) # &.

(c) Starker Hilbertscher Nullstellensatz: Ist k ein algebraisch abgeschlos-
sener Korper und I C k[X1,..., X, ein Ideal, dann ist 3(B(I)) = /1.

Die Aussage wird in mehreren Schritten im Rest dieses Abschnitts bewiesen.

Wir nennen z; := X1,..., Tn, := X,. Ohne Einschréankung kénnen wir nach einer eventu-
ellen Umsortierung der Variablen annehmen, dass z1,..., x; algebraisch unabhéngig iiber
k sind und x;,1,..., x,, algebraisch iiber k(z1,...,z;). Also:

kCS=k(x,.,1)C L= k[Xl,---,Xn]/m :

dabei ist k(z1,..., ;) = Quot(k[Xq,..., X;]) und L ist endlich erzeugt als S-Modul.

13



I Die Kategorie der affinen Varietéten

LEMMA 3.1: Seien R, S, T Ringe mit R C S C T, sodass gilt:
e R ist noethersch
e T ist endlich erzeugt als R-Algebra; seien x1,..., x, solche Erzeuger
e T ist endlich erzeugt als S-Modul; seien wy,..., w,, solche Erzeuger

Dann ist S als R-Algebra endlich erzeugt.

Beweis: Wir schreiben

m m
xT; = E a;jw; mit a;; € S, w;w; = E bijyw; mit by € S.
j=1 =1

Sei Sy die R-Unteralgebra von S, die von allen a;; und b;; erzeugt wird. Nach
dem Hilbertschen Basissatz ist Sy ein noetherscher Ring. T" wird von den w; auch
als Sp-Modul erzeugt und ist noethersch als Sy-Modul, da er ein endlich erzeugter
Modul iiber einem noetherschen Ring ist. S ist ein Sy-Untermodul von T'. Damit
ist S endlich erzeugt als Sp-Modul, also auch als R-Algebra. OJ

Insbesondere ist in der Situation im Beweis des[Hilbertschen Nullstellensatzes| k(x1,..., ;)

als k-Algebra endlich erzeugt.

LEMMA 3.2: Es sei k ein Korper und > 1. Dann ist k(Xj,..., X,.) nicht endlich erzeugt
als k-Algebra.

Beweis: Wir nehmen an, wir hiatten endlich viele Erzeuger hy,..., h; und schreiben h; = ?

mit f;, g; € k[X1,..., X,]. Dann wéhlen wir ein Primpolynom p, das keines der g;
teilt und schreiben

1 N
== aihy - hi, (0 €k omi€ {1, 1})
p =1 '

Sei H = gy - - - ;. Multipliziert man obige Gleichung mit H durch, bekommt man

H
W € k[X1,..., X,],

also ist p ein Teiler von H. Aber p war teilerfremd zu allen g; gewéhlt. Das ist
ein Widerspruch. O

PROPOSITION 3.3: Die |algebraische Version des Hilbertschen Nullstellensatzes| stimmt.

Beweis: Das liegt daran, dass k[X7,..., X,,]/m nach als k-Algebra endlich
erzeugt ist und nach folglich keine transzendenten Elemente enthélt,
also eine algebraische Korpererweiterung ist. |

Um die Implikation I C k[X1,..., X,,] = U(I) # & zu zeigen, betrachten wir fiir einen
Punkt p = (x1,...,x,) € k" den Einsetzungshomomorphismus

Pp: k[Xlr"aXn];)ka f}—>f(p)

14



3. Der Hilbertsche Nullstellensatz

(das ist ein k-Algebrenhomomorphismus). Dieser steigt genau dann auf A = k[Xq,..., X,,|/1
ab, wenn p € Y([) gilt. Aubkerdem ist jeder k-Algebrenhomomorphismus ¢: A——k
von dieser Art: wihle
p = (0(X1),, 0(Xn)).
Ist I = m ein maximales Ideal, dann ist A = k[X},..., X,,]/m eine endliche algebraische
Korpererweiterung von k. In diesem Fall existiert genau dann ein k-Algebrenhomomorphismus
von A nach k, wenn A = k gilt.
LEMMA 3.4: Aus der [algebraischen Version| folgt der [schwache Hilbertsche Nullstellen-|
satz
Beweis: Sei m ein maximales Ideal mit I C m. Da k algebraisch abgeschlossen ist, ist
also, nach(Satz 2 (a), L = k[X1,..., X,,]/m = k. Sei ¢: L —— k ein Isomorphismus
und

p=(e(X1),.-, (X)) € K"
Fiir f € m gilt dann f(p) = o(f(X1,..., X)) = o(f(X1,..., X,,)) = ¢(0) = 0.
Also ist p € U(I) und damit V(1) # @. O
LEMMA 3.5 (Schluss von Rabinowitsch): Der|starke Hilbertsche Nullstellensatz{folgt aus
dem lschwachen Hilbertschen Nullstellensatzl
Beweis: Zu zeigen ist J(V(I)) = v/I. Die Inklusion ,, D ist klar. Fiir die andere Inklusion
nehmen wir uns ein g € J(U(I)) und zeigen: es gibt ein d > 1 mit g¢ € I.

Wir betrachten k"' und definieren

J - (I,an+1 - 1)

Dann ist U(J) = @, denn wére p = (z1,..., x,11) € B(J), dann wire (z1,...,x,) €
U(I), also g(x1,...,x,) = 0, aber damit wére

(9Xn1 = 1)(p) = —1 #0,
was ein Widerspruch ist.

Nach [Satz 2 (b)| muss dann also J = k[X1,..., X,,+1] gelten. Also gibt es
Do bt € K[X 15y X,

sodass
L=bifi+ -+ bufrn+ o1 (gXny1 — 1)

gilt. Wir verwenden den k-Algebrenhomomorphismus

X;, firie{l,.,n},

é, fiir i = n + 1.

Q! k[Xlwngn—i-l] — k(Xl,...,Xn), X, —— {

und erhalten so
1 =) =) fi+ -+ @) fu+0.

Nun schreiben wir ¢(b;) = %ai fiir b; € k[X1,..., X,,]. Durchmultiplizieren mit g¢

fiir geniigend grofies d ergibt dann ¢? € I. O

15



I Die Kategorie der affinen Varietéten

KOROLLAR 3.6: Ist k algebraisch abgeschlossen, dann entsprechen die affinen Varietédten
in A™(k) bijektiv den Radikalidealen in k[Xj,..., X,] via V —— J(V).

4 Morphismen zwischen affinen Varietaten &

Ziel: In diesem Abschnitt sollen Morphismen definiert werden. Die Idee dabei ist, Ab-
bildungen zu betrachten, die von Polynomen herkommen.

DEFINITION 4.1: (a) Seien V' C k™, W C k™ affine Varietdten. Wir nennen eine Ab-
bildung f: V —— W einen Morphismus, wenn es Polynome fi,..., f,, €
k[X1,..., X,] mit

f(p) = (fi(p),-., fin(p)) € K™ gibt.

(b) Ein Morphismus f: V' —— W heifst Isomorphismus, wenn es einen Morphis-
mus g: W ——V mit go f =idy und f o g = idyy gibt.

(c) Gibt es einen Isomorphismus zwischen V und W, so heifen V und W iso-
morph.

BEMERKUNG 4.2: Die affinen Varietaten iiber k£ bilden zusammen mit den Morphismen
eine Kategorie: AffVar,. Dabei sind die Objekte gerade die affinen Varietiten
und die Morphismen zwischen zwei affinen Varietédten sind wie in
gegeben. Man beachte, dass die Verkettung von Polynomen wieder ein Polynom
ist, d.h. die Verkettung zweier Morphismen ist auch wieder ein Morphismus.

BEISPIEL 4.3: (a) Projektionen bzw. Einbettungen A™(k) —— A™ (k)

(X1yeey ) F—— (X1,eey T, falls n > m,
(X1, Tp) —— (21,000, 0, 0,...,0),  falls n < m,

sind Morphismen.
(b) Jedes f € k[X,..., X,,] definiert einen Morphismus A" (k) —— Al(k).
(c) Seien V = Al(k), W =0(Y? — X3) C A%(k). Die Abbildung
fiV—W, r— (2%, 2%)

definiert einen Morphismus. Ihr Bild heiftt Neilsche Parabel.
Hierbei ist f bijektiv mit Umkehrabbildung

(z.1) y/x, falls x #0,
xr =
gy 0, falls x = 0.

Ist k£ unendlich, so ist ¢ kein Morphismus. Also sind bijektive Morphismen
im Allgemeinen keine Isomorphismen.
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4. Morphismen zwischen affinen Varietéten

(d) Sei char(k) = p > 0. Dann heifit f: A"(k) —— A" (k) gegeben durch

f@1,ey ) = (af.. 2b)

Frobeniusmorphismus. Bekanntermafsen sind die Nullstellen des Polynoms
X? — X genau die Elemente aus [F,. Damit sind die Fixpunkte des Frobeni-
usmorphismus gerade die Punkte mit Koordinaten in [F),.
BEMERKUNG 4.4: (a) Morphismen sind stetig beziiglich der Zariski-Topologie.
(b) Sind V' C A™(k), W C A™(k) affine Varietéten, dann lésst sich jeder Mor-
phismus f: V —— W zu einem Morphismus f": A"(k) —— A™(k) fortset-
zen.

Beweis: @ Seien V und W affine Varietdten, f: V —— W ein Morphismus und Z =
U(J) C W abgeschlossen. Setze I = {gof | g € J}. Dannist f~1(Z) = B(I),

denn:

v€fN2) = fa)eZ < g(f(x)) =0firallegeJ < z V().

Also ist f~1(Z) abgeschlossen und f damit stetig.

@ Das folgt direkt aus [Definition 4.1 da Polynome global definierbar sind. [

DEFINITION 4.5: Sei V' C A"(k) eine affine Varietdt. Dann heifst
k[V]={f:V——A!| f ist Morphismus}

der affine Koordinatenring.
BEMERKUNG 4.6: (a) Der Koordinatenring k[V] ist eine reduzierte k-Algebra, das heift
aus f" =0 folgt f = 0.
(b) Es gilt k[V] = k[X,..., X,,]/I(V).
Beweis: @ folgt aus@ wobei Addition, Multiplikation und Skalarmultiplikation kom-

ponentenweise definiert sind. Die Reduziertsheitsaussage ist klar, da J(V') ein
Radikalideal ist.

[(b)] Definiere
o k[Xq,..., Xp]| — k[V], p——Dp|v.

Dann ist ¢ nach Definition der Morphismen surjektiv, vgl. [Definition 4.1
Weiter gilt:

peKemn(p) < ply =0 <= Ve e V:ipx)=0 < peI(V).

Mit dem Homomorphiesatz folgt die Behauptung. 0
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I Die Kategorie der affinen Varietéten

BEMERKUNG 4.7: Seien V C A™(k), W C A™(k) affine Varietaten. Dann gilt:

(a) Jeder Morphismus f: V —— W induziert einen k-Algebrenhomomorphismus
f kWl ——kV],  gr—gof.

(b) Jeder k-Algebrenhomomorphismus zwischen k[W] und k[V] wird von einem
solchen f induziert.

(c) Die Abbildung
t: Mor(V, W) —— Homy (k[W], k[V]), fr— ff

ist sogar bijektiv.
Beweis: [(a)] Die Algebrenhomomorphismuseigenschaften zu tiberpriifen ist elementar.
[(b)] Sei ¢: k[W]—— k[V] ein k-Algebrenhomomorphismus und

EW]3pi: W—k
sei die Projektion auf die i-te Koordinate. Definiere nun f: V —— W durch

T = (T1,000; Tn) > (2(P1) (2);-.., (Pm) ().

Wir zeigen, dass f wohldefiniert ist und dass f* = ¢ ist.

Zuerst sehen wir, dass die p;’s k[W] als k-Algebra erzeugen und nach der
Definition von f ist

FHpi) = pio = o).
Es bleibt also nur noch die Wohldefiniertheit zu zeigen, d.h. f bildet wirklich
nach W = U(J3(W)) ab.
Wir zeigen also: Fiir alle g € J(W) und z € V gilt g(f(z)) = 0.
Sei also g € J(W). Dann ist g als Element in k[W] schon 0 und damit ist
auch ¢(g) = 0 in k[V].
Nun definieren wir uns @, indem wir X; € k[Xj,..., X;,] auf ein Urbild von

©(p;) in k[Xy,..., X,] schicken. Das diirfen wir, da der Polynomring frei ist
und daher kommutiert das folgende Diagramm:

)

K[X1,.., Xon) K[X1,..., X,

- -

kW] = k[Xl,...,Xm]/j(W) © V] = k;[Xl,...,Xn]/j(v)

Also folgt die Behauptung, da

9(e(p1)(2) -, o(pm) () = Bg)(x) = 0

fir g € 3(W), da @(g) € I(V) liegt, da das Diagramm kommutiert.
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4. Morphismen zwischen affinen Varietéten

Die Surjektivitat der Abbildung wurde gerade gezeigt, also bleibt nur die
Injektivitét zu zeigen. Sei also ff = fzﬁ, d.h. go f1 = go f, fiir alle g € E[W].
Insbesondere gilt das fiir die Projektionen auf die einzelnen Koordinaten.
Damit sind f; und f5 in allen Komponenten gleich und es folgt fi(z) = fo(z)

fir alle x € V. 0
Satz 3: Wir bezeichnen die Kategorie der endlich erzeugten, reduzierten k-Algebren mit
RedAly, .

(a) Die Zuordnung V +—— k[V] induziert einen kontravarianten Funktor ®.

(b) Ist K = k algebraisch abgeschlossen, so induziert ® eine Aquivalenz der
Kategorien AffVar . und RedAlg ..

Beweis: @ Wir definieren & auf den Morphismen durch
Mor(V, W) —— Homy, (k[W], k[V]), g+ ¢".

Dann gilt ®(g; 0 g2) = (g1 0 g2)! = ¢4 0 g% und ®(id) = id.
@ Nun zeigen wir, dass ® eine natiirliche Aquivalenz definiert. Genauer:

e O ist ein volltreuer Funktor (d.h. induziert Bijektion auf den Morphis-
men).

e Fiir jede endlich erzeugte, reduzierte K-Algebra A gibt es eine affine
Varietét V mit &(V) = A.

Alternativ kénnte man auch zeigen: Es existiert ein Funktor
V: Redaly,, —— AffVar

mit o & = 1dﬂﬁ%, und $o ¥ = ldg@iq[g

Zuerst stellen wir fest: Nach [Bemerkung 4.7|ist ® volltreu.

Sei nun A eine endlich erzeuge K-Algebra mit Erzeugern aq,..., a,. Definiere
den Homomorphismus

¢: K[Xy,..., X;,| — A durch X; —— q;.

Aus der Reduziertheit von A folgt, dass I = Kern(yp) ein Radikalideal,
ist. Setze nun V = U(I). Da K algebraisch abgeschlossen ist, gilt J(V') =
(I) = I. Insgesamt gilt mit dem Homomorphiesatz:

K[V] = K[X,..., /J K[Xq,..., /[— O

BEISPIEL 4.8: In diesem Beispiel sei wieder K algebraisch abgeschlossen.
(a) Ist V = A"(K), soist J(V) = (0) und damit K[V] = K[Xi,..., X,
(b) Im anderen Extremfall V = @ gilt 3(V) = K[X;,..., X,], d.h. K[V] = {0}.
(c) Ist V ein Punkt, d.h. V = {(zy,...,z,)}, dann ist I(V) = (X; — 21,..., X, —
x,). Also gilt dann K[V] = K. Das passt auch zu der Sichtweise, dass die

maximalen Ideale in einem algebraisch abgeschlossenen Korper gerade den
Punkten entsprechen.
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I Die Kategorie der affinen Varietéten

(d) Sei V eine Hyperebene, d.h. 3(V) = (a; X +... + a, X}, + ¢) mit mindestens
einem a; # 0. Dann ist K[V] = K[Xi,..., X,, 1] und V = A"~ 1,

(e) Wir betrachten die Neilsche Parabel aus [Beispiel 4.3] Wir haben also
V =90(Y? - X?) sowie [ = (Y? — X?), also (1) = {(t*,t*) | t € K}.
Folglich gilt
K[V] 2 K[X,Y]/(Y2 — X?).
Man beachte, dass A'(K) und V birational dquivalent sind. Es gilt also
K(V)~ K(AY(K)).
Konkreter: Die Aquivalenzklasse von X3 ist ein Quadrat in K(V), also ist

auch die Klasse von X ein Quadrat. Wie sieht eine Wurzel von der Klasse
von X aus?

Betrachte dazu

T A — v und  7o: V— AK)
" ti— (%,1%) Y@y — y/e

Dann sind r; und 7y [birationale Abbildungen| und induzieren
ar: K(V) —— K(AN(K)) = K(1),
oy K(ANK)) —— K(V),
wobei a1(X) = t? und ay(t) = Y/X. Also gilt in K(V): Y?/X? = X.
Im Koordinatenring K[V] gibt es hingegen keine Wurzel aus der Klasse von

X. Denn ansonsten géibe es P € K[X,Y] mit P? — X € (Y? — X3). Also
gibe es ein

feK[X,Y]mit P2(X,Y) =X+ f(X,Y)(Y? - X?).

Insbesondere ware dann
P?(X,0) = X — f(X,0)- X = X(1 - f(X,0)X?) in K[X].

Also wire P?(X,0) durch X, aber nicht durch X? teilbar, was unmoglich
ist.

Daher ist K [V] hier nicht isomorph zu K [X].
5 Die Garbe der regularen Funktionen @

In diesem Abschnitt wollen wir Morphismen ,lokal®, d.h. auf offenen Mengen definieren.
In diesem Abschnitt sei stets K ein algebraisch abgeschlossener Korper.
DEFINITION /BEMERKUNG 5.1: Sei f € K[Xj,..., X;;] und

D(f) = {x € A"(K) | f(x) # 0} = A™(K) \ B(f).

Das ist eine offene Teilmenge des A"(K). Die Menge {D(f) | f € K[X1,..., Xu]}
ist eine Basis der Zariski-Topologie.
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5. Die Garbe der reguldren Funktionen

Beweis: Sei U C A™(K) eine offene Menge, V = A"(K) \ U und I = J(V). Dann gilt
fir alle f € I und p € ©(f), dass f(p) # 0, also p ¢ V = L(I) und damit p € U.
Also ist U die Vereinigung aller ©(f) fir f € I. O

BEMERKUNG 5.2: Sei V eine affine Varietdt und h € K[X7,..., X,;]. Dann gilt

BNV =8 = I(V)+(h) = K[X1,..., X,]
<= 1= gh+ f fiir passende g € K[X,..., X,)], f€T(V)
<= 1=ghin K[V]
<= hist in K[V] invertierbar.

DEFINITION 5.3: Sei V' C A™(K) eine affine Varietit und U C V offen (bzgl. der
Spurtopologie).

(a) Sei p € U. Eine Funktion r: U —— AY(K) heikt reguldr in p, wenn es eine

Umgebung U, von p gibt und f,, g, € K[V| mit g,(x) # 0 fiir alle z € U,

sodass
T(l’) — fp(x)
gp()
Die Funktion r heifit requldr, wenn sie fiir alle p € U regular ist.

(b) Die Menge

fir alle x € U, gilt.

Ov(U) = {r: U—— AY(K) | r regulir}
heifst K-Algebra der reguldren Funktionen oder reguldrer Ring.
BEISPIEL: Fiir V = AYK) und U =V \ {0} ist z.B. L € Oy (U).

BEMERKUNG 5.4: Sei V. C A"(K) eine affine Varietdt und U C V offen und dicht.
Dann ist Oy (U) eine K-Algebra, die K[V] umfasst.

BEMERKUNG 5.5 (Restriktion der reguldren Funktionen): Fiir offene Mengen U,U’ C
V mit U’ C U ist die Restriktionsabbildung

p: Op(U) —— Ou(U"),  f — flor

ein K-Algebrenhomomorphismus mit folgenden Eigenschaften:
(a) Fiir in V offene Mengen U” C U’ C U gilt p¥, = p%., o pY..
(b) Ist U offen in V und (U;)se; eine offene Uberdeckung von U, so gilt
(i) Fiir alle f € Oy(U) gilt f = 0 genau dann wenn pf (f) = 0 fiir alle
1€ 1.
(i) Ist eine Familie (f;)ic; mit f; € Oy (U;) gegeben, die

i Uj
pgjﬂUj (fl> = pUlﬁUj(f])

fiir alle 4, j € I erfiillt, dann gibt es ein f € Oy (U) mit pg, (f) = f; fiir
alle i € I (,Verklebeeigenschaft").

Beweis: @ Folgt aus den Eigenschaften von Einschrénkungen von Funktionen.
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I Die Kategorie der affinen Varietéten

@ Klar.

Definiere f(z) = fi(z), falls x € U;. Dann ist f wohldefiniert und eine
reguldre Funktion, denn auf jedem U; stimmt f mit f; iiberein und f;
ist auf U; regulér. O
DEFINITION 5.6: (a) Sei X ein topologischer Raum. Fiir jede offene Menge U C X
sei eine K-Algebra O(U) gegeben. Weiter sei fiir jede Inklusion von offenen
Mengen U’ C U ein K-Algebren-Homomorphismus pY,: O(U) —— O(U")
gegeben, sodass die Eigenschaften @ und @ aus [Bemerkung 5.5| gelten.
Dann heiflt {O(U), p%: }orcv often €ine Garbe von K -Algebren auf X und die

pY, heifen Restriktionshomomorphismen.

(b) Garben von Vektorrdumen, Ringen, Mengen etc. sind analog definiert.
(c) Aus der Bedingung in [Bemerkung 5.5 folgt die Eindeutigkeit von f in
(i)|
(d) Sei X ein topologischer Raum und Ox eine Garbe von Ringen auf X. Dann
heifst (X, Ox) ein geringter Raum und Oy heifst Strukturgarbe auf X.
BEMERKUNG 5.7: Sei V' eine affine Varietét iiber K. Die reguldren Ringe Oy (U) aus

bilden eine Garbe von K-Algebren.

BEISPIEL 5.8: Weitere Beispiele fiir Garben:

e topologischer Raum mit Garbe der stetigen Funktionen,
o differenzierbare Mannigfaltigkeiten mit C*-Funktionen,
e Riemannsche Flédchen mit Garbe der holomorphen Funktionen.
Ziel: Wir wollen requlare Funktionen maglichst global definieren. Dazu zeigen wir zu-

néchst, dass endlich viele der U, reichen und dass Oy (V) = K[V].
BEMERKUNG 5.9: Sei V eine affine Varietit.

(a) V ist ein noetherscher topologischer Raum, d.h. jede absteigende Kette ab-
geschlossener Mengen Vi O V5 D V3 D -+ wird stationér.

(b) Offene Teilmengen U von V sind quasikompakt, d.h. jede offene Uberdeckung
besitzt eine endliche Teiliiberdeckung.

(c) Fir g € K[V] sei ©(g) = {x € V | g(z) # 0}. Die Mengen ®(g) bilden
eine Basis der Topologie von V. Es gilt sogar, dass jede offene Menge in V'
Vereinigung von endlich vielen der ©(g) ist.

Beweis: [(a)] Das gilt, weil K[V] noethersch als Ring ist.

@ Wenn das nicht so wére, dann géibe es in einer offenen Uberdeckung

UQUM

iel
eine Folge i1, 19,13,..., so dass man kein U;; weglassen kann. Damit wére
U, cU;,ul;, U, UU,JU; C ---

eine aufsteigende Kette offener Mengen, die nie stationir wird. Dies ist ein
Widerspruch zu [(a)]
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5. Die Garbe der reguldren Funktionen

Dass die ©(g) eine Basis bilden, sicht man wie in [Definition/Bemerkung 5.1}

Es reichen endlich viele, weil jedes Ideal in K [V] endlich erzeugt ist. O

PROPOSITION 5.10: Sei V' eine affine Varietdt. Dann gibt es fir g € K[V] und eine
regulére Funktion r € Oy (D(g)) ein f € K[V] und ein d € Ny, sodass r = gid.

Beweis: (1

) Ohne Einschrdnkung kann in [Definition 5.3| U, = D(g,) gewahlt werden,
denn: Wir finden zunéchst f,, g, € K[V], so dass r(z) = % fir alle x € U,.
Wir wéhlen ein g, € K[V] mit p € ©(g,) € U, C D(g,). Damit ist g, €
V/(9p), es gibt also ein h € K[V] und ein d € N mit 3" = h-g,. Wir withlen

~

fp=1/y,-hund g, = ngd und haben dann

;s
S
N~—
;a
S
S~—
>=
—~
=
S &

auf D(7,) = D(g,) S D(gp)-
Nach [Bemerkung 5.9 (b)| gentigen endlich viele der ©(g,), also kénnen wir

D(g) =D(g1)U---UD(gn)

schreiben und haben nach |(1)| 7 = ot auf D(g;) mit f;, g; € K[V].

Wir basteln nun f;, §; € K[V], so dass r = % auf ©(g;) = D(g;) und fi:cjj =
f;g: in K[V] gilt.
Es gilt f;(z)g;(x) — fij(x)gi(xz) = 0 fiir alle x € ©(g;) N1 D(g;) = D(gig;). Also
gilt

9i(x)g;(x) - (filx)g;(x) — fi(x)gi(x)) =0

fur alle x € V, da V = D(g;9;) UD(g:g;). Wir wéhlen fi = fig: und G; = g7
Dann ist B

~ fil@)gi(x)  fiz)

g gilx)

auf ©(g;) = D(g;) und };g? — j?g: = 0 auf ganz V.

Es gilt

r(z)

n n

D(g) = U©<gi)a also V(g) = ﬂm(gi>'

=1 =1

Nach dem starken |Hi1bertschen Nullstellensatz| gilt also g € \/(g1,-.-, gn), d.h.
es gibt ein d € N mit ¢¢ = hyg1 +. ..+ h,g, mit h; € K[V]. Damit ist fiir alle

J:
fig® = Z higif; = Z hig; fi = g; Z hi f;.
i—1 =1 i1
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I Die Kategorie der affinen Varietéten

Wir setzen f = Z h; f; und haben dann fiir alle j

i=1

auf ©(g;). O
KOROLLAR 5.11: (a) Ov(D(9)) = K[V][;] = K[V]{gtaery)
(b) Ist V irreduzibel, so gilt Oy (D(g)) = {gid € Quot(K[V])}.
(c) Ov(V) = K[V]
Beweis: [(a)] Die Abbildung

1, i\ . f(x)
KVIE— 0v@(). L (o 52

ist ein wohldefinierter K-Algebren-Homomorphismus, denn 4L = J2 gilt
g1 92

genau dann, wenn es ein de Ny gibt, sodass

g'(f1g™ — fag™) = 0
ist. Da g(x) # 0 auf ©(g) gilt, ist das dquivalent zu

filz)  folz) fiir alle 2 € D(g).

gi(z) g% (z)
Auferdem ist die Abbildung offenbar injektiv und wegen [Proposition 5.10]
auch surjektiv.

[(0)] Das folgt aus [(a)] denn hier ist K[V] nullteilerfrei.
Hier wihlen wir g = 1, sodass D(g) = V und nach[(a)] Oy = K[V] gilt. O
PROPOSITION 5.12: Seien V' C A™(K), W C A™(K) affine Varietdten. Genau dann

ist eine Abbildung f: V —— W ein Morphismus, wenn [ stetig ist und regulére
Funktionen erhélt, d.h. fiir alle offenen U C W und r € Ow (U) gilt ro f €
Ov(f~1(V)).

Beweis: Sei zuerst f ein Morphismus. Dann ist f stetig nach [Bemerkung 4.4] Sei r €
Ow (U). Dann lésst sich r lokal schreiben als

r(z) = Zpii)) mit g,, h, € K[W].

Weil g, o f = f¥(g,) und h,o f = f¥(h,) in K[V] liegen, ist ro f(z) = izgff(ﬁ% eine

lokale Darstellung von r o f. Also ist r o f eine reguldre Funktion.

Sei nun umgekehrt f eine stetige Abbildung, die regulére Funktionen erhélt. Fiir
die Koordinatenfunktionen

pi: A™(K) %Al(K), (T1yeeey Tp) —— T4,

wollen wir p; o f € K[V] zeigen. Dies gilt, denn p; € K[W] = Oy (W), also nach
Voraussetzung p; o f € Oy (V) = K[V] mit [Korollar 5.11 (c)| O
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BEMERKUNG 5.13: Sei V eine affine Varietét.
(a) Sei U C V offen, r € Oy(U) und A = {p € U | r(p) = 0}. Dann ist A
abgeschlossen in U.
(b) (,Identitdtssatz*) Sind Uy, Uy C V offen und r € Oy (Uy), 2 € Oy (Us) und
gibt es ein U C U; NU,, das in U; N U, dicht liegt und so, dass 7|5 = 72|75,
dann gilt 1 |y,nu, = To|vynu,-

Beuweis: [(a)] Sei ¢ € U\ A. Wir schreiben r = g auf einem ®(g) C U. Dann ist r(q) # 0,
also f(q) # 0. Insbesondere ist r(z) # 0 fiir alle z € D(f) N D(g). Also ist
D(f)ND(g) eine Umgebung von ¢ in U \ A.

@ Setze r = r1|u,nv, — T2|vinv, € Oy (U N Us). Es ist r = 0 auf U. Da die
Nullstellenmenge nach abgeschlossen ist und U dicht liegt, folgt » = 0
auf U1 N UQ. OJ

DEFINITION/BEMERKUNG 5.14: (a) Eine quasi-affine Varietit W ist eine Zariski-offene
Teilmenge einer affinen Variett.

(b) Eine Abbildung f: W, —— W, zwischen quasi-affinen Varietdten heift Mor-
phismus oder reguldre Abbildung, wenn f stetig ist und reguldre Funktionen
erhélt. Die quasi-affinen Varietdten bilden zusammen mit den Morphismen
eine Kategorie.

(c) Eine quasi-affine Varietdt W heilt affin (als abstrakte Varietdt), wenn es
einen Isomorphismus f: W —— V gibt, sodass V = U(I) eine affine Varie-
tét in einem A™(K) ist.

(d) Seien Wy C A™(K), Wy C A™(K) quasi-affine Varietdten und f: W; ——
Ws,. Dann ist f genau dann eine reguldre Abbildung, wenn es regulédre Funk-
tionen

fl,...,fm - Om(Wl) mit f = (fl,...,fm)

gibt, denn f ist genau dann ein Morphismus, wenn f stetig ist und regulére
Funktionen erhélt. Analog zu [Proposition 5.12| ldsst sich f also lokal als
Quotient von reguldren Funktionen schreiben.

(e) Sei V eine affine Varietdt und U C V offen. Dann ist

Ov(U) = Oﬁ(U) = O(U)

Denn: Nach Definition ist jedes Element aus Oy (U) lokal auf einer offenen
Teilmenge U von V von der Form £ mit g, h € K[V]. Insbesondere stimmt
das dann auch auf U N U. Umgekehrt kénnen wir, wenn r = ¥ lokal auf
U CU fiir g, h € K[V] gilt, ein offenes U C V mit U NTU = U wihlen.

BEISPIEL 5.15: (a) Sei f € K[Xj,..., X,]. Dann ist D(f) affin als abstrakte Varietit,

denn: Definiere f € K[Xj,..., Xp41] durch f = f-X,,.1—1und I = (f). Dann
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I Die Kategorie der affinen Varietéten

ist (1) = {(x1,.0, 1) € A" NK) | f(x1,...,7,) - Ty = 1}. Definiere
weiter
1
. _— _[ e n geery ny ., N\ 9
D) B0, (1) (100 o )
T2 ‘Z](I)%@(f), (ZE’l,...,l‘n_H) %—>(£L‘1,...,$n).
Dann sind r; und 7 wohldefinierte reguldre Abbildungen und zueinander
invers.
(b) AY(K)\ {0} = D(X) ist nach [(a)] affin als abstrakte Varietét.
(c) A%2(K)\ {(0,0)} ist nicht affin als abstrakte Varietit; siche Ubungsblatt.
(d) Fiir GL,(K) = {A € K™ | det A # 0} € K™ gilt GL,(K) = @ (det(-)).
Mit @ kann GL,(K) als affine Varietit in A *'(K) aufgefasst werden,
némlich als {(A,y) € K"+ | y-det A—1=0}.

6 Rationale Abbildungen &2

In diesem Abschnitt wollen wir alle reguléren Funktionen, die auf einem in V' dichten U
definiert sind, gleichzeitig betrachten.

In diesem Abschnitt sei stets K algebraisch abgeschlossen und V eine affine Varietét.

DEFINITION/ BEMERKUNG 6.1: (a) Eine rationale Funktion auf V ist eine Aquivalenz-
klasse von Paaren (U, f), wobei U eine dichte, offene Teilmenge von V' mit

f € Oy(U) ist. Hierbei sei
U, f)~ U f) <= flow = flunor
(b) In jeder Aquivalenzklasse gibt es ein maximales Element (bzgl. Inklusion auf
U) (U, f). Dieses U heifst Definitionsbereich und V' \ U heifst Polstellenmenge.
(c) Dierationalen Funktionen auf V' bilden eine K-Algebra. Schreibweise: Rat(V).
(d) Ist V irreduzibel, so ist Rat(V') isomorph zu Quot(K[V]) = K (V).
Beweis: [(a)] Zu zeigen: ~ definiert eine Aquivalenzrelation. Es bleibt nur die Transi-
tivitdt zu zeigen. Seien (Ui, f1) ~ (Us, fa) und (Us, f2) ~ (Us, f3). Dann

stimmen f; und f3 auf Uy NUy N Us tiberein. Da U; N U N Us dicht in V' ist,
folgt mit dem Identitédtssatz [Bemerkung 5.13}

f1|U1ﬂU3 = f3’U1ﬁU3

[(b)] Ist (U, f) ~ (U, f"), so kann auf U U U’ die regulidre Funktion ¥ definiert

werden, indem man

f(x) _ {f(x), falls x € U,

fl(x), fallszeU,

setzt.

Setze also U,,.. = U U U’, wobei U’ alle offenen Mengen durchlauft fiir die
es ein f' € O(U’) gibt mit (U’, f') ~ (U, f).
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Summen und Produkte von rationalen Funktionen sind wieder rational und
das ist mit der Aquivalenzrelation vertraglich. Dabei ist zu beachten, dass
man die Definitionsbereiche schneiden muss.

@ Definiere den K-Algebrenhomomorphismus « durch

a: K(V) —— Rat(V), %% [(@(h),%)].

Sei (U,r) mit r € O(U) eine rationale Funktion. Da r regulér ist, gibt es
U' C U mit rlyr = £, wobei g,h € K[V] und h € O(U’). Da V irreduzibel
ist, ist U’ bereits dicht. Also gilt a (%) = [(U,r)] und « ist surjektiv.
Die Injektivitat ist klar, da K (V') ein Korper ist. O
DEFINITION 6.2: Sei V' irreduzibel. Der Kérper K (V') = Rat(V') heifst Funktionenkér-
per.

PROPOSITION 6.3: Seien V, W irreduzible, affine Varietédten, f: V —— W ein Mor-
phismus und f*: K[W]—— K[V] der induzierte K-Algebrenhomomorphismus.
Dann gilt:

(a) f* kann genau dann zu einem Koérperhomomorphismus von K(W)——
K (V) fortgesetzt werden, wenn f* injektiv ist.
(b) f*ist genau dann injektiv, wenn f(V') dicht in W ist.
Beweis: Die Notwendigkeit der Injektivitit von f* ist klar. Ist umgekehrt f* injek-
tiv, so definiert man f#($) = 2@ pie Injektivitdt impliziert die Wohldefi-

O]
niertheit und man sieht, dass man auf diese Art einen Kérperhomomorphis-

mus erhélt.
[(B)] Fiir f* gilt: Fiir jede Untervarietit Z C V ist fﬁ_l(’J(Z)) =TJ(f(Z)). Denn:

ge 1 3(2) = gofed(Z) > goflr)=0VzeZ
= g(y) =0y € f(2) = g€ I(f(2)).

Nun gilt: f# ist injektiv. <= 0 = f7(0) = f£'(3(V)) = I(f(V)) =
(V)

— f(V)=W. O

DEFINITION 6.4: Ein Morphismus f: V —— W mit f(V) = W heift dominant.
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DEFINITION /BEMERKUNG 6.5: Seien V C A"(K), W C A™(K) affine Varietéten.

(a) Eine rationale Abbildung f: V ----- » W ist eine Aquivalenzklasse (U, fy), wo-
bei die U offen und dicht in V' liegen und die fy;: U —— W regulédre Abbil-
dungen sind. Dabei ist

(U, fu) ~ U, 1) <= fulvror = firlonu-

(b) Rationale Abbildungen nach A'(K) sind rationale Funktionen.

(c) Jede rationale Abbildung r: V ----- » W hat einen maximalen Definitionsbe-
reich Def(r), der offen ist.

(d) Sind V und W irreduzibel, so ist die Komposition von dominanten rationalen
Abbildungen wieder eine dominante rationale Abbildung, d.h. fiir U dicht in
V ist
) = W

(e) Sind V und W irreduzibel, so induziert jede dominante rationale Abbildung

einen Kérperhomomorphismus f*: K(W) —— K (V) mit
filg)=gof

(f) Eine rationale Abbildung f: V ----- » W heift birational, wenn es eine ratio-
nale Abbildung g: W ----- » V' gibt, so dass fog und go f definiert sind und
jeweils die Identitdt ergeben.

BEISPIEL 6.6: (a) Seien V; = U(X -Y), Vo = AY(K) und V3 = A'(K). Weiter seien
folgende rationale Abbildungen gegeben:

Hier ist Def(g o f) C U(Y), also insbesondere nicht dicht in ;.

(b) Die Abbildung o: A*(K) —— A*(K), (z,y) —— (%,%}) ist auf A?(K) \
U (X -Y) definiert, also eine rationale Abbildung.
Beachte: 0 oo = id|A2(K)\m(X.y), folglich ist o sogar birational.

(c) Seien Vi = AY(K), Vo = B(Y? — X3) (vgl. Beispiel 4.8 (e))). Betrachte die

rationalen Abbildungen

ry: Vi —— Va, t—— (3, %),

ra: Vo 2 D(X) —— W, (@,y) —— =,

Dann erhalten wir:
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e ry0r; =idy, mit Uy = Def(ry0ry) = AYK) \ {0}.

e 1 01y =idy, mit Uy = Def(ry ory) = Vo \ {(0,0)}.
Also ist U(Y? — X?) birational dquivalent zu A'(K), aber sie sind nicht
isomorph.

BEMERKUNG: Irreduzible affine Varietaten bilden zusammen mit den dominanten ra-
tionalen Abbildungen eine Kategorie.

Satz 4: Ser K algebraisch abgeschlossen. Dann ist die Kategorie der endlich erzeug-
ten Kdorpererweiterungen L/K mit K-Algebrenhomomorphismen dquivalent zur
Kategorie der irreduziblen affinen Varietdten mit dominanten rationalen Abbil-
dungen.

Beweis: Wir definieren
o Vi— K (V)
e

und zeigen, dass das eine Aquivalenz von Kategorien liefert. Dazu zeigen wir:

e Fiir jede endlich erzeugte Korpererweiterung L/K gibt es eine irreduzible
affine Varietdt V mit K(V') = L.

e & ist volltreu, d.h. induziert eine Bijektion auf den Morphismenmengen.

Zum ersten Punkt: Wir wahlen endlich viele Erzeuger x4,...,x, der Korperer-
weiterung L/K, d.h. L = K(xy,...,x,). Wir definieren A = K|[xy,...,z,] als die
von Iy,...,x, erzeugte K-Algebra in L. Dann ist A eine endlich erzeugte, re-
duzierte, nullteilerfreie K-Algebra. Deshalb gibt es nach eine affine Va-
rietdt V mit K[V] = A. Da A nullteilerfrei ist, ist V' irreduzibel und es gilt
K(V) = Quot(A) = L.

Zum zweiten Punkt zeigen wir: Sind V, W affine Varietdten und oo: K(W) ——
K(V) ein K-Algebrenhomomorphismus, so gibt es eine rationale Abbildung

Fiir den Beweis dieser Aussage seien g1, ..., g, Erzeuger von K[W].
Dann ist a(g;) € K(V) und |J;", Def(a(g;)) ist offen und dicht in V. Wéhle

U:=9(g) C nDef(a(gi)) mit g € K[V].

Nach [Beispiel 5.15|ist ©(g) affin, also existiert eine affine Varietdt Z und ein

Isomorphismus V: Z —— ®(g). So erhalten wir
Voa: K[W]—— O(Z) = K[Z]

und das induziert f: Z —— W.

Damit ist f = fo U~ eine regulire Abbildung von U nach W. Diese induziert
eine rationale Abbildung f: V ----- W, da U dicht in V liegt. Da U¥ o o injektiv
ist, ist f dominant nach [Proposition 6.3|
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Nun bleibt nur noch zu zeigen, dass ® treu ist. Seien dazu ry, ro: V ----- s W ra-

tionale Abbildungen und r% = ?“g = «. Wir wahlen U offen, affin und so klein, dass

r1 und ro auf U definiert sind. Dann induzieren r; und ry aber als Abbildungen
von U = Z nach W aufgefasst das selbe

a: KW — O(U) = K[Z].

Nun kénnen wir anwenden und sehen 71|y = o]y und da U dicht in V/
liegt, folgt r1 = 7. O

7 Spektrum eines Rings @

ERINNERUNG 7.0 (aus Algebra 11): Seien R, S Ringe und f: R—— S ein Ringhomo-
morphismus.

(a) Ist J C S ein Ideal, ist I = f~(J) C R ein Ideal. Ist dabei J ein Primideal,
so ist auch / ein Primideal.

(b) Ist f surjektiv und I C R ein Ideal, dann ist J = f(I) C S ein Ideal. Ist
dabei [ ein Primideal und Kern f C I, dann ist J ein Primideal.

Insgesamt gilt also: Primideale in .S entsprechen Primidealen in R, die den Kern
von f enthalten (falls f surjektiv ist).

ERINNERUNG/BEMERKUNG 7.1: Sei V' C A"(K) eine affine Varietdt (K algebraisch
abgeschlossen). Dann haben wir Bijektionen

Radikalideale in K[Xj,..., X,)] ,}
die J(V') enthalten
«—— {Radikalideale in K[V]}
(b) {irreduzible Untervarietiaten von V'} «——— {Primideale in K[V}
(c¢) {Punkte in V} «—— {maximale Ideale in K[V}
Beuweis: [(a)] Das folgt aus [Bemerkung 1.3] [Bemerkung 1.5] [Satz 2 und [Erinnerung 7.0}
[(b)] Das folgt aus Bemerkung 2.9 und [Erinnerung 7.0}
Die eine Zuordnung ist

(a) {Untervarietéten von V} —— {

p=(T1,..,xy) ——m, = T({p}) = (X1 — 21,..., Xp, — zn).

Fiir die andere sei m ein maximales Ideal in K[V], dann gibt es einen Iso-
morphismus

Q: K[X17"'>Xn]/m — K

und wir withlen p = (a(X1),..., o(X,,)). O
DEFINITION/BEMERKUNG 7.2: Sei R ein kommutativer Ring mit Eins.
(a) Die Menge Spec R := {p C R | p ist Primideal} heilt Spektrum von R.

(b) Fiir eine Teilmenge S C R heifit V(S) := {p € Spec R | p 2O S} Verschwin-
dungsmenge von S und es gilt U(S) = V((9)).
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(c) Die Mengen () fiir Ideale I C R bilden die abgeschlossenen Mengen einer
Topologie auf Spec R, diese heifst Zariski- Topologie.

(d) Fiir Z C Spec R heifst 3(Z) := ﬂ o das Verschwindungsideal von Z.
peZ
Beweis: |(b)] Die Inklusion ,, > ist klar. Fiir die umgekehrte Inklusion sei ¢ € (S),
also p D S. Da g ein Ideal ist, folgt p D (S), also p € B((9)).

Das zeigt man wie in [Definition/Bemerkung 2.1} insbesondere gilt

N (T = m(U A) - QJ(ZIQ

AEA AEA
und m([l) U m(lg) = ‘lT(Il N [2) = Q]([l . IQ) OJ
DEFINITION/BEMERKUNG 7.3: (a) Elemente aus R konnen als Funktionen aufgefasst
werden:
r: Spec R —— U Quot(R/p), pH——TE€ Quot(R/p)
p€ESpec R

(b) Ein Primideal p ist genau dann Nullstelle von r € R, wenn 7 = 0 in R/,
also wenn r € p gilt.

BEISPIEL 7.4: (a) Sei R = K|[V] fiir eine affine Varietdt V' und einen algebraisch ab-
geschlossenen Korper K. Dann enthélt Spec R je einen Punkt fiir jede irre-
duzible Untervarietéit von V. Ist m ein maximales Ideal in Spec R, dann ist
Quot(R/m) = K.

(b) Fir R = Zist Spec R = {(p) | p € P}U{(0)}, kann also als PU{0} aufgefasst
werden.

BEMERKUNG 7.5: (a) Fiir Z C Spec R ist B(J(Z)) = Z der Abschluss von Z.

(b) Fiir f € R sei ©(f) = Spec R\ UV(f) = {p € SpecR | f ¢ p}. Die Mengen
D(f) bilden eine Basis der Topologie auf Spec R.

(c) Sei V' C Spec R nichtleer. Dann ist V' genau dann irreduzibel, wenn J(V)
ein Primideal ist.

Beweis: @ Es gilt:
V(3(Z)) ={p e SpecR| p 23(2)} ={peSpecR | p 2 )} 2 Z.

qeZ

Daraus folgt, dass der Abschluss von Z in U(3(Z)) liegt. Fiir die andere
Inklusion sei Z = B(J) = {q € SpecR | ¢ 2 J}. Da Z C Z, gilt fiir alle
o € Z,dass p 2O J. Sei nun ¢ € B(I(Z)). Dann gilt

g2 (o2
©wEZ

also ¢ € B(J).
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[(b)] Das geht wie in [Bemerkung 5.9 (c)|
Das geht wie in [Bemerkung 2.9 O
BEMERKUNG 7.6: (a) Fiir p € Spec R gilt {p} = {g € Spec R | ¢ 2 p} = V(p).
(b) Fiir p € Spec R ist {p} genau dann abgeschlossen, wenn @ ein maximales
Ideal ist.
(¢) Sei R nullteilerfrei. Dann gilt {(0)} = Spec R.

BEMERKUNG 7.7: Sei X ein topologischer Raum und z € X mit {z} = X. Dann heift
x generischer Punkt.

BEISPIEL 7.8: Sei V eine affine Varietat.

(a) Die abgeschlossenen Punkte in Spec K[V] entsprechen bijektiv den Punkten
der affinen Varietét V.

(b) Ist V irreduzibel, dann ist {(0)} ein generischer Punkt. Dazu gehort gerade
V' als Untervarietat von V.

BEMERKUNG 7.9: Sei a: R—— R’ ein Ringhomomorphismus.
(a) « induziert eine stetige Abbildung

fo: Spec R —— Spec R, p+——a '(p).

(b) Ist I C R ein Ideal, so ist f;1(U(1)) = V(a(1)).
Beweis: [(a)] Nach [Erinnerung 7.0]ist f, wohldefiniert. Die Stetigkeit folgt aus [(b)]
[®)] p € f1(B()) <= falp) €V(I) <= fulp) 21

= al(p) 2] <= p2a(l) <= p € Ba(l)) N

PROPOSITION 7.10: Sei K algebraisch abgeschlossen und V' C A"(K) eine affine Varie-
tdat. Dann ist die Abbildung

m: V—— SpecK[V], z+——m,={fe K[V]| f(x) =0}

injektiv und stetig.

Beweis: Die Injektivitat folgt aus [Erinnerung/Bemerkung 7.1} Fiir den Beweis der Ste-
tigkeit sei I C K[V] ein Ideal und Z :=U(I) C Spec K[V]. Fiir die affine Varietét
7 gilt

re€PY(l) < f(zr)=0firalle fel «<— fem,firalle fel < [ Cm,.

Damit git m™(Z)={z eV | m,eZ}={zeV | m, DI} =) CV.Also
sind Urbilder abgeschlossener Mengen abgeschlossen. O

PROPOSITION 7.11: Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, I C R ein Ideal und V' C
Spec R eine abgeschlossene Menge. Dann gelten:

(a) BE(V)) =V
(b) 3(B(1)) = VI
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Beweis: [(a)] Aus Bemerkung 7.5 (a)| folgt B(I(V)) =V =V,
[(b)] Nach [Lemma 7.12 gilt J(BV(I)) = (| p = [ o = VI O
peB(I) p21
LEMMA 7.12 (Lemma von Krull): Sei R ein kommutativer Ring mit Eins.
(a) Sei S C R ein multiplikatives System und I C R ein Ideal, das disjunkt zu
S ist. Dann gibt es ein Primideal o C R, das [ enthélt und ebenfalls zu S
disjunkt ist.
(b) Es gilt: ﬂ o=VI.

p€ESpec R
p21

Bewers: @ Die Inklusion ,,0¢ gilt, weil der Schnitt von Radikalidealen wieder ein
Radikalideal ist. Die andere Inklusion folgt aus @: Sei a € R\ /T und
S :={a" | n € Ng}. Dann ist S ein multiplikatives System und I NS = @.
Nach @ gibt es dann ein Primideal p mit p O [ und p NS = &. Damit
fliegt @ im Schnitt raus.

@ Betrachte den kanonischen Ringhomomorphismus ¢: R—— Rg. Sei I’ =
(p(I)) das von ¢(1) erzeugte Ideal in Rg, also I' = {5 €Rs|fel, ae S}

Zunéichst tiberlegen wir uns, dass I’ # Rg, also 1 ¢ I'. Denn wére 1 € I’,
dann gédbe es f € [ und a € S mit 1 = 5 in Rg, d.h. es géabe ein

t€ S mit t(f —a)=0.

Dann wére tf = ta sowohl in I als auch in S—ein Widerspruch zur Dis-
junktheit!

Somit ist I’ ein echtes Ideal und damit in einem maximalen Ideal m’ enthal-
ten. Dann ist p := ¢~ '(m’) ein Primideal, enthilt I und hat leeren Schnitt
mit S, denn sonst wére fiir s € SN[ das Bild ¢(s) eine Einheit in Rg. O

Ziel: Wir suchen eine Strukturgarbe Ox auf X = Spec R mit Ox(D(f)) = Ry.

Ab jetzt verwenden wir folgende SCHREIBWEISEN:

o Fiir f € Rund S := {f" | n € Ny} schreiben wir R; := Ryg.

e Fiir ein Primideal p C R und S := R\ p schreiben wir R, := Ryg.
Wir erinnern uns aufferdem daran, dass in Rg genau dann a = 0 gilt, wenn es ein t € S
gibt mit ta = 0.
VORUBERLEGUNG: In Spec R ist D(g) C D(f) dquivalent zu U(g) 2 V(f). In diesem
Fall gilt g € \/m, d.h. es gibt ein m € N und h € R mit ¢ = fh. Wir erhalten so eine

Abbildung
paty: By —— (Rp)n = Rpn = Ryn = R,.

Wir setzen B = {D(g) | g € R}, was eine Basis der Topologie auf Spec R ist.
PROPOSITION 7.13: Sei R ein noetherscher kommutativer Ring mit Eins. Auf Spec R
gibt es eine eindeutige Garbe F von Ringen mit F(D(f)) = Ry und fiir D(g) C

D(f) ist die Restriktionsabbildung pgg )) wie in der Voriiberlegung definiert.
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Beweis: Wir definieren F(D(f)) = Ry und zeigen

34

(a) F erfiillt auf B die Garbeneigenschaften, d.h.

(al) pY, = pY o pY, und pY = idp ) fiir U, U, U" € Bmit U" C U’ C U.
(G2) Ist U = U, Ui (mit U,U; € B) fi € F(U;) und gilt fiir alle U’ € B

mlt U' C U;NUj, dass py = pU, dann gibt es genau ein f € F(U) mit

(b) F lasst sich eindeutig zu einer Garbe fortsetzen.

zZu @ Die erste Garbeneigenschaft ist klar.

Fiir die zweite sei ohne Einschrénkung I = {1,...,m} endlich (denn wie
in [Bemerkung 5.9| sind offene Mengen quasikompakt). Sei U = D(f) und
Ui =D(f;). Wegen

D) =D(A)U---UD(fm)
ist U(f) = V(f1,--, fmm), also:
Es gibt ein k € N mit f* € (f1,..., fm). (%)
EINDEUTIGKEIT: Seien g1,9, € F(U) = Ry mit pf (g;) = f; fiir alle i €

{1,...,m}und j € {1,2} und g := g1 — g2 € Ry, also g = 0 in allen Ry,. Dann
gibt es ein M € N mit gfM = 0 fiir alle i € I. Fiir geniigend groRes N gilt

(Froeos )™ S (s )
Mit [(x)] folgt 5N € (f1yerey f)¥ S (FM .., fM), also gibt es a; mit
N =arf 4t amfh

Dann gilt f*¥g = a; fMg+- - +anfMg =0, also gilt g = 0 in R; und damit
g1 = g2-

EXISTENZ: Gegeben g; € Ry,, sodass g; = g; in Ry,y,, suchen wir ein g € Ry,
sodass g = g; in allen Ry, gilt. Da g; = g; in Ry, gibt es ein gentigend
grofes N, fiir das

gilt, und das ohne Einschrankung nicht von ¢ und j abhéngt. Insbesondere
gibt es wie gerade eben ein w € N mit

FUe (fY s fN) und = Zasz

Wir definieren

1 m
= f_w Zaz’fiNgi € Ry.
i=1
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Dann gilt in Ry,

1 — 1.,
af) = o > aifN g = 7l a1y = 9;f),
i=1

also g = g; in Ry,.

zu @ Das folgt aus dem folgenden O
LEMMA 7.14: Sei X ein topologischer Raum und B eine Basis. Eine B-Garbe besteht aus
einem Ring F(U) fiir jedes U € B und Restriktionsabbildungen pY, fiir alle U, U’ €
B mit U’ C U, sodass die Garbeneigenschaften|(G1){und|(G2)|aus[Proposition 7.13]

erfiillt sind.

Jede B-Garbe léasst sich eindeutig zu einer Garbe auf X fortsetzen.

Beweis: Sei U C X eine beliebige offene Menge. Wir definieren

Fo = lim F(0) = {fz € H}"(ﬁ)’pg(fﬁ):fﬁ fiir 0,0 € Bumit U C U CUY.
ucu Ucu
UeB UeB

Mit den Restriktionsabbildungen

por (f7)gcy —— (5 ey (wobei U C U)
UeB UeB
ist F eine Garbe. Auferdem stimmt fiir U € B das neue F(U) mit dem urspriing-
lichen F(U) iiberein via dem Isomorphismus

(f ﬁ)(ZgU — fu.
UeB

Schlieflich ist F eindeutig bestimmt, denn fiir einen weiteren Kanditaten G stim-

men F und G auf jeder Basismenge iiberein und damit nach auch auf allen

offenen Mengen. O
BEMERKUNG 7.15: In[Proposition 7.13| muss R nicht noethersch sein! Es gilt fiir belie-

bige Ringe R und f € R, dass ©(f) quasikompakt ist (siehe [Bemerkung 7.16|).
BEMERKUNG 7.16: Sei R ein beliebiger kommutativer Ring mit Eins und f, f; (i € I)

aus I.
(a) Es gilt D(f) = U@(fz) genau dann, wenn /(f) = /(fi | i € I).
i€l
Insbesondere gilt Spec R = UC‘D( fi) genau dann, wenn 1 € (f; |i € I).

iel
(b) ©(f) ist quasikompakt.
(¢) Wenn R noethersch ist, ist Spec R ein noetherscher topologischer Raum.
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Beweis: @ Es gilt

(=) = BN =3) = V) =Viliel
iel i€l
Fiir den zweiten Teil verwende ©(1) = Spec R.

[0)] Sei ©(f) = U;e; Ui und ohne Einschrinkung U; = D(f;) fiir f; € R, da
die ®(g) eine Basis der Topologie bilden. Nach @ gibt es ein m € N und
Wyeeny i € T mit f™ € (fi),..., fi,,). Damit folgt

() =2(f" < Ja(f) cUa() =2(5).
j=1 iel
also D(f) = D(fi,) U...UD(fi,). Es geniigen also endlich viele, um D(f)
zu iiberdecken.

Wenn wir eine absteigende Kette V3 2 Vo D V53 D ... von abgeschlossenen
Mengen hétten, die nicht stationér wird, ware J(V;) C 3(Va) € 3(V5) C ...
eine aufsteigende Kette von Idealen, die ebenfalls nicht stationér wird, im
Widerspruch dazu, dass R noethersch ist. O

DEFINITION 7.17: (a) Sei R ein beliebiger kommutativer Ring mit Eins, X = Spec R
und Oy die Garbe aus [Proposition 7.13| Der geringte Raum (X, Ox) heifst
affines Schema zu R.
(b) Ist R noethersch, so heifit (X, Ox) ein noethersches affines Schema.
PROPOSITION 7.18: Sei V eine affine Varietét iiber einem algebraisch abgeschlossenen

Kérper K und R = KIV]. Das affine Schema zu R ist noethersch und fiir die

stetige Injektion

m:V —— SpecR, x+——m,={f € K[V]| f(x) =0}

gﬂt m*OV = OSpecR~

Hierbei ist Oy die Garbe der reguldren Funktionen auf V, m,Oy die Bi}dgarbe auf
Spec R, definiert durch m,Oy (U) = Oy (m~(U)) (siehe auch Aufgabe 5 auf Ubungsblatt
4); und m, Oy = Ox heifst: fiir jedes offene U existiert ein Isomorphismus

9[]1 m*(’)v(U) — Ox(U)

und diese Isomorphismen sind mit den Restriktionsabbildungen vertraglich, d.h. fiir
U’ C U ist das Diagramm

oy

05/ Pg/
MOy (U) —2 . 0 (U

kommutativ.
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7. Spektrum eines Rings

Beweis: Wir zeigen, dass die Garben auf der Basis iibereinstimmen. Dann folgt die

Behauptung aus [Lemma 7.14] Sei U = D(f) = {p € SpecR | ¢ Z f}. Aus
IProposition 7.13| folgt einerseits Ox (D(f)) = Ry. Andererseits gilt

m i (U)={zeV|m Ffl={zeV|flx) #0} =D(f) TV,
also m, Oy (U) = Oy(m~Y(U)) = Ry wegen [Korollar 5.11] Auferdem passen die

Restriktionsabbildungen zusammen. ([l
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Il Projektive Varietaten

Wir hatten bereits gesehen: Ein Manko an A™(K) ist, dass sich Geraden nicht immer

schneiden. Daher wollen wir A™(K') zum projektiven Raum P"(K) vergrofern. Die Punk-
te darin sollen die Geraden in A"™!(K) sein.

1 Der Projektive Raum P"(k) &
Sei k immer ein Korper und n € Nj.

DEFINITION 1.1: Der n-dimensionale projektive Raum iiber k besteht aus allen Ursprungs-
geraden in k"1

P (k) = k”“\{O}/N ,
wobel (1,..., Tpy1) ~ (Y1yeeey Ynp1) <= I X € k™1 y; = Az, Vi. Fir die Aquiva-
lenzklasse von (zq,..., ) schreiben wir

(o a1+ xy)

und nennen sie die homogenen Koordinaten des Punktes.

BEISPIEL 1.2: (a) Fiir n =0 ist PY(k) = {(1)} =: {o0}.
(b) Fiir n =1 ist

P (k) = {(w0,21) | (w0, 1) # (0,0)}/N —{(1:1) [tekU{(0: D)}

Wir sehen:

w: PH(k) —— kU {oo}, (x01x1)|—>{i_(1” 70 70,

o0, To = 07

ist eine Bijektion und ordnet jeder Geraden ihre Steigung zu.
SPEZIALFALL:

e Fiir £ = R ist P/(R) = S§'/{=£1}, entspricht also einer Kreislinie.

e Fiir £ = C ist P/(C) = C U {oo}. Das lisst sich (z.B. mit Hilfe der
riemannschen Zahlenkugel) mit der S? identifizieren.

(c) Es gilt P*(R) = S*(R)/{£1} und P*(C) = S*(C)/{c € C| |c| = 1}. Beziig-

lich der Quotiententopologie, die von k™! mit der euklidischen Topologie
herkommt, sind das kompakte Hausdorffraume.
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11 Projektive Varietdten

(d) Fir k=T, ist

n+1
P (Fp)|:pT=1+"'+p~

DEFINITION/BEMERKUNG 1.3: Fiir i € {0,...,n} sei
Wi={r=(zo: - 2,) €P"(K) | z; # 0}
Das ist wohldefiniert(!) und es gilt:
(@WW=U&
(b) Sei -
pir A(k) ——P"(k),  (yrysyn) —— (Wi it Ly o ).

Das ist eine Einbettung mit Bild ;. Die Abbildung

uz*)An(k)v (l’o B l’n) — (@ Y xi_l? xi—i-l’.._’ ﬁ)

b

ist wohldefiniert und bijektiv und ihre Umkehrabbildung ist ¢;.
(c) Die Abbildung P"(k) \ &; —— P"1(k),

(o i imy) —— (T 1@y oo e Ty P Ty e Ty)

= (g Ty i)

ist wohldefiniert und bijektiv.

(d) Damit erhalten wir eine Bijektion:
P"(k) «— A"(k) UA™ Y (k)uU--- Al (k) U {oo}.
Beweis: @ ist klar nach Definition der ;.

@ Man rechnet einfach nach, dass die Abbildungen zueinander invers sind.

Da z; = 0 ist, gibt es ein j # ¢ mit z; # 0, also ist die Abbildung wohldefi-
niert. Wir geben wieder eine Umkehrabbildung an:

P (k) —— B (k) \ 4
(Wo: i Yn1)F——(Wo: - Yr1:0:9;::Yn1)

@ Das folgt induktiv aus @ und . O
2 Projektive Varietaten &

Auch in diesem Abschnitt sei k immer ein Korper, n € Nj.
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2. Projektive Varietédten

Ein unmittelbares Problem im Projektiven ist das Folgende: Sei f € k[Xo,..., X,,]. Dann
ist die dazugehorige Polynomfunktion

P*k)——k, x=(xg: - :x,)— f(z0,.., ZTn)

nur wohldefiniert, falls f(Axo,..., Az,,) = f(zo,..., x,) fur alle A € k> ist. Das ist aber fast
nie der Fall.

Um Varietédten zu definieren, geniigt es aber, dass ,, f(z) = 0 wohldefiniert ist, das heift
VAek™: f(zo,..,zn) =0 <= f(Axg,..., A\x,,) = 0.

Das erfiillen gerade die homogenen Polynome.
ERINNERUNG 2.1: (a) f € k[Xo,..., X,,] heillt homogen vom Grad d, wenn

l
F= @ Xg0 - X7 mit rig A 1y = d Vi
=0

(b) Falls k£ unendlich ist, so gilt:

f ist homogen vom Grad d <= f(Axq,..., Az,) = A+ f(z0,..., ) VA € K*.

(c) Die Voraussetzung ,unendlich“ kann in @ nicht weggelassen werden: Seien
k =Tsund f(X)= X3+ X. Dann ist f nicht homogen, aber es gilt

VA €K™ f(Ax) = N2’ + Az = A\(2® +2) = M (2),

da )\32)\1m Fg.

Beweis: Fiir homogene Polynome gilt die Eigenschaft nach Definition. Sei also f
ein Polynom, das die rechte Seite der Aquivalenz erfiille. Wir zerlegen f in
seine homogenen Komponenten, schreiben also

!
f= Z fi; mit deg f; = ¢ und f; homogen.

=0

Nun setzen wir g(z,,...)(A) == f(Azo,..., Ax,,), fassen also den Ausdruck als
Polynom in A\ auf. Da die f; homogen sind und wegen der Vorraussetzung

an f, gilt:
SN fila) = Y- ) = fxa) = X50) = X (3 o) )

Da k unendlich ist, stimmen die Ausdriicke fiir alle z als Polynome in A
iiberein, es gilt also f; = 0 fiir ¢ # d. Daher ist f = f; und damit homogen
vom Grad d. O
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11 Projektive Varietdten

DEFINITION 2.2: V' C P"(k) heit projektive Varietit, wenn es in k[Xy,..., X,| eine
Menge F von homogenen Polynomen gibt, so dass

V=UF)={zeP(k)| f(x)=0VYf e F}.

BEISPIEL 2.3: (a) Die Menge H; := U(X;) = P"(k) \ &l; ist eine projektive Varietét
und nach [Definition/Bemerkung 1.3 (c)| bijektiv zu P"~1.

Allgemein nennen wir H = *0(f) mit f € k[Xo,..., X,,| eine Hyperfiiche und
wenn f sogar linear ist, nennen wir H eine Hyperebene.

(b) Es gilt V(Xo,..., X,) = 2.
(c) Betrachte V = U(Xo Xy — X7) C P?(k).
e Zuerst bilden wir V Ny in den A? durch
1 T2
(o : 21 1) —— (— —)

$07I0

ab. Ein Punkt (zq : 71 : 7o) € P?(k) liegt genau dann in V', wenn er
ToTy — 17 = 0

erfiillt und fiir einen Punkt aus V N4, ist diese Bedingung dquivalent
zu P — (i—é)z = 0. Das heifit ein Punkt (z,y) € A? liegt genau dann

im Bild von V Ny, wenn y — 22 = 0. Diese Punkte liegen also alle auf
einer Parabel.

e Nun bilden wir VN, nach A% ab. Analog betrachten wir die Abbildung
Lo T2
(xo: @y @ T9) —— (—, —)
r1 1
und sehen mit dem gleichem Argument, dass fiir die betroffenen Punkte
oo

i

—1=0

gilt, also im A? entsprechend: zy — 1 = 0. Diese Punkte liegen also alle
auf einer Hyperbel.

ERINNERUNG 2.4: (a) Der Polynomring S := k[Xy,..., X,,] ist ein graduierter Ring mit
Graduierung

Sa = {f € k[Xo,..., X;,] | f homogen von Grad d},

d.h.: ¢ 5= @ Sy; die Elemente in S; bezeichnen wir als homogene Elemen-

d>0
te.

o Es gllt Sd : Sl g Sd+l-
S ist sogar eine graduierte k-Algebra, d.h. k = Sy und die Sy sind k-Vektorraume.
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2. Projektive Varietédten

(b) Ein Ideal I heift homogen, wenn es von homogenen Elementen (nicht not-
wendigerweise von gleichem Grad) erzeugt wird.

(c) Die Summe, das Produkt, der Durchschnitt und die Radikale von homogenen
Idealen sind wieder homogen.

(d) Es gilt: I ist genau dann homogen, wenn
d
Vi€l f=) fimitfieS = ficl
i=0

Beweis: Als Beispiel beweisen wir, dass das Radikal eines homogenen Ideals wieder ho-
mogen ist. Fiir die restlichen Beweise verweisen wir auf Algebra II.

Sei also I ein homogenes Ideal und f € /1. Seien f; € Sy mit f = > o fa. Dann
gibt es ein m € N, so dass f™ € I und wir sehen:

f™ = [, 4+ Terme von kleinerem Grad.

und rekursiv auch alle f;. Damit ist, wieder nach |(d), v/T ein homogenes Ideal.]
DEFINITION/BEMERKUNG 2.5: (a) Sei V' C P"(k). Dann nennen wir

f* ist auch ein homogenes Element, also gilt nach fr e I. Daherist f,, € VI

J(V) = {f € k[Xo,..., X;] | f homogen, f(x) =0Vz € V})

das Verschwindungsideal von V.
(b) Fiir ein homogenes Ideal I heifst

B(I):={x € P"(k)| f(x) =0 fir alle homogenen f € I}

Nullstellenmenge von I. Das ist eine projektive Varietét.
(c) 3(V) ist ein Radikalideal.
(d) Seien Iy, I homogene Ideale, Vi, V5 projektive Varietéiten. Dann gilt:
o [, C I, = B(I,) 2 V(L)
e V1 CVy, = J(V1) 23(V3), sowie
o Vi=V < (W) =3(12).
Beweis: Sei I := J(V) homogen. Dann ist nach [Erinnerung 2.4 (c)|auch /I homo-

gen. Sei f € /I ein homogenes Element. Dann ist f € I nach dem gleichen
Argument, wie im Affinen (Bemerkung 1.3 (c))).

[(d)] Hier wirken die Argumente aus[Kapitel 1, Bemerkung 1.3Jund [Bemerkung 1.5|
0J

PROPOSITION 2.6 (Projektiver Nullstellensatz): Seien K ein algebraisch abgeschlosse-
ner Koérper und I ein homogenes Ideal in K[Xj,..., X,,]. Dann gilt:
(a) J(BV(I)) = V1, falls VI # (Xo,..., Xn),
(b) V() =2 < I = K[Xy,..., X,)] oder VT = (Xo,..., Xp).
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11 Projektive Varietdten

Der kommt spéter.
DEFINITION/BEMERKUNG 2.7: (a) Die projektiven Varietaten im P"(k) bilden die ab-
geschlossenen Mengen einer Topologie auf P" (k). Diese heifst Zariski- Topologie.

(b) Fiir M C P*(k) ist B(I(M)) = M.
(c) Sei V eine projektive Varietéat. Dann gilt:

V ist irreduzibel <= J(V) ist ein Primideal.

(d) Jede projektive Varietét besitzt eine eindeutige Zerlegung in endlich viele
irreduzible Komponenten.

Beweis: Genau wie im Affinen. Siehe dazu [Definition/Bemerkung 2.1} [Bemerkung 2.3|
[Bemerkung 2.9/ und [Satz 1| aus |[Kapitel 1} O

Frage: Wie sieht das Bild einer affinen Varietit V = 0(I) in P™ aus?

DEFINITION/LEMMA 2.8: Seien

H: I{?[Xl,,Xn] — ]{?[Xo,...,Xn],

d d
F=Y_fi— > fX{ = F(Xo,...X,),
=0 1=0

wobei die f; homogen mit deg f; = ¢ sind, die Homogenisierung und

D: k’[X(),..., Xn] — k‘[Xl,..., Xn];
F(Xoyoos X)) —— F(1, X110, X)) =t f( X1, X))

die Dehomogenisierung. Dann gilt:

(a) DoH =id und fiir homogenes F' gilt X§-H o D(F) = F fir ein e € N.

(b) Sei F' = H(f). Dann ist, nach Definition, F' homogen und es gilt deg F' =
d = deg f. Auflerdem gilt:

Vg,..., Ty € k1o # 0: F(2g,..., 7,) = a0 - f(ZL..., Z2).

xo’"""? xo

Insbesondere ist F'(1, z1,...,x,) = f(21,...,2y).

(c) D ist ein k-Algebrenhomomorphismus und es gilt:

H(f-g)=H(f) H(g)
X3 H(f +9) = H(f) + X579 H(g).

Insbesondere liegt H(f + g) nicht notwendigerweise im Ideal (H(f), H(g)).

d
Beweis: Sei f = Z fi wie in der Definition.

=0
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2. Projektive Varietédten

d d
[(&)] Es ist D(H(f)) = D(Z fz‘Xél_i> = Zfz‘ =f

Sei nun F’ homogen vom Grad d. Schreibe F' als
d
F=>) fiX{"
i=0

d
Dann hat jedes f; Grad ¢ und sei e = degz fi- Insbesondere ist e < d.
Damit: =0

H(D(F)) = H (Z R)=n (Z n) = Z fixe Z fxet

Also ist F = X§~¢ - H(D(F)).
[(b)] Sei F" homogen vom Grad d und f := D(F). Seien ..., x, € k mit z¢ # 0.

Dann gilt:
F<x0""’x"> = xg]l ) F(L i_é?'”? fc_?) = l’g ) f(i_(l)au.a %)

1 und mit Skalarmultiplikation

D ist die Auswertungsabbildung fiir X,
vertriglich, damit also ein k-Algebrenhomomorphismus.

d e
Seien f = Z fiund g = Z g;, mit f; bzw. g; homogen vom Grad ¢. Dann

i=0 1=0
ist: d | e ' dte k
H(f)-H(g) = (Z fixgl) <Z gixgl) =) figeXgTt
ZZOd e = d+e k B d+e k
H(f-9)=H (Z > figj) —H (Z > fz-gk_i> =3 fighi X§Te
i=0 j=0 k=0 j=0 k=0 i=0

da figr—i Grad k hat. Also ist H(f - g) = H(f) - H(g).

Sei, ohne Einschriankung, e < d. Dann gilt fiir die Summe von f und g:

d d—j
f+g= Z(fz + i) = Zj(fz + i),
i=0 i=0
fiir ein j € Ny, denn eventuell hebSI_ljSiCh Summanden weg. Es gilt also
H(f+9)=> (fi+g)X5 "
i=0
und damit d e
XoH(f+9) = H(H+)_ 9:X0 =H()+D_9:Xs™ = H(f)+ X5 H(g),
i=0 =0
O

da g; = 0 fiir © > e = degg. Das zeigt die Behauptung.
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11 Projektive Varietdten

DEFINITION: Fiir ein Ideal I C k[Xj...., X,,] bezeichnen wir im Folgenden mit

"= HI) = M) [ fel)

das von den Homogenierungen aller Polynome aus I erzeugte Ideal.

LEMMA 2.9: Seien I C k[Xj,..., X,] ein Ideal und I* wie eben, sowie py: A™(k) ——
P*(k) wie in [Definition/Bemerkung 1.3 (b)| Seien U(/) C A™(k) und U([*) C
P"(k) die zugehorigen Varietéten. Dann gilt ¢,(0(1)) = Lo N B(1*).

Beweis: Sei x = (x1,...,x,) € A"(k). Dann gilt

v eV(I) — Vfel: flz)=0
— Vfel:F(l:xy: - :x,) =0 fiir F'=H(f)
= Vfel: F(SO())
> o(x) € BI)N

Daraus folgt ¢o(U(1)) = Ly NBV(I*). O
PROPOSITION 2.10: Sei ¢g: A™(k) —— P"(k) wie vorher. Dann ist ¢y ein Homomor-
phismus auf .

Beweis: Wir zeigen, dass Bilder und Urbilder abgeschlossener Mengen abgeschlossen
sind. Eine abgeschlossene Teilmenge von 4y hat die Form U(J) N Ly mit einem
homogenen Ideal J. Fiir eine solche sei I = (D(F) | F € J, F homogen) und
I* = (H(I)) wie vorher.

Dann gilt J C I*, denn: Sei F' € J homogen und f = D(F') € I seine Dehomoge-
nisierung. Dann gilt F' = X§H(D(f)) € I*, also B(J) 2 V(I*).

Wir zeigen @51 (B(J)) = B(I), also wo(BV(1)) = BV(J) N L. sagt
@o(B(1)) = B(I") N tlo,
also wissen wir ¢o(U(1)) C B(J) NLly. Seien umgekehrt
z=1:a: - a,) €V Ny, = (T1,.., T,)

und f € [I; sei dabei ohne Einschrinkung f ein Erzeuger, also f = D(F) fiir ein
F € J. Es gilt dann f(xq,...,2,) = F(1: 2y :---:x,) =0, also x € B(I). Damit
ist g stetig. Wegen ist

po(T(1)) = V(L") N o

eine abgeschlossene Teilmenge von g, also ist ' auch stetig. O

LEMMA 2.11: Sei wieder K algebraisch abgeschlossen, I C K[Xj,..., X,,] ein Radikal-
ideal, ¢y und I* wie joben] Dann ist U(/*) die kleinste Varietdt in P"(K), die
©o(U(I)) enthélt.
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2. Projektive Varietédten

Beweis: Wir zeigen: ¢o(U0(1)) = B(I*). Aus folgt wo(V(1)) C V(I*). Sei nun
J ein homogenes Ideal mit B(J) D ¢o(V(I)). Wir zeigen J C I*. Sei dazu F' € J
homogen und f = D(F') seine Dehomogenisierung. Dann gilt fiir alle x € U(I):

F(po(z)) = f(z) =0, also f € I3(VU)) =V =1.

Damit folgt H(f) € I*, also F' = X§ - H(D(F)) € I*. 0O
KOROLLAR 2.12: Sei K algebraisch abgeschlossen, f € K[Xj,..., X,] und F = H(f).
Dann gilt ¢o(B(f)) = V(F).

Beweis: Das folgt aus |[Lemma 2.11} sei [ = (f), dann ist I* = (F). O
DEFINITION 2.13: Sei V' C P"(k) eine projektive Varietiat. Die Menge

V = {(0yes ) € AMHE) | (mg: - x) € VIUL(0,...,0)} C A" (k)

heifst affiner Kegel zu V.
BEISPIEL: Fiir U(X?% +Y? — Z?) C P*(R) ist das wirklich ein Kegel.
PROPOSITION 2.14: Sei V' C P"(k) eine projektive Varietét.
(a) Der affine Kegel V iiber V ist cine affine Varietit in A" (k).
Genauer: ist V' = 0PI (F) fiir eine Menge F C k[Xj,..., X,,], die aus homoge-
nen nichtkonstanten Polynomen besteht, dann gilt V = 02%(F) in A"+ (k).
(b) Sei k unendlich und V' nichtleer. Dann gilt J*T(V') = JPi(V).

Beweis: [(a)] Sei V' = U(F). Falls F ein vom Nullpolynom verschiedenes konstantes
Polynom enthilt, ist V = @ und damit V = {(0,...,0)}, was eine affine
Varietit ist. Sonst sei © = (x,...,z,) € A" (K). Ist z der Nullpunkt, so
liegt x sowohl in V als auch in 0 (F), da ein nichtkonstantes homogenes
Polynom immer (0,...,0) als Nullstelle hat. Ist x # 0, so gilt

€ VNF) <= VfecF: flzg,...x,) =0 < (20,..., ) € TPI(F).

Also gilt 0T (F) = V.
[(b)] Wir zeigen J(V) = I(V), falls V # @.
Sei zunéchst f € k[Xo,..., X,,] ein homogenes Polynom. Es gilt

fedlV) < V(vg:-:xp) €V flrog:--:12,) =0
= Yz e V\{0}: f(z)=0
— feI).

Wir benutzen hierbei, dass fiir ein f € J(V'), das homogen und nicht konstant
ist, f(0) =0 gilt (falls V # @).
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11 Projektive Varietdten

Es bleibt noch zu zeigen, dass J(V) ein homogenes Ideal ist. Dazu zeigen
wir: Ist f € J(V) mit

d
= Z fi; (fi homogen von Grad 7)

dann gilt f; € 3(V) fiir alle i € {0,...,d}. Da mit einem z € V auch Az € V
fiir alle A € k gilt, haben wir fiir alle x € V:

0= f(z) = f(Az) = Z fi(Ar) = Z N fi@)

Wenn wir das als Polynom in A auffassen, folgt f;(x) = 0 fir alle i, da k
unendlich ist. Also ist f; € J(V) fir alle 3. O

Wir kénnen nun den projektiven Nullstellensatz beweisen.

Beweis von [Proposition 2.6 Sei K ein algebraisch abgeschlossener Koérper und I ein
homogenes Ideal in K[Xj,..., X,,].

[(0)] Sei I # K[Xo,..., X,] und V= QPoI(]) = G([moser) C PH(K). Ist dann
V = @, gilt, nach [Proposition 2.14 (b)l {(0,...,0)} = V = 9g2ff(Jhomosen) —

20°%(T) und damit nach dem|affinen Hilbertschen Nullstellensatz|v/T = J(0*(1)) =

(Xo,..., Xp,). Die umgekehrte Implikation ist klar.

()] Wenn I = K[Xj,..., X,,], stimmt die Aussage. Sei also I # K[X,,..., X,,| und
VI # (Xo,..., X,). Nach@gilt dann GP™I(]) # @, also, nach [Korollar 2.12

und dem |athinen Hilbertschen Nullstellensatz,

IB)) =I(V) =30 (1)) = V1. O
DEFINITION 2.15: Sei V' C P"(k) eine projektive Varietdt. Dann heiftt
k[V] = k:[XO,...,Xn]/j(V)
homogener Koordinatenring. k[V] ist eine graduierte k-Algebra mit Graduierung

k[V]a = F[Xos-. /J V)N E[Xo,..., Xola -

3 Quasi-projektive Varietaten &

DEFINITION 3.1: W C P*(k) heifst quasi-projektive Varietit, wenn W offene Teilmenge
einer projektiven Varietét ist.

BEMERKUNG 3.2: Sei W C P"(k) eine quasi-projektive Varietédt. Dann gilt:
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4. Regulidre Funktionen

(a) Jede offene Teilmenge W C W ist Vereinigung affiner Varietéten, also

/W:UUAmitU,\ngi:{(xO:---:xn)EIP)"(k:)|a:i7§0},
AEA

wobei die Uy offen und die ¢; *(U,) affin als abstrakte Varietiit sind.
(b) W ist quasikompakt.

Beweis: [(a)] Wir identifizieren, via ;, die 4; mit A"(k) und schreiben

=W .

=0

Nun gilt die Aussage fiir die Wy, C A"™(k) nach IBemerkung 5.9 (c)| und
[Beispiel 5.15 (a)| aus [Kapitel 1} da die ©(f) eine Basis der Topologie bilden
und affin als abstrakte Varietéten sind.

[(b)] Sei W = U U, eine offene Uberdeckung. Dann gilt auch

AEA
w=JJunu.

=0 AeA

Nach [Bemerkung 5.9 (b) aus [Kapitel 1 geniigen aber fiir jedes i endlich viele

offene Mengen, also geniigen auch insgesamt endlich viele. 0
4 Regulare Funktionen &
Seien, wie bisher, k ein Korper, n € No, ; = {(x¢ : --- : x,) € P*(k) | x; # 0} und
i A"(k) —— P™(k), (X0, Tiyeury @) —— (T 1 -+ Tiq 2 L Tyyq o0 2 Ty).

BEMERKUNG: Seien F', G homogene Polynome mit deg F' = deg G. Dann ist g wohlde-
finiert auf ®(G) C P (k).

DEFINITION 4.1: Seien W C P"(k) eine quasi-projektive Varietdat und r: W —— k eine
Abbildung.

(a) Wir nennen r reguldr in p € W, wenn es eine offene Umgebung U, C W von
p und homogene Polynome G und H mit deg G = deg H und G(z) # 0 fiir
alle z € U), gibt, so dass

r = — auf U,.

G

(b) Wir nennen r reguldr, wenn r regulér in jedem p € W ist.

BEMERKUNG 4.2: Sei r: W ——k eine Abbildung. Dann ist r genau dann regulér,
wenn 7|y, regular fiir jedes i ist, d.h. r o ] o—1(w) ist regulére Funktion der

quasi-affinen Varietiit ;' (W), definiert wie in [Kapitel 1} [Definition 5.3 (a)|
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11 Projektive Varietdten

Beweis: Sei zunichst 7 reguldr. Dann gibt es fiir jedes p € ;' (W) eine offenes Us,(p)
mit homogenen Polynomen G und H, so dass dort r = % gilt. Dann gilt
Goyi g

wobei g und h die Dehomogenisierungen bzgl. X; von G bzw. H sind, also ist
r o ; regular im Affinen.

Sei nun ¢ € W, ohne Einschrinkung sei ¢ schon in iy, also gibt es p € ' (W)
mit ¢o(p) = ¢. Nach Voraussetzung gibt es g und h, so dass r o ¢y = ¥ auf einer
Umgebung U, von p. Dann ist dort aber schon

D—deg G
G X
- D—deg H’
H X,

wobei D := max{deg G,deg H} und G und H die Homogenisierungen von g bzw.
h sind. Damit ist r reguléar. U

DEFINITION/BEMERKUNG 4.3: Sei W C P"(k) eine quasi-projektive Varietét. Fiir eine
offene Teilmenge U C W definieren wir

Ow(U) :={r: U——k | r ist regulér}.

(a) Ow(U) ist eine k-Algebra.
(b) U+—— Ow(U) ist eine Garbe von k-Algebren (dabei: @ +—— Ow (@) =

{0}).

Satz 5: Sei V C P*(K) eine projektive Varietit. Dann gilt:
(a) V zusammenhingend — Oy (V) = K.

(b) Es sei K|V| = K[Xj,..., X,,]/I(V) der homogene Koordinatenring und F €
K[V] homogen mit deg F' > 1. Dann gilt:

OD(F)) = (K[V]r)o = {% | G € K[V] homogen,deg G = k - deg F'}.

Wir nennen das homogene Lokalisierung.
Beweis: @ Wir definieren eine Abbildung

U (K[V]r)o—— O@(f), o7 (z: G(2) ) .

U ist wohldefiniert und injektiv, denn

Gi(z) _ Ga(2)
Fr(z)  Fm(z)

Ve € D(F) = Gy F™ =Gy F" auf D(F).

20



4. Regulidre Funktionen

Dann ist aber schon (Gy - F™ — Gy - F") - F' = 0 auf ganz V, also % = ?—,i
in (K[V]r)o.

Wir zeigen nun: W ist auch surjektiv.

Sei dazu r € O(D(F)). Falls &; NV # @ ist, nach [Bemerkung 4.2 r o ¢; auf
D(F) N = D(f;) regulér, wobei f; die Dehomogenisierung von F' bzgl. X;
ist. Jetzt sind wir im Affinen und nach [Kapitel 1, [Korollar 5.11 (a), gibt es
dort ein g; € K[Xo,...,ff\i,...,Xn] und k; € Ny, so dass

gi
i

Diesen Ausdruck kénnen wir wieder homogenisieren und eventuell mit einer
X;-Potenz multiplizieren und erhalten so
G;

= —, mit G; € K[X,..., X;;] und e; € Nj.

TOop; =

r

Da D(F) = D(F*) kénnen wir eventuell zu einer Potenz von F iibergehen.
Sei also ohne Einschréankung k; = 1. Also ist

Gs auf D(F) N ;.

"TXEF

Insbesondere gilt XGF = XGjF auf D(F)ND(X;) ND(X;) und damit bereits

GZX;]FX]Xl:G]XleX]XZaufganzV, (*)

denn auferhalb von ®(X;) ND(X;) N D(F) ist der Ausdruck konstant 0.

Da F' homogen mit deg F' > 1 ist, ist F' € (X,..., X,,). Wir finden sogar ein
m € N, so dass F™ € (Xt .., Xe+1) denn es gilt deg F™ = m - deg F,
wir konnen also

o (%) . i .
Fm = Z%(i>Xoo <o X mit 048) +--4aD =m-degF
schreiben und dabei m so grof wahlen, dass

m - deg F' > Z(ei +1).

=0

Es gibt also ein j mit ozj(-i) > e;4+1 und damit wird /" von X ;j i geteilt und
liegt, wie behauptet, in dem Ideal.

Damit liegt £ in (F-X{ ..., F-X¢*1) also finden wir h; € K[Xy,..., X,.],
so dass

Fm+1 — Z hz . F . Xiei—H
=0

ol



11 Projektive Varietdten

o2

gilt. Wir setzen G := Z h;G;X; und mit Hilfe von ()| lasst sich

=0
Xj . Ferl . Gj - ZthiFXiei+1Gj - ZXZ}LZFX;]—‘&G@ — F . G . X;j+1
i=0 i=0
einsehen. Somit gilt, auf ®(F) NLl;, gerade

G G,

Frtl X9 F

= ’l“|gj.

Also ist, nach |Bemerkung 4.2|, \P(%) = r, damit ist ¥ surjektiv und die
Isomorphie ist gezeigt.

@ Ohne Einschrankung geniigt es die Aussage nur fiir irreduzible V' zu zeigen,

denn: Sei i
v=Jv
i=1

die Zerlegung in irreduzible Komponenten. Wenn f € Oy auf jedem V;
konstant ist, so ist es, da V' als zusammenhéngend vorausgesetzt war, schon
auf ganz V' konstant.

Sei also V' irreduzibel. Dann ist J(V') ein Primideal und K[V] nullteilerfrei
und demnach L := Quot(K[V]) ein Korper.

Sei r € Oy (V). Definiere

fir=r

w, € Ov () = (K[V]x,)o-

Also ist f; = )fd mit G; homogen vom Grad d;. Wir konnen nun f; als

1
Element von L auffassen.

fi ist ganz iiber K[V], d.h. f™ + ap 1 f" " + - +ao = 0 mit
a; € K[V]

Dann kénnen wir das némlich mit X% multiplizieren und erhalten
mil . .
G+ a;GIXH ) =,

J=0

Dabei hat G7* Grad d;-m und auch GgXid"(m_j) Grad d;-j+d;(m—j) = d;-m.
Ohne Einschrénkung haben also alle a; Grad 0 und sind damit in K. Damit

ist f; ganz iiber K und da K algebraisch abgeschlossen ist, liegt es somit
schon in K, ist also konstant.

Damit ist auch |y, konstant fiir jedes ¢ und somit auch .
Es bleibt zu zeigen: f; ist ganz tiber K[V].



5. Morphismen

3

Zunéchst sieht man, dass die )f—d alle in L das selbe Element definieren, denn

G; G, , .
G =& X006 Gyxt =0

J

auf ©(X;) N D(X;) und das liegt dicht in V', denn V' ist irreduzibel. Damit
sind die Ausdriicke nach [Kapitel 1} [Bemerkung 5.13 (b), schon auf ganz V'
gleich.

Wir setzen also f := f; in L und zeigen, dass f ganz iiber K[V] ist.
Sei dazu d := dy + - - - + d,,, wobei d; := deg GG;. Wir zeigen noch:
(i) K[V]s- f* € K[V]g ¥Vt € N, denn sind o; € N mit ag + -+ - + o, = d,
so ist
Xg® - Xgm - feK[V]a- f

und sogar in K[V], denn f = ;d’ und es gibt sicherlich ein ¢ mit

7

o; > d;. Damit sehen wir

o a;  Gi o —d;
Xi 'f:Xi .X.di:Xi d'gz‘

und X" i=dig hat gerade Grad oy, insgesamt hat der Ausdruck also
wieder Grad d, wir erhalten also

K[V]a-f C K[V]4

und iterativ K[V].f* C K[V],.
(ii) K[V][f] < X%gi - K[V], denn aus m folgt, dass insbesondere X¢f* €
K|[V], also fiir alle t € N
fe 7 KIV)
Xd '
(iii) Daraus folgt: f ist ganz {iber K[V], denn <13 K[V] ist ein endlich er-
0
zeugter K[V]-Modul und aus Algebra 11 wissen wir, dass dann auch

K[V][f] als Untermodul endlich erzeugt ist und damit f ganz iiber
K[V] ist. O

5 Morphismen &

DEFINITION/BEMERKUNG 5.1: Seien W C P"(k), W’ C P (k) quasi-projektive Varie-
taten.

(a) Eine Abbildung f: W —— W' heilt Morphismus, wenn es zu jedem z € W,
eine offene Umgebung U, C W von z und Polynome Fy,..., F,,, € k[X,..., X,,]
vom gleichen Grad gibt, so dass fiir alle y € U, gilt:

fly) = (Fo(y) -+ Ful(y))
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11 Projektive Varietdten
(b) Betrachte f: P"(k) 2 W —— W' C P™(k). Das liefert eine Abbildung
A™k) D W' Ny Nl —— W' Nl C A™(k).
Jetzt gilt: f ist genau dann ein Morphismus, wenn fiir alle ¢, j mit

Uij = fﬁl(W, ﬂil]) ﬂLl, 7& 107}

die Abbildung f|v,, : Ujj —— W'N4U; ein Morphismus von quasi-affinen Va-
rietdten ist (siehe [Definition/Bemerkung 5.14| in [Kapitel I)).

(c) Morphismen W —— Al(k) entsprechen bijektiv den reguliren Funktionen.

(d) Morphismen sind stetig.

(e) Die quasi-projektiven Varietdten bilden mit den Morphismen eine Kategorie.
Diese heildt Vary,.

Beweis: [(b)] Sei zunéchst f ein Morphismus. Dann kann man f lokal schreiben als (ohne
Einschrankung: i = 0)

fl@)y=(Fo(l:ixy:-ovimy) s Bz oot xy))

) e () — folx)  fima(x) fin(x)  fulx)
= hte) s o) = (55 P B )

wobei f; die Dehomogenisierung von Fj nach X, bezeichnet.

Fiir die Riickrichtung weif man, dass, nach |Definition/Bemerkung 5.14 (d)}
f auf U;; gegeben ist durch

wobei r; = % Wir setzen z = (y; : -+ 191 : Ly -+ 1 yp). Damit:
(1. h® _fm(y>)
o= (e
=(Gy(z) -~ Gm(2) X5 Fi(2) X5 -t Fo(2)X§™)

wobei F; und G; die Homogenisierungen von f; bzw. g; bzgl. X, sind und
die e; so gewihlt seien, dass am Ende alle Polynome denselben Grad haben.

Zu zeigen:
{f: W—— iy C P (k) | f ist Morphismus} «—— O(W).

Wir identifizieren Ly mit k durch die Bijektion W: (zg : z1) —— & € k. Als
Zuordnung findet sich dann

f——r=Vof r——f=U"lor
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5. Morphismen

Auferdem sehen wir: Ist f ein Morphismus, so gilt lokal: f(z) = (F(2) :
G(2)). Also gilt lokal:

also ist r regulér.
G(2)

o) Damit haben wir

Ist umgekehrt r regulér, so gilt lokal: r(z) =

flz) =07 (r(2)) = (1, W) = (F(2) : G(2))

und f ist ein Morphismus.
@ ZEIGE: Jeder Morphismus f: W —— W’ ist stetig.
IDEE: Fiihre Stetigkeit zuriick auf die affine Situation. Wir wissen, es gilt:

CJLLL-:]P’", Guj:]}»m und f:P"DW —— W' C P™.

=0 i=0

Betrachte also

fij:f

vi; Ui =W NNy —— W NY; = ijguj ~ A"

Nach @ sind die f;; Morphismen im affinen Sinn und damit insbesondere
stetig (siehe [Proposition 2.10| und [Kapitel 1, [Bemerkung 4.4]).

Wir zeigen nun, dass U;; offen in W ist: f ist lokal (auf einer offenen Umge-
bung U, von z) gegeben durch

fw) = (Fo(w) : - F(w)).
Also ist
UjNU, ={welU,NnY; | flw) e Y;} ={w e U, N | Fj(w) # 0}

offen. Damit ist aber auch U;; offen.

Insgesamt sehen wir: f ist auf jedem Uj; stetig, und deshalb auch insgesamt
stetig.

ist klar. OJ
[(e)]

KOROLLAR 5.2: (a) Fiir eine Abbildung f: W —— W’ zwischen quasi-projektiven
Varietéaten gilt:

f ist stetig und fiir offenes U C W', g € O(U) gilt:

f ist ein Morphismus <= go feO(f 1))

%)



11 Projektive Varietdten

(b)

Seien W und W5 affine Varietiten. Durch die Einbettungen

Wy CA™(k) —— Uy C P (k)
Wy C A™ (k) —— Uy C P™(k)
kénnen wir sie als quasi-projektive Varietéaten auffassen. Dann ist f: Wj ——

W5 genau dann ein Morphismus im Sinn von [Definition/Bemerkung 5.1}
wenn f auch ein Morphismus im Sinn von [Definition 4.1] aus [Kapitel 1] ist.

Beweis: [(a)] Die Richtung von links nach rechts folgt aus [Definition/Bemerkung 5.1 (d)|

(Stetigkeit), [Definition/Bemerkung 5.1 (c¢)| (regulére Abbildungen entspre-
chen Morphismen nach A') sowie [Definition/Bemerkung 5.1 (e)| (Verkettung
von Morphismen funktioniert).

Zur Riickrichtung: Nach den Voraussetzungen ist f;; stetig und zieht regu-
ldre Funktionen zu regularen Funktionen zuriick. Nach |Proposition 5.12| aus
ist fi; ein Morphismus und nach [Definition/Bemerkung 5.1 (b)|ist
damit auch f ein Morphismus.

@ Aus @ folgt: Ist f ein Morphismus in der projektiven Welt, so ist f stetig

und respektiert die Strukturgarbe. Wieder nach [Proposition 5.12| aus |[Kapi-|
ist f ein Morphismus im affinen Sinn. O

BEISPIEL 5.3: (a) Sei k ein unendlicher Kérper und der Morphismus f wie folgt gege-

26

ben:
FrPEA\{(0:0: 1)} ——P"  (2¢:21:2) — (w0 : 21)

Dann lésst sich f in (0: 0 : 1) nicht stetig fortsetzen.

Denn: Wir nehmen an, es gibe (r:s) # (0 : 0) mit f(0:0:1) = (r : s).
Dann miisste fiir (7: 3) # (r : s) die Menge f~'({(7: 5)}) abgeschlossen in
P? sein.

Aber: f[7H{T:3)}) ={WF:A5: 1) | A€ k\{0}} U{(7:5:0)}. Also:
FHAE N NU —— {07 A5) [ A € R\ {0}} & {(A7,A3) | A € k} = AT

Folglich enthélt {(A7,As) | A € k\ {0}} unendlich viele Elemente und ist
nicht isomorph zum Bild von A! und damit nicht abgeschlossen in A2. Also
kann f nicht stetig auf ganz P? sein.

Sei E = U(Xo X3 — X3 + X, X2) C P*(k). Also gilt:
Enddg = {(1: 2y :29) €Uy | 23— 411 =0} —— {(2,y) € A? | y* = 2°—2}
Weiter ist £\ (ENp) ={(0:0:1)}. Nun lésst sich

frEndy——P'  (20:21:29) —— (20 :71)

auf £ in (0:0: 1) fortsetzen durch
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(o : x1), falls (g : 21 :22) #(0:0: 1),

flzo:xy:x0) = {(93% c w2+ x1mg), falls (w121 i x9) # (1:0:0).

Das ist wohldefiniert, denn fir (zg: 21 :22) ¢ {(0:0:1),(1:0:0)} gilt:
(zo: 1) = (zo(wa+2120) : T1(T34T120)) = (22 : m125+2023) = (22 : T2+2071)

Dabei wurde benutzt, dass der Punkt auf E liegt und z3 + z;79 # 0 sowie
T # 0.
Jetzt erhilt man einen Morphismus F —— P! yom Grad 2.

(c) Betrachte
fiPl—— W i=0(Xo Xy — X7) CP?,  (x0:21) — (70 : 2071 : 27)
f ist ein Isomorphismus mit Umkehrabbildung

(l’o . 5131), Zo 7£ O,

g:m(XOXQ_X%>*>P1, ($02$12I2)}—>
(x1:29), x1#0,

Die Koordinatenringe dazu sind: K[P'] = K[Xy, X;] sowie

KIW] = K[B(XoX; - X3)] = KXo, X1,Xa] /(3. x, - x2)

Wir sehen: K[W] ist nicht faktoriell, denn X;~ = XoXa.
Insbesondere sind K[P'] und K[W] nicht isomorph.
Folglich sind auch die affinen Kegel nicht isomorph, d.h A% und

V(XoXs — X2) C A

sind nicht isomorph.

(d) Sei A = (‘é b

d) mit det(A) # 0. Dann ist die Abbildung

P! —— P!, (xg:21) — (coy + dxg : axy + bxy)

ein Automorphismus des P!.

DEFINITION 5.4: Eine quasi-projektive Varietdt W C P™ heifst affin, wenn W isomorph
zu einer affinen Varietédt in einem A™ —~— §l, C P™ ist.

DEFINITION/BEMERKUNG 5.5: Sei K algebraisch abgeschlossen und W C P*(K) eine
quasi-projektive Varietét.
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11 Projektive Varietdten

(a) Eine rationale Funktion auf W ist eine Aquivalenzklasse von Paaren (U, f),
wobei U offen und dicht in W ist, f € O(U) und

U, )~ (U ) <= floco = flono
(b) Ist W irreduzibel, so ist
K(W) :=Rat(W) :={f: W----- » K| f ist rationale Funktion}

ein Korper. Dieser heifst Funktionenkdrper.

(c) Ist W irreduzibel, so gilt fiir jede dichte, offene, affine Teilmenge U von W:
K(W) = Quot(O(U))
(d) Ist W =V eine irreduzible projektive Varietét, so gilt:
K(V) = Quot"™™**(K[V]) == (K[V],)o

mit S = {f € KI[V] | fist homogen, f # 0}. K(V) ist der homogene

Quotientenkorper, also:
(V)0 = {2 & Quot(K(V) | 1.9 homogen, des = deg g}
Beweis: Sei U C W wie in der Behauptung gegeben. Betrachte

Rat(W) —— Rat(U), [(U,f)] —— [(UNT, flyns))-

Diese Abbildung ist surjektiv, da U dicht in W ist. Auferdem ist sie nach De-
finiton der Aquivalenzrelation auch injektiv. Jetzt folgt aus|Definition /Bemerkung 6.1|

in [Kapiiel

Rat(W) = Rat(U) = Quot(O(U)).

[(b)] Dass K (W) ein Kérper ist, folgt aus [(c)]
@ Die Abbildung

Quotme? (K [V]) —— Rat(V), S — [@(g), T f(z)

g 9()
ist ein Isomorphismus. |

DEFINITION/ BEMERKUNG 5.6: Seien W7, W5 quasi-projektive Varietédten.

(a) Eine rationale Abbildung f: Wy ----- » W, ist eine Aquivalenzklasse von Paa-
ren (U, fu), wobei U C W offen und dicht, fi;: U —— W5 ein Morphismus
ist und

(U, fy) ~ (U, f5) <= folung = Folons
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6. GraBmann-Varietiten

(b) f heift dominant, wenn das Bild in W, fiir einen Représentanten (U, fy)
(und damit fiir alle) dicht ist.

(c) Die Zuordnung W —— K (W) = Rat(W) definiert eine kontravariante Aqui-
valenz von Kategorien.

Varietaten mit dominanten Koérpererweiterungen L/K
rationalen Abbildungen mit K-Algebrenhomomorphismen
Beweis: folgt aus dem Affinen (vgl.|Satz 4]) beziehungsweise|Definition /Bemerkung 5.5,

Denn: Fir ein r: Wy ----- » W5 erhalten wir durch die Wahl eines Repra-
sentanten, affines Uy C W, und affines U; C r~1(U,) € Wi und durch
Einschrianken von r eine Abbildung U; —— Us.

{irreduzible quasi—projektive} { endlich erzeugte }

Jeder Korper wird bis auf Isomorphie getroffen, denn: Aus der affinen Si-
tuation (vgl. wissen wir, dass es fiir jede endliche Kérpererweiterung
L/K eine affine Varietdt U mit K(U) = L gibt.

Fasse nun U als quasi-projektive Varietét auf. Der Funktor aus indu-
ziert ein Isomorphismus auf den Morphismenmengen.

K(Ws) —— K(Wh)

gr———>geor

Nach der Uberlegung zu Beginn des Beweises entsprechen die rationalen
Abbildungen zwischen W; und W5 bijektiv den rationalen Abbildungen zwi-
schen den entsprechenden affinen Varietdten und diese entsprechen nach
Satz 4)den Morphismen zwischen K (Us) und K (U;). Nach|Definition /Bemerkung 5.5|
ist K (Us) isomorph zu K (W3) und genauso ist K(U;) = K(W;). O

6 GralBmann-Varietaten &

Sei G(d,n) :={U C K™ | U ist Untervektorraum vom K" von Dimension d}.
BEISPIEL: e d = 1: G(1,n) entspricht dem P"~!(k).
e d =n: G(n,n) ist einelementig,.
Ziel: Wir wollen versuchen, G(d,n) mit der Struktur einer projektiven Varietit zu
versehen. Dafiir brauchen wir eine ,natiirliche® Einbettung in einen PP (k).

DEFINITION/BEMERKUNG 6.1: Sei 1 <d <n, V = K", /\dV die d-te dufere Potenz
und

P(V) = V\{O}/N , wobel wy ~ wy <= I\ € K™ mit wy = A\wjy.
Dann ist die Abbildung
U: G(d,n) ——PA'V), U= (ug,..,ug) — [ug A Aug

wohldefiniert und injektiv.
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11 Projektive Varietdten

ERINNERUNG: o A’V hat die Basis {e;, A---Ae;, | 1 < iy < --- < ig < n}. Insbesondere
ist dim \YV = ().
e A ist multilinear und alternierend, insbesondere gilt v; A --- A vy = 0, wenn
v; = v; fiir ¢ # j. Genauer:

A+ ANvg=0 <= vy,...,94 sind linear abhangig.

Beweis von |Definition/Bemerkung 6.1: Sei vq,--- ,v, eine Basis von U. Sei vy, -+ ,74
eine andere Basis von U. Dann gibt es

d
v = E CLijUj
=1

mit A := (a;;) € GLg(K). Damit gilt aber

d d
VLA ANUg = Z apjvj N+ A Z aqivj = Z A15(1)Ve(1) /\ N Qdo(d) Vo (d)
j=1 j=1

oESy

d
= (Z(—l)”-Hajg(j)) oA Avg=det A-vp A Ay
j=1

€Sy

(wobei (—1)7 das Signum von ¢ bedeutet), und da det A # 0 ist, sind die beiden
Punkte dquivalent, die Abbildung ist also wohldefiniert.

Fiir die Injektivitat iiberlegen wir uns, dass U ={v € V | v Avy A--- Avg = 0}
ist, wobei vy,...,v4 eine Basis von U ist. Das ist so, denn es gilt:

VAV A ANvg =0 < v,0v1,..., 04 sind linear abhéngig
< v € (vy,...,vq) = U,

da v1,...,v4 als Basis linear unabhéngig sind. O

DEFINITION/BEMERKUNG 6.2: Sei [w] € P(A%(V)). Dann gilt
[w] € Bild¥ <= Fuvy,...,vg € V linear unabhéngig mit w = v; A -+ A vg.

In diesem Fall heifst w total zerlegbar. Insbesondere gilt, wenn w A v; = 0 fiir alle
i € {1,...,d}, fiir die lineare Abbildung

V—bs /\dHV, Ow: V——w A,

dass dim(Kern ¢,,) > d.

LEMMA 6.3: Sei d > 2 und w € A”V. Dann gilt:
(a) veKemg, < Juw e A"V mit w=0vAw,
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6. GraBmann-Varietiten

(b) Seien vy,...,vx € V' linear unabhéngig. Dann gilt:

vy,..., 0 € Kerngp,, <= Elwle/\d_kV mit w=v; A--- Avp Aw'.

(c) dim(Kerny,,) <d,
(d) dim(Kernp,)=d <= w ist total zerlegbar.
Beweis: Die Aussagen[(a)] [(¢) und[(d)|folgen sofort aus|(b)] Es geniigt also das zu zeigen.

Die eine Implikation ist nach Definition von ¢,, sofort klar.

Seien also vy,..., v, € Kern,,. Diese erginzen wir zu einer Basis {e1,...,e,} von
V mit
€1 = U1,..., € = Ug.

Fir w finden wir also

w:Z)\geil/\-~-/\eid.

1<y <-<ig<n
i:(ilf"?id)

Fir j € {1,...,k} gilt dann e; € Kern ¢,,, also:
0=wAeg; :Z/\;eil/\---/\eid/\ej: Z A€y N Nei, Nej
' JEir i}

und das ist eine Linearkombination von linear unabhéngigen Vektoren. Also ist
Ar = 0 fiir die 7 = (iy,...,14), fir die es ein solches j gibt, also wenn {1,...;k} \
{i1,...,iq} # @ gilt. Damit A\; # 0 gelten kann, muss also {1,....,k} C {i1,..., 74}
gelten, also sind nur solche Summanden in unserer Darstellung von w relevant.
Damit haben wir

w = Z)\gel/\---/\ek/\eikﬂ/\---/\eid =(eg A=+ ANeg) A <Z)‘z6ik+1/\“'/\ez‘d)
7 7

und (Z A€y N A eid) liegt in A“™" V, ist also eine geeignete Wahl fiir w’.C]

PROPOSITION 6.4: Das Bild von ¥ ist in P(A?V) abgeschlossen, d.h. Bild ¥ ist eine
projektive Varietét.

Beweis: Wir wéhlen eine Basis B := {ey,...,e,} von V. Dann finden wir
Sa={eyg N Ney, | 1<ip <+ <ig<n}
als zugehdrige Basis von A\ V. Sei wieder, fir w e A*V,
Ow: V—— /\dHV, V—— w A,

und L, := (l;;(w));; die Abbildungsmatrix von ¢,, bzgl. B und S;4;. Auferdem
sind die /;; linear in w.
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11 Projektive Varietdten

Aus [Definition/Bemerkung 6.2/ und [Lemma 6.3| folgt, dass

w € BildV <= dim(Kernp,,) > d <= Rangy, <n—d <= det(l;;(w))r; =0,

fir alle |/| = |J| =n—d+ 1, also alle n — d + 1-Minoren der Matrix 0 sind (d.h.
wenn beliebige n — d + 1 Zeilen bzw. Spalten linear abhéngig sind).

Diese sind homogene Polynome in den Koordinaten von w (bzgl. S;) von Grad
n —d+ 1. Bild ¥ ist Nullstelle von diesen und damit projektive Varietét. 0J
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1l Geometrische Eigenschaften

In diesem Kapitel sei stets K ein algebraisch abgeschlossener Korper.

1 Lokale Ringe zu Punkten &

Gegeben die Strukturgarbe zu einer Varietat wollen wir ,,Funktionskeime* in einem Punkt
betrachten.
DEFINITION 1.1: Sei W eine quasi-projektive Varietdt und p € W.
(a) Es sei
Owyp = {(U,f)|peUCW offen, f € C’)W(U)}/N 7

wobei (Ui, fi) ~ (Us, f2) bedeuten soll, dass es eine offene Menge Us C
Uy NUy mit p € Us gibt, sodass fi|y, = fo|v, gilt. Das ist eine K-Algebra
und heift lokaler Ring von W in p.

(b) Die Elemente in Oy, heifsen Funktionskeime.
Fiir die Aquivalenzklasse eines (U, f) schreiben wir auch f,.

BEISPIEL 1.2: Sei W = A'(K) und z = 0. Wir wissen, dass die nichtleeren offenen
Teilmengen von A!'(K) alle von der Form A'(K) \ {x1,...,x,,} sind und regulire
Funktionen auf einer solchen Menge sind Quotienten von Polynomen % mit g(z) #
0 fiir  # 2y, i = 1,...,n. Also ist Op1(y,0 = K[X](x).

BEMERKUNG 1.3: (a) Die Abbildung

op: Owp—— K, [, = [(U, /)] — fp(p) = f(p),
ist ein wohldefinierter K-Algebrenhomomorphismus und heifft Auswertung.

(b) Ow, ist ein lokaler Ring mit maximalem Ideal

m, = {[(U, f)] € Ow, | f(p) = 0}.

Beuweis: [(a)] Die Wohldefiniertheit folgt direkt aus der Definition der Aquivalenzrelati-
on.

[(b)] Die Abbildung ¢, ist surjektiv, denn die konstanten Abbildungen definieren
Elemente in Oy, und Kern ¢, = m,. Damit gilt Oy,,/m, = K, also ist m,,
ein maximales Ideal. Es bleibt noch zu zeigen, dass es kein weiteres maxi-
males Ideal gibt. Sei dazu I C Oy, ein Ideal mit I € m,. Dann gibt es ein

[(U, )] € I mit [(U, f)] ¢ my, also f(p) # 0. Wir definieren U = D(f) > p
und g = % € Ow(U). Dann gilt [(U, f)] - [(U,g)] = [(U,1)] = 1, also ist
(U, f)] € I invertierbar und damit I = Oy,,. O
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111 Geometrische Eigenschaften

BEMERKUNG 1.4: Die Abbildung

Up: Ow(U) —— Owy,  f—— U, N =1y,

heifst kanonische Keim-Abbildung.

Sei W =Wy U---UW, die Zerlegung von W in irreduzible Komponenten. Wir
wissen: ist U C W offen und p € U, so ist U N W; dicht in W, falls p € W;.

Falls UNW; = @ fiir alle W; mit p ¢ W;, dann ist ¢,: Ow (U) —— Ow,, injektiv.
Denn wenn 1, (f) = 0 ist, gibt es ein offenes U C U mit f|z = 0. Da U dicht in
U ist, gilt flg =0, denn ,,= 0“ ist eine abgeschlossene Bedingung.

PROPOSITION 1.5: Ist V eine affine Varietét, so gilt

Hierbei ist my’ = {f € K[V] | f(p) = 0}.

Beweis: Wir definieren

©: K[V]mg — Oy, g% [(@(g),x M@)]

 ist wohldefiniert: ¢ wird induziert von
Up: Ov(V) = K[V] —— Oy, fr—[(V,z+— f(2))],

denn fiir g ¢ m;/ gilt g(p) # 0, also ist 1,(g) eine Einheit in Oy,

ist injektiv: Sei ¢(£) = 0, dann gibt es ein U C D(g) mit @) — 0 fiir alle
¥ iy 9(z)

€ U. Fir h € K[V] mit p € ®(h) C U gilt dann h(p) # 0, also h € m}". Also
gilt h(x)f(z) =0 fiir alle x € V, also f =0 in K[V],y.
@ ist surjektiv: Sei [(U, f)] € Oy,. Ohne Einschrankung ist

U =29(h) fur ein h € K[V].

Es gilt dann f € Oy (U) = Oy (D(h)) = K[V]p, also ist f = ;% fiir ein g € K[V]
und £k € Ny. Damit ist [(U, f)] = o(;%). O

KOROLLAR 1.6: Sei W eine quasi-projektive Varietdt und x € W. Sei weiter Vo C W
offen und affin mit p € V4. Dann gilt

Owp = Ovyp = K[Volmy -

PROPOSITION 1.7: Seien Wi, W5 quasi-projektive Varietdten. Seien weiter p € Wi,
q € Wy und Ow, , = Oy, 4. Dann gibt es offene Umgebungen U; und U, von p
bzw. ¢ mit U; = Us, d.h. ,der lokale Ring kennt die Umgebung eines Punktes®.

Beweis: Sei ¢: Ow, , —— Ow,,p ein Isomorphismus.
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(1)

1. Lokale Ringe zu Punkten

Wir wéhlen U; offen und affin in W, mit p € U; und so, dass U; nur die
irreduziblen Komponenten von W schneidet, die p enthalten. Entsprechend
wahlen wir ein U, fiir ¢. Wir haben dann

wp @ wq o

O(Uh) — Owrp —~— Oy g — O(Ua).

Wir hétten gerne, dass ¢ o0 1,(O(U;)) C ,(O ( 2)) gilt (sogar ,,=").
Da Uy affin ist, gilt O(U1) = K[Ui]. Seien fi,..., fi Erzeuger von K[Ui]. Wir
betrachten ¢((f1)p),---, ¢((fr)p) in Ow, 4 = K[UQ]mU es ist

q

o((fi)p) = h— mit g;, hi € K[U) und hy; ¢ mU.
Wir wahlen nun eine offene und affine Teilmenge Uy C /U\;m®<h1) N...ND(h,)
mit ¢ € U,y. Es gilt dann % € O(U;) und 9, (%) = p(¢p(fi)). Wir haben
dann ' '

(0 so
O(UI) — OW1 P

O(Usz) C Ow, p-
Insbesondere definiert ein injektiver Homomorphismus
K[U)] = O(U;) —— O(U,) = K|Us]

einen surjektiven Morphismus U — U; von affinen Varietéten.

Wir haben jetzt p € Uy C Wy, g € Uy C W5 und ein kommutatives Diagramm

¥
o e
OW1 P ; OW%Q )
sodass ¢ o ¥, (K[U;]) € K[Us]. Dadurch erhalten wir einen Morphismus

f: Uy —— Uy mit f(q) =

ff=¢: K[U)]— K[Ug] und ff = ¢: Ow, , —— Owyyp. Analog erhalten
wir einen Morphismus g¢: Ul — Uz (es ist ohne Einschrankung U1 C Uy,
Uy, C Uy) mit g(p) = ¢, ¢* = o'+ K[Us] —— K[U] und g8 = 7' Oy g ——
Ow, p-

Wir setzen jetzt f]\l = ﬁ; und /U; = ffl(a) C U,. Wir haben dann Abbil-

dungen . - .
fog: Uy —— Uy, go f:Uy——Us.
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111 Geometrische Eigenschaften

Auf den lokalen Ringen induziert go f die Identitét, also ist go f die Einbet-
tung Uy —— Us,. Analog ist f o g die Einbettung U; —— U;. Daraus folgt

fog(l) STy, also g(Th) € /=" (Th) = U,

und analog f(/U;) C U,. Hier gilt dann fog=idg und go f = idg.
Also sind f und ¢ Isomorphismen. O

BEMERKUNG 1.8: (a) Morphismen von Varietéten induzieren Homomorphismen zwi-
schen den lokalen Ringen: Sei ¢: W; —— W5 ein Morphismus von quasi-
projektiven Varietdten und x € W;. Dann ist

901: Ows () — Ow s (U, f)] —— [(80_1((])7 fo)l,

ein wohldefinierter K-Algebrenhomomorphismus mit (M) € m,.

(b) Es gilt id?. = ido,, und (g2 0 1) = ¢1f o poh. Wir erhalten also einen

X
Funktor von der Kategorie der punktierten quasi-projektiven Varietdaten in

die Kategorie der lokalen Ringe.

2 Dimension von Varietaten &

WUNSCHE:
e dimA" =n
e dimY(XZ,YZ)=2im A3 (,Ebene’)
o dmY(X?+Y?—-27%) =2im A3
o dimY(X?+Y2—-1)=1im A? (,Kreis)
DEFINITION 2.1: Sei X ein topologischer Raum. Dann heifst

dim(X) :=sup{d € Ny | 3 Kette @ # X, C --- C Xy mit X; abg. und irred. in X'}

die Krulldimension von X.

Ab jetzt: Mit Dimension ist stets die Krulldimension gemeint!

BEMERKUNG 2.2: (a) Ist X ein topologischer Raum, Y C X mit Spurtopologie verse-
hen, so ist dim(Y) < dim(X).
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2. Dimension von Varietaten

(b) Ist X = |J X; mit X; abgeschlossene Teilmengen von X, so gilt:
i=1

dim(X) = sup dim(X;).

(2
Beweis: @ Sei @ # yo C --- C yi eine Kette von abgeschlossenen, irreduziblen Teil-
mengen in Y.

Dann ist auch @ # 5y € --- C ¥, Kette von abgeschlossenen, irreduziblen
Teilmengen in X. Denn:

e 7; ist irreduzibel nach Ubungsblatt 2,
e y, =7,NY, day; in Y abgeschlossen ist. Also 7; # ¥i11.
Damit ist dimY < dim X.
@ Nach @ gilt |, >
Wihle Kette @ # Ay € --- C Ai in X von irreduziblen, abgeschlossenen

Teilmengen.

A, = U (AxNX;) und die Irreduzibilitat von Ay impliziert nun Ay = AN X;
fiir ein 4, d.h, Ay, C X,.
Nach @ folgt nun k£ < dim A < dim X; und damit die Behauptung. O
ERINNERUNG 2.3: Sei R ein kommutativer Ring mit 1.
(a) Fiir ein Primideal p C R definiert man die Hohe von o durch

ht p = sup{n € Ny | 3po € - -+ € g, := p Kette von Primidealen}.
(b) Man definiert die Krulldimension von R durch

dim R = sup{ht p | p C R ist Primideal}.

PROPOSITION 2.4: Sei V eine affine Varietdt. Dann ist dim V' = dim K[V].

Beweis: Erinnerung an [Erinnerung/Bemerkung 7.1| aus [Kapitel It

{nichtleere irreduzible Untervarietaten von V'} «—— {Primideale in K[V}

durch W +—— J3(W) bzw. o —— U(p). Diese Zuordnungen sind inklusionsum-
kehrend, also entsprechen aufsteigende Primidealketten absteigenden Ketten von
irreduziblen Varietaten. U

ERINNERUNG 2.5 (aus Algebra I1): Sei K ein Kérper, A eine endlich erzeugte nulltei-
lerfreie K-Algebra. Dann gilt:

e dim K[X;,..., X, ] =n
o Ist ¢: K[Xj,..., X,,] — A surjektiver K-Algebrenhomomorphismus, so gilt:

dim A + ht(Kern(y)) = n.
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111 Geometrische Eigenschaften

e Alle maximalen Primidealketten in A haben dieselbe Lénge. Diese ist dim A.
Insbesondere: Alle maximalen Primideale haben die Hohe dim(A).
e Allgemein gilt: Ist R lokaler Ring mit maximalen Ideal m, so ist ht m = dim R.
Fiir einen beliebigen Ring R gilt: ht m = dim R,,.
KOROLLAR 2.6: (a) dimA™ =n
(b) Ist V irreduzible affine Varietédt im A", so gilt

dimV +htJ3(V) = n.
(c¢) Fir xz € V ist
dim Oy, = dim K[V]y =htm) = dim K[V] = dim V.

PROPOSITION 2.7: Sei W eine quasi-projektive Varietat, x € W, V4 eine affine, offene
Umgebung von x. Dann nennen wir

dim Oy, =: dim, W

lokale Dimension von x in W. Es gilt:

(a) dim Oy, = dim Oy, , = ht m}°

(b) Ist W irreduzibel, so gilt fiir alle z,y € W: dim, W = dim, W = dim W.
Aufserdem: Ist @ # U offen und affin in W, so ist dim U = dim W.

(c) dim, W = dim Oy, = max{dim Z | Z irreduzible Komponente von W,z €
Z}.

Beweis: @ folgt mit |Erinnerung 2.5| direkt aus Ow, = Oy, . = K [VO]mXO‘
@ Wir zeigen zunédchst: dim, W = dim, W Vz,y € W.

Seien Uy, U; offene, affine Umgebungen von x bzw. y. Da W irreduzibel ist,
ist U1 N U2 7A .

Sei z € U; N Us,. Dann folgt mit
dlmx W = dim OVV,I = dim OUl,a: = dim OUl,z
= dim Oy, . = dim Oy, , = dim Oy, = dim, W

Nun zeigen wir: dim W = d := dim Oy, = dim U fiir ein beliebiges, offenes,
affines U # @ in W.

Wir sehen: dimW > d =dimU, da U C W.

Angenommen, es gébe eine Kette {z} = Wy, C Wy C ... € Wy von irredu-
ziblen, abgeschlossenen Teilmengen mit & > d. Dann wéahlen wir U offen und
affin mit « € U und sehen, dass

UnWo={2}CUNWL C---CUNW,CU

eine Kette von abgeschlossen, irreduziblen Teilmengen von U ist, denn W; N U =
W;, da W; irreduzibel ist. Damit wéire d = dim U > k > d, was einen Wider-
spruch ergibt.
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3. Der Tangentialraum

Wir kénnen ohne Einschrankung annehmen, dass W affin ist. Dann folgt mit
[(Erinnerung 2.5}

dim Oy, = dim K[W]w =htm) =sup{k | 0# oo C -+ C g, =m)}

Ohne Einschriankung sei pp minimales Primideal und die Kette maximal.
Also entspricht g einer irreduziblen Kompenente Z mit x € Z. Wieder mit
[Erinnerung 2.5 ist dim Z = k. 0

DEFINITION 2.8: (a) Eine quasi-projektive Varietdt von Dimension 1 heifit Kurve.

(b) Eine quasi-projektive Varietédt von Dimension 2 heifst Fldche.
BEISPIEL 2.9: (a) Nach [Proposition 2.7|ist dim P" = n.
(b) Betrachte eine Hyperfliche U(f) C A"(K) mit f € K[X;,..., X,,], deg f > 1.

Dann gilt: dimU(f) =n — 1.

Denn: Nach [Bemerkung 2.2/ kann man f ohne Einschrankung als irreduzibel
voraussetzen. Damit ist dim U (f) = dim K[V] = n — ht(f).

Angenommen, es gibe ein Primideal p mit 0 C o C (f). Wahle nun h € g
mit minimalem Grad. Da f irreduzibel ist, folgt h € (f).

Folglich: h = A'f und h # f, also ' € p. Aber der Grad von A’ ist kleiner
als der von h—ein Widerspruch!

Insgesamt: ht(f) = 1 und die Behauptung gilt.

(c) Betrachte die Varietdt V = U(XZ,YZ) = U(Z) UB(X,Y) (Ebene mit
senktrechter Gerade durch den 0-Punkt).
Esist U(Z) 2 A?, dhdimY(Z) =2, nd V(X,Y) 2 Al dhdimY(X,Y) =
1.
Nach [Bemerkung 2.2]ist also dim V' = 2.

(d) Esist dimU(X? +Y? — Z?) = 2, da Hyperfliche.

(e) Genauso ist dimU(X? + Y? — 1) = 1, da Hyperfliche.

Die Wiinsche, die zu Beginn des gedukert wurden, sind also er-
fiillt.

3 Der Tangentialraum &

BEISPIEL: (a) Wir betrachten die elliptische Kurve V = G(Y? — X3 + X) und P =
(0,0). Die Tangente an V' in P ist die Y-Achse, also U(X).

(b) Nun betrachten wir den Newton-Knoten V' = 0(Y? — X? + X?). Dann gibt
es in P = (0,0) zwei ,Tangenten“. Aber wie konnte der Tangentialraum
aussehen?

(c) Jetzt die Neilsche Parabel: V' = U(Y?2— X?). Dann ist die X-Achse ,doppelte
Tangente in P = (0,0), aber auch hier ist der Tangentialraum nicht intuitiv
klar.

69



111 Geometrische Eigenschaften

ERINNERUNG 3.1: Sei f € K[X,..., X,,] und p = (p1,..., pn) € K™. Dann haben wir die
Taylor- Entwicklung

1 o ok " i
f_ Z (k + .. kz)'@X 0X f(p)(Xl_pl) "'(Xn_pn)n
a:(kl ..... k‘n) 1 1 n
k;>0

Insbesondere gilt dann:

"0
f=rfp+ Z 8)]; (p) - (X; — pi) + Restterme,

i=1

wobei die Restterme vom Grad mindestens 2 sind, also in m]%, wobei

my, = (Xq — pryee, Xy — Dn)-

DEFINITION 3.2: Sei p € K mit p = (p1,..., pn)-
(a) Fir f € K[Xy,..., X, sei

fzgl) = f) .=

(b) Sei V' C A"(K) eine affine Varietét, p € V und I := J(V). Seien zusétzlich
Z,:= <sz1) | fel)und T, := Ty, =V(Z,) C A"(K).

Dann heifst 7, Tangentialraum an V in p.

BEISPIEL 3.3: Seien f = X2+Y? -1,V =9(f), I = (f) und p = (a,b) € V. Dann ist

of of

(1) — — =

£ 8X< p) - X+8Y( p) Y =2aX + 2bY,

also Z, = (2aX + 2bY) und Ty, = V(Z,) = {(x,y) € K* | bY = —aX}, denn es

gilt

en? =3 20T ) x, 2y aa;()f(p»m S X = HO)

i=1
denn f(p) =0,dape V, und damlt ist Z,, auch nlcht grofer.

BEMERKUNG 3.4: (a) Die Taylor-Entwicklung liefert
f=fp)+ £V — fV(p) + Restterme,

wobei die Restterme in m? liegen.
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3. Der Tangentialraum

(b) Dp(f +9) = (f + )5 = £V + 68" = Dy(f) + Dy(9)

Dp(f-9)=(f-9)8 = fp) 95 +9)- 15" = f(p) - Dylg) + g(p) - Dul(f),
vgl. auch

(c) Sei V C A™(K) eine affine Varietat, I = J(V') = (f1,..., fr) und p € V. Dann

ist
°* I, = <f1(1), 5 r(1)> analog zu [Beispiel 3.3
e Tv, =U(Z,) ein linearer Unterraum von A"(K) = K™

Tvp ={z = (21,...,2,) € A"(K) |Vfel: Z %(p) -x; =0}

= Kern (aa){fj (p)) e

=1
Jj=1,...,n

also der Kern der Jacobi-Matrix.

BEISPIEL 3.5: Damit konnen wir jetzt ganz viele Tangentialraume bestimmen. Sei p =
(0,0).

(a) SeiV =L(Y?—X*+X), dann ist Ty, = V(2-0-Y —3-0*- X +1-X) = V(X).
(b) Sei V =20(Y? — X? + X?), dann ist Ty, = U(0) = A*(K).

(c) Sei V = ‘,U(Y2 X3). Dann ist Ty, = U(0) = A*(K).

(d) Sei V =0(X? — Z?), dann ist

Tvp = T(0) = A*(K) und Tv,01,1) = B2Y —27).

BEMERKUNG 3.6: Sei p: A" O V—— W C A™ ein Morphismus zwischen affinen Va-
rietdten. Dann induziert ¢ in natiirlicher Weise eine K-lineare Abbildung

dpo: V(L) = Tvp —— Twier) = B(Zyw))-

Beweis: Gegeben seien also p: V—— W, [ :=73(V) und J := J(W).
Dann wéhlen wir eine Fortsetzung : A" —— A™ und

B = (Broy ) mit B € K[X1,..., Xo]-

So erhalten wir
P K[Yi,..., Y, — K[X1,..., X,)]
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111 Geometrische Eigenschaften

mit $*(Y;) = @; und $*(J) C I. Wir definieren den K-Algebrenhomomorphismus
a: K[Y1,...,Yy,] — K[X,..., X,)] durch o(Y;) = D, (3" (V7)) = D,(%:) = &Y.

Nun geniigt es a(Z,()) C I, zu zeigen, denn dann induziert o das gewiinschte
d, .
Seien also g € J und g := D,(g) € Zy(p). Dann gilt:

0@ =3 2 (o) - D) Z (Z S olo))- 520

denn g o @ liegt in [. OJ
DEFINITION/BEMERKUNG 3.7: (a) Wir nennen D : Oy, —— K eine Derivation an
p, wenn D K-linear ist und

D(f-g) = g(p)-D(f) + f(p) - D(9).

(b) D ist bereits durch D|,, fiir das maximale Ideal m, = {f | f(p) = 0}
festgelegt denn fiir ¢ konstant ist D(c) = 0, also gilt, fiir beliebiges f € Oy,

= f — f(p) ist in m, und D(f) = D(f).

(c) Sei f € m.. Dann ist D(f) = 0, denn wir konnen, ohne Einschrénkung,
f =g-hmit g,h € m, wihlen und sehen

D(f) = D(gh) = g(p)D(h) + h(p)D(g9) = 0,
da g(p) = h(p) = 0. D definiert also eine lineare Abbildung

[ mp/mg — K

(d) Jedes solche [ kommt von einer Derivation her. Dazu definieren wir

D(fp) = p = fo(p))-

Wir miissen also zeigen, dass D eine Derivation an p ist, also dass:

D(fp - 90) = p(P)D(gp) + 9(P)D([p)
gilt. Dazu verwenden wir, dass (f, — f,(p)) - (9 — 9p(p)) € m?, also

0= [((fp fo(0))(9p — gp(p )))
= [(fpgp — [o(0)gp(p) = [o(P)9p — 9() [ + 2fp(p)gp(p>)

und sehen damit:

W fogp — Fo(0)9n(P)) = L [o(P)gp — Fr(0)9p(P)) + U9p(P) fr — [o(P)9n(P))
= fp(p)D(9p> + gp<p)D(fp)-
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Die Derivationen an p auf Oy, kénnen demnach mit dem Dualraum (m,/m?)" identifi-
ziert werden. Wir erhalten so einen Isomorphismus von K-Vektorrdumen. Genauer:

PROPOSITION 3.8: (a) Jedes a = (ay,..., a,) € A"(K) definiert eine Derivation
Da: OA",p = K[Xl,..., Xn]mp — K,

! — 0X;

1=

(p) - ai = f,(a) = Dy(f)(a),

dabei war m, = (X1 — p1,..., X, — pp) fiir p = (p1,..., Pn)-
(b) Falls a € Ty, = U(Z,), steigt D, zu einer Derivation 7,: Oy, —— K ab, via
des von der Einbettung i: V «——— A" induzierten Morphismus i*: Ogn , —

Ovp.

Beweis: @ Die Derivationseigenschaft kommt von der entsprechenden Eigenschaft der
d

a_)(i.
@ Ohne Einschrankung nehmen wir V' als affin an. Zunéchst gilt fiir alle f €

3(V), dass Du(f) = Dp(f)(a) = 0, da £V € T, und a € Ty,

Sei nun (g)p € Opnp, mit iﬁ((g)p) = 0, das heifit g(p) # 0 und § ist 0 in
Ov,, also gibt es ein h mit h(p) # 0, so dass h - f € J(V). Insbesondere ist
Du(hf) =0und f(p) =0, da 0= (hf)(p) = h(p)f(p). Damit gilt:

0 = Da(hf) = Da(h)f(p) + Dalf)h(p)
und da h(p) # 0, muss schon D,(f) = 0 gelten. Damit ist auch

I\ _9() - Da(f) = f(p) - Dulg) _
P (9) a 9(p)? =0

und damit ist 7, wohldefiniert. O

DEFINITION /PROPOSITION 3.9: Sei V eine affine Varietdt und p = (p1,...,pn) € V.
(a) D,: Oy, —— K induziert einen Vektorraumhomomorphismus

Ta: mp/m}?7 — K,

also ein Element 7, € (m,/ mﬁ)v.
(b) Die Abbildung

ay: Ty, —— (mp/mz)v, at—— T,

ist ein Isomorphismus von Vektorrdumen.

Beweis: [(a)] folgt sofort aus [Definition/Bemerkung 3.7 (¢)] mit [Proposition 3.8 (b)]
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@ Wir definieren die Umkehrabbildung durch

5;0: (mp/mi)vﬁﬁm, [— ([(Xl —pl),...,[(Xn—pn)).

Wir zeigen zuerst, dass 5 wohldefiniert ist, also 5,(l) =: a € Ty, = V(Z,).
Sei dazu f € J(V), also f;” € Z,. Dann gilt nach Definition

= [(“ aa)g (p) - (X; —pi)) = [(m)_

In [Bemerkung 3.4 (a) hatten wir gesehen, dass
1 1 2
f=Fo) = (Y = iV () € my

liegt, wobei hier natiirlich f(p) = 0 ist. In K[V] ist damit sogar f A
(1)
»

p) € m2, also gilt
in ™y /2 st £ — £ (p) = 0,

also ist f{"(a) = 0 und damit ist a € V(T ») = Tvp.

Um einzusehen, dass es sich wirklich um die Umkehrabbildung handelt, er-
innern wir uns daran, dass, fir a = (a4,..., an),

of
« X,

Ta: mp/mlgaf%ppg)() () a; € K

gilt. Damit erhalten wir fiir ﬁp(ap(a)):
X —p1) " 0(X, — pn
BP(TG) = (; 8XZ © A, 72 ) : an)

und da JTPJ) genau dann 1, wenn ¢ = j und ansonsten 0 ist, ergibt das
gerade wieder a.

Nun iiberlegen wir uns noch, dass [ durch

ap(Bp(D) = ap (X1 = p1)yeens (X = i),

nach gleicher Argumentation wie oben, gerade auf die Abbildung

f }—>Dp(f)([(X1 —p1>,~~, [(Xn _pn)) - . ;j?

=1 = 10 (),

(p) - U(X; — pi)
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geschickt wird. In m, /m]% ist aber, wie oben gesehen,
=1 A0
und damit gilt tatsdchlich

ap(Bp(1) = (f ——I(f)) =1,

Bp ist also, wie behauptet, die Umkehrabbildung.

Somit sind die Vektorrdume isomorph. 0

DEFINITION/BEMERKUNG 3.10: Sei V' eine quasi-projektive Varietéat, p € V.

(a)
(b)

(c)

(™, / mg)v heikt (Zariski-) Tangentialraum.
Der Punkt p heifit reguldr (bzw. nicht-singuldr), wenn dim 7Ty, = dim,, V" ist.

Andernfalls heifst p singuldr.

Sei U C A" eine offene und affine Umgebung von p in V und J(U) =
(f1,--y fn). Dann gilt

dfi
p ist reguldr <= Rang (3)]; (X)) ., =n- dim,, V,
j i=1,..., r

Jj=1,..,n

denn nach [Bemerkung 3.4 (c) ist Ty, gerade der Kern dieser Matrix.

Diese Aquivalenz nennt man das Jacobi-Kriterium.

BEISPIEL 3.11: (a) Sei V =U(X?+Y?—Z?) C A% Dann ist dim V' = dim,, V fiir alle

Punkte v € V. Fiir die Jacobi-Matrix gilt:

2
J = 2y
-2z

und nach [Definition/Bemerkung 3.10 (c)|ist p genau dann regulér, wenn

Rang 7 =3—-2=1

gilt. Also ist p = (0,0,0) der einzige singuldre Punkt.
Sei V = U(X?-Y?) =Y((X - Y)(X +Y)) C A3 Anschaulich sind das
zwei Ebenen, die senkrecht aufeinander stehen. Thr Schnitt ist die Z-Achse.
Analog zu @ finden wir
2z
J=|-2
0

und demnach ist hier p genau dann singulér, wenn p = (0,0, z) mit z € K,
also ist die Menge der singuldren Punkte gerade die Z-Achse.
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(c) Sei V. =2(f) C A" eine Hyperflache, also deg f > 1. Dann ist

J, =

o (P)

und p ist genau dann reguldr, wenn RangJ =n — (n — 1) =1, d.h.

o of . of
p ist singulir <= 5’_X1(p) =T oy (p) =0.
4 Der singulare Ort einer Varietat &

DEFINITION 4.1: Sei W quasi-projektive Varietdat. Dann heifst
Sing W = {p € W | p singulér}
der singuldre Ort.
RegW = {p € W | p regulir} = W \ Sing W

heilst reguldrer Ort.
Wenn Sing W leer ist, nennen wir W reguldr oder nicht-singuldr.

DEFINITION/BEMERKUNG 4.2: (a) Ein noetherscher, lokaler Ring R mit maximalem
Ideal m heiRt regulir, wenn dimg m/m? = dim R. Dabei ist k = R/m.

(b) Sei W quasi-projektive Varietit, p € W. Dann gilt:

p ist regulir <= Oy, ist regular.

LEMMA 4.3: Sei (R, m) ein lokaler, noetherscher Ring.
(a) Ist R regulér, so ist R auch nullteilerfrei.
(b) Es gilt: dimm/m? > dim R

Beweis: siehe |Lemma 5.4 und |Proposition 5.5| 0

Satz 6: Set W eine quasi-projektive Varietdt.

(a) Ist p € W, so ist dim Ty, > dim, W und Rang J, < n — dim, W, wobei 7,
die Jacobi-Matrix zu V' in p ist und V. C A" eine offene, affine Umgebung
von p ist.

(b) Sind Wy # Wy irreduzible Komponenten von W, p € Wy N Wsy, dann ist p
singuldr.

(c) Sing W ist abgeschlossen.

(d) Es ist SingW # W.

Beweis: [(a)] folgt aus [Lemma 4.3 (b)] sowie Ty, = Kern J,.
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@ Da wir eine lokale Eigenschaft untersuchen, kénnen wir ohne Einschrénkung
W als affin annehmen. Sei nun p € W; N Ws.

Dann ist m)” 2 J(W1), I(Ws) in K[W].

Sind Wy, Wy irreduzible Komponenten, so sind J(W;), 3(W3) minimale Prim-
ideale. Folglich sind die Bilder von J(W;) und J(W5) minimale Primideale
in Ow,, bzw. K [W]mg‘/ und verschieden (vgl. Aufgabe 2, Ubungsblatt 6).

Damit ist (0) kein Primideal in Oy,. Also ist Oy, nicht nullteilerfrei und
nach [Lemma 4.3 (a)|ist Oy, nicht regulér.

Sei W =W U---UW, die Zerlegung in irreduzible Komponenten.
Ist p e W; und p ¢ W; fiir j # i, so ist p genau dann singulér in W, wenn p
singular in W N W, ist.
Denn: Ist p € W; N W; (i # j), so ist p € Sing W und damit

k
Sing W = ) Sing W; U (W n ).
i=1 j#i
Da |J(W; N W;) abgeschlossen ist, geniigt es die Aussage fiir irreduzible
J#
Varietaten zu zeigen.

Sei also W irreduzibel und affin. Dann gilt:
SingW ={pe W |Rang J, <n—dimW} ={p e W | det M, = 0VM,},

wobei die M, die (n —dim W) x (n — dim W)-Minoren von J, sind. Diese
Menge ist abgeschlossen.

@ Ist W = WiU- - -UW} die Zerlegung in irreduzible Komponenten und Reg W;
nicht leer, so ist Reg W; dicht in W;.
Also gibt es p € W;, so dass p ¢ W;, fiir alle ¢ # j. Damit ist p € Reg W und
man kann ohne Einschrankung annehmen, dass W irreduzibel ist.

Sei jetzt also V' = W affin und irreduzibel. Betrachte zuerst den Spezial-
fall, dass W = V = U(f) eine Hyperflache ist, wobei f € K[Xj,..., X,]

quadratfrei sein soll.

Nach gilt:

0 )
Sing V' = {pGV‘ a)“g(p)z---z 8;;(19):0}

Wire Sing V' =V, dann wére aa—j; eJV)={(f) firi=1,..,n.

Hat K Charakteristik 0, so muss f bereits konstant sein.

Hat K Charakteristik p, so muss jeder Exponent, der auftritt, bereits durch
p teilbar sein. Also ist f = ¢? fiir ein g € K[X},..., X,,], was im Widerspruch
zur Quadratfreiheit von f steht.
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Nun der allgemeine Fall:

Nach gibt es eine offene, dichte Teilmenge U C V, die via ¢
isomorph zu einer offenen, dichten Teilmenge U’ in einer Hyperflache U( f)
ist.

Nach dem Spezialfall ist RegU(f) # @. Damit ist U’ N RegU(f) # <, da
U’ dicht ist und RegU(f) offen ist. Sei p’ € U’ N RegV(f).

Dann ist p’ regulér, d.h. Oy ist regulér. Also ist auch ¢(p’) € U regulér,
da Oy, regulér ist. O

LEMMA 4.4: Jede irreduzible quasi-projektive Varietdt W von Dimension d ist biratio-

nal dquivalent zu einer Hyperfliche im A% (K).

ERINNERUNG: (a) Sei A eine nullteilerfreie, endlich erzeugte K-Algebra.

e Die Noethernormalisierung impliziert, dass A ganz iiber dem Polynom-
ring K[Xy,..., Xg4] ist.

e Die Dimension bleibt unter ganzen Ringerweiterungen erhalten. Also
gilt d = dim A und der Transzendenzgrad von Quot A/K = d = dim A.

Damit gilt fiir eine irreduzible Varietdt V' die Formel trdeg K(V) =
dim V.

(b) Sei L/K(Xj,..., X4) endliche Kérpererweiterung, F := K(Xq,..., X4).
Hat K Charakteristik 0, so ist L/K separabel, d.h. L = F(«) fiir ein o € L
nach dem Satz vom primitiven Element.

Hat K Charakteristik p, so impliziert die algebraische Abgeschlossenheit
von K, dass L/K separabel erzeugt ist, d.h. es gibt eine Transzendenzbasis
{X1,.., X4}, so dass L/K(Xj,..., Xy) separabel ist (siehe Bosch, Abschnitt
7.3, Satz 7).

Im Folgenden sei eine Transzendenzbasis mit dieser Eigenschaft gewéhlt.

Beweis von [Lemma 4.4]: Seien L = K(W) und {Xj,..., X4} eine Transzendenzbasis wie
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in [(D)l Also gibt es ein primitives Element y € L = K(W) von L/K(X;,..., Xq),
d.h.
L=K(Xi,.,Xaqy) = K(X1,..., Xa)y].

Seip(Y) =Y"+a, Y"1+ -+a¢ das Minimalpolynom von y iiber K(Xj,..., X;)
und ap =: % mit fzagz € K[Xl,...,Xd].

Dann setzen wir g := kgV(go,..., gn—1) und damit

hi=gY" +ga, Y"1 4+ - +gag € K[X1,..., Xq,Y],
denn die ga; sind bereits in K[X7,..., X4].
Nun definieren wir H := U(h) C A"l und sehen, dass

K(H) = Quot (K[X1s XaY] /(1)) = L = K(W).

Also gibt es, nach [Satz 4] und |Definition/Bemerkung 5.6 (c)| eine birationale
Abbildung H ----- > W. OJ




5. Regulidre Ringe und Krullscher Hohensatz

5 Regulare Ringe und Krullscher Hohensatz &2

Ziel: Sei I = (fi,...,fr), ht I :={infhtp | p D I, p ist Primideal}.
Was kann man dber ht I sagen?
BEMERKUNG: Ein Primideal p heifft minimales Primoberideal von einem Ideal I, wenn
© 2 I und p minimal mit dieser Eigenschaft ist.
Zorns Lemma zeigt, dass es zu jedem x € R\ R* ein minimales Primoberideal
von (x) gibt.
(a) (Krullsches Hauptideallemma, vgl. Brodmann 111.10.15)
Ist R ein noetherscher Ring, z € R\ R* und g ein minimales Primoberideal
von (z), dann gilt ht p < 1.
(b) Jeder noetherscher Ring hat nur endlich viele minimale Primideale (vgl. auch
Satz 1, Brodmann 11, 9.17 (iii)).
(c) (Primidealvermeidungslemma, vgl. Brodmann 111.11.10)
Sind @1,..., pn, Primideale in R und I, J Ideale, mit I € @; und I ¢ J, dann
gilt auch I € JU @1 -+ U @,.
LEMMA 5.1: Sei R noethersch, ¢ € SpecR, x € ¢, htq > [ > 1. Dann existiert eine
Primidealkette
TEPS SR =4

Beweis: Wir machen vollstandige Induktion tiber I:
Fiir [ = 1 wéhlen wir g, = ¢.
Sei nun [ > 2. Da htg > [ gilt, gibt es eine Primidealkette gy C --- C ¢, := q.
Ist © € p;_1, so kann man die Induktionsvoraussetzung anwenden und erhélt die
Behauptung.

Ab jetzt sei also x ¢ ;1. Dann ist I := () + g2 C ¢. Sei s ein minimales
Primoberideal von I mit [ C s C q.

Es gilt o1 2 C 1 S ¢, also 0 C g1 € 7 in R/p;_» und damit ist ht§ > 2, und
somit ist, nach dem [Krullschen Hauptideallemmal, § kein minimales Oberprimide-
al von (7). Damit ist aber auch ¢ kein minimales Primoberideal von (z)+¢; o = I,
also ist s # q.

Nun kénnen wir also die Induktionsvoraussetzung auf s anwenden, es gibt somit
eine Primidealkette v € ¢ C --- C g, in s. Wenn wir diese durch ¢ um 1
verlangern, sind wir fertig. O

KOROLLAR 5.2: Sei (R, m) ein lokaler, noetherscher Ring und # € m. Dann ist
dim R/(x) > dim R — 1.
Vermeidet = die Primideale p; von R, d.h gilt x ¢ g, fiir alle minimalen Primo-

berideale @;, dann gilt dim R/(z) = R — 1.

79



111 Geometrische Eigenschaften

PROPOSITION 5.3: (Krullscher Hohensatz) Sei R ein noetherscher Ring, I = (z1,..., xx)
ein echtes Ideal in R. Dann gilt: ht p < £ fiir jedes minimale Primoberideal von
I. Insbesondere ist ht I < k.

Bewers: Wir machen Induktion iiber k:
Der Fall k£ =1 folgt aus dem [Krullschen Hauptideallemmal),

Sei also k& > 2: Sei p ein minimales Primoberideal von I und g C --- C @, :=
eine Primidealkette.

Nach finden wir eine Primidealkette mit x, € o € -+ € @), == p.
In R/(zy) gilt nun @) C --- C ¢, = p und P ist ein minimales Primoberideal
von I = (77,...,Tx_1). Mit der Induktionsvoraussetzung folgt nun:

l—1<htp<k-1

Also ist [ < k und das zeigt die Behauptung. O
LEMMA 5.4: Sei (R, m) ein noetherscher, lokaler Ring und £ = R/m.
(a) Fir my,...,m, € m gilt:

{my,...,m,} ist minimales

<~ {my,...,m, | ist Basis von M/iu2 .
Erzeugendensystem von m ..., T} /m

(b) Alle minimalen Erzeugendensysteme von m haben dieselbe Anzahl: dimy, m/m?.
(c) Es ist dimj m/m? > dim R.

Beweis: [(a)] Sei zuerst (my,...,m,) = m. Betrachte die Projektionen
WllR%k:R/m, Ty: M—— m/mQ.

Dann ist 7m; := 71 (r)ma(m) wohldefiniert und {my,..., 7, } ist ein Erzeugen-
densystem von m/m?. Da m/m? ein k-Vektorraum ist, ist {my,..., 7, } also —
wie gewiinscht — eine Basis.

Sei jetzt (my,...,m,) = m/m?. Definiere N = (my,...,m,). Dann ist m =
N +m? und damit N = m nach dem Nakayama-Lemma aus Algebra 2.

@ folgt aus @

Da R lokal ist, folgt dim R = ht m. Auferdem folgt, mit [Proposition 5.3| und

P

ht m < [{minimales Erzeugendensystem von m}| = dim; M/in2. O

PROPOSITION 5.5: Ist (R, m) regulér, so ist R auch nullteilerfrei.

Beweis: Erinnerung aus [Definition/Bemerkung 4.2

(R, m) ist regulér <= dim; M/pu2 = dim R
<= m kann durch dim R viele Elemente erzeugt werden.
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Wir beweisen die Aussage nun via Induktion iiber d := dim R = dimj, m/m?.

Ist d = 0, so kann m von 0 Elementen erzeugt werden, d.h. m = {0} und damit
ist R ein Korper.

Sei nun d > 1 und gy,..., p, die minimalen Primideale von R (das sind nur endlich
viele, vgl. die Bemerkung zu Beginn des Abschnitts.)

Da dimR = d > 0 ist, kann m nicht minimal sein. Also ist m ¢ ¢; fiir alle
i =1,..,r. Auferdem gilt: m ¢ m?, da dimj, m/m? > 0.

Mit dem [Primidealvermeidungslemmalist folglich m € m?* U p; U -+ U p,.

Wihle nun x € m\ (m*U g, ---Ugp,) und ergénze T zu einer Basis {7, 73, -+ , T4}
von m/m?.

m: R—— R/(x) bezeichne die kanonische Projektion. Nach gilt
dim R /() =d 1.
Ferner gilt fiir das maximale Ideal 7(m) in R/(z), nach
dimy, W(m)/ﬂ(m)Q < |{ Erzeuger von m(m)}| < d — 1.

Auch ist dimy w(m)/7(m)? > dim R/(x), wieder nach [Lemma 5.4,

Also gilt oben Gleichheit, d.h. R/(z) ist reguldr. Nach Induktionsvorrausetzung
ist damit R/(z) nullteilerfrei, d.h. (z) ist Primideal in R.

Damit gibt es ein g; mit (z) 2 @;. Sei nun b € p;. Also ist b = a -z mit a € R.
Da g; Primideal und x ¢ g, ist, muss a € p; gelten. Also ist

©; = @;x und damit p; = p;m.

Nun liefert das Nakayama-Lemma gp; = 0, d.h R ist nullteilerfrei. UJ
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Iv Nicht-singulare Kurven

1 Divisoren &

Sei C immer eine regulére, projektive, zusammenhédngende Kurve iiber einem algebraisch
abgeschlossenen Korper K.
Ziel: Wir mdochten die Divisorengruppe basteln und damit das Geschlecht definieren.

DEFINITION 1.1: (a) Ein Divisor auf C ist eine formale Summe

k

i=1
mit £ € N, n; € Z und P, € C. Die Menge
DivC :={D | D ist Divisor auf C}

ist mit ,,+* die freie abelsche Gruppe iiber C. Sie heilst Divisorengruppe.
k k

(b) Fir D = an‘Pz‘ € DivC heifst deg D := an der Grad von D.
i=1 i=1
deg: DivC —— Z ist also ein Gruppenhomomorphismus.
(¢) D = > n;P; heilt effektiv, wenn alle n; > 0 sind. Wir schreiben dann D > 0.

BEMERKUNG 1.2: (a) Divisoren konnen allgemein auch fiir irreduzible Varietaten ho-
herer Dimension definiert werden, also als endliche Summen von , Primdivi-
soren”, d.h. irreduzible Untervarietiten von Kodimension 1.

(b) Im Spezialfall Kurven gilt fiir die zugehorigen lokalen Ringe: Oc p ist ein
noetherscher lokaler Ring von Dimension 1 und dimg mp/m% = 1. Nach
Algebra 11 gilt also:

e (Oc p,mp) ist ein diskreter Bewertungsring.
e (Oc p,mp) ist ein Hauptidealring.
e Fiir alle 7 € Oc p \ {0} gibt es u € Og p und n € Ny, so dass z = ut",

wobei t ein Erzeuger von mp ist. So ein ¢ nennen wir auch Uniformi-
sierende.

o vp: K(C)* —Z, 5 ——nq — ng, wobei f = ut™ und g = ust™?, ist
eine diskrete Bewertung.
DEFINITION/BEMERKUNG 1.3: Sei f € K(C)*. Dann gilt:
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(a) ordp f := vp(f), mit vp wie in [Bemerkung 1.2 (b)} heikt Ordnung von f in
P.

(b) div f := Zordp(f) - P heilt Divisor zu f.
pPeC
(¢) Wir nennen D € DivC Hauptdivisor, wenn es f € K(C)* gibt, so dass
D =div f.
(d) Die Hauptdivisoren bilden eine Untergruppe Divy C von DivC.
(e) cr(C) := Div C/DjVHC heifst Divisorenklassengruppe.
(f) D, D’ € DivC heifen linear dquivalent, wenn D — D" € Divy C liegt.
In dem Fall schreiben wir D ~ D’ oder D = D’.

Beweis: @ Wir miissen noch zeigen, dass die Summe wirklich endlich ist. Da f # 0
gilt:

ordp f # 0 <= ordp f > 0 oder —Ol"dpf:OI’dP%>0
<= P € %U(f) oder P € U(3).

Aber U(f) und Q](%) sind abgeschlossene echte Teilmenge einer Varietét
von Dimension 1 und damit endlich. Damit gibt es auch nur endlich viele
Summanden, die nicht 0 sind.
[(d)] Es gilt div(f - g) = div f + div g, div(1l) = 0 und div% = —div f, da vp ein
Gruppenhomomorphismus ist. O
BEISPIEL 1.4: Sei C = P!. Dann kénnen wir f € K(C)* als

f=5—
H(X —b;)

schreiben und sehen, dass dann fiir a € C \ {00}

ord, f =|{i € {1,...,n} | a; = a}| — {7 € {1,...,m} | bj = a}|

gilt. Den Punkt a = oo fassen wir als (0 : 1) auf und setzen ihn in das homogeni-

sierte Polynom
n

[(x - aixo) Xy
H(f) =7 :

wobei M := max{m,n} ist, ein und sehen damit, dass

ordee f=(M —n) — (M —m) =m —n.
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Insgesamt sehen wir also:

deg(divf):Zordaf:|{a|Eli:a:ai}|—|{a|E|j:a:bj}|+m—n
a€P!
=n—m+m-—n=0.

Umgekehrt kann zu jedem Divisor D von Grad 0 so ein f gefunden werden, mit
dem D = div f ist. Wir erhalten also:

Divg P! = {D € DivP' | deg D = 0} = Kern(deg).

Also ist ¢/ (P') = Bild(deg) = Z.
DEFINITION/ BEMERKUNG 1.5: Sei f € K(C)* und P € C.
(a) ordp f =0 < f € Of <= fistin P definiert und f(P) # 0.
(b) ordp f >0 <= femp C O¢p,dh. fistin P definiert und f(P) = 0.
(¢) ordp f <0 <= f kann nicht in P fortgesetzt werden, also ist % in P defi-
niert und es gilt %(P) = 0.
In diesem Fall heift P Polstelle.

(d) Sei t die Uniformisierende, also mp = (t). Dann gibt es ein u € OF, so dass

f=utr s,

PROPOSITION 1.6: Sei C eine regulire Kurve (nicht notwendigerweise projektiv), P € C,
sowie X eine projektive Varietdt und f: C \ {P} —— X ein Morphismus. Dann
existiert ein Morphismus

f:C—X, fleyr = f,

der f fortsetzt.

Beweis: Sei X C P™. Dann ist, ohne Einschrankung, X ¢ U(X;) fiir alle i € {0,...,n},
denn ansonsten wahlen wir n einfach kleiner.

Sei Y; = P" \ Y(X;). Dann gilt fir U := ﬂLLL-, dass

1=0

ist und, da offen, damit dicht in C liegt, da f als Morphismus stetig ist.

Sei aukerdem h;; = 7t o f. Dann ist hy; eine reguldre Funktion auf W \ {P}.

Insbesondere definiert jedes h;; ein Element im Funktionenkorper, wir kénnen
also h;; € K(C)* auffassen.
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Sei r; := ordp h,g. Wéahle k& mit r;, minimal. Dann ist

hio
hio

ord,(h;;) = ord, ( ) =r,—r,>0

und nach [Definition /Bemerkung 1.5|liegt P somit im Definitionsbereich von Ay,
d.h. es gibt eine Umgebung W von P mit h; € O

Insbesondere ist auf W, nach gleicher Argumentation, ordp hgr = 0, also hyx(P) #
0.

Nun definieren wir f durch

(hor(p) : -+ - huk(p)), = =p.
Dann ist f ein Morphismus, denn fiir € W gilt

) = () - £s) = (00 P)a) 1+ (00 ) o)
— ((i—g of)(x) Ce (i—: of)($)) = (hOk(f) C hnk(f))

Damit ist aber auch f(p) € X, denn ist X ist abgeschlossen. O

Damit gilt auch:

KOROLLAR 1.7: Jede rationale Abbildung C —— X fiir eine projektive Varietdt X ldsst
sich zu einem Morphismus von C nach X fortsetzen.

KOROLLAR 1.8: Sind zwei zusammenhéngende reguldre projektive Kurven C; und Cs
birational dquivalent, so sind sie bereits isomorph.

Beweis: Seien Wy: Cq ----- »Cy und Wq: Coy----- »Cy mit Wy o Wy = id und ¥y 0 ¥y = id.

Dann lassen diese sich nach [Korollar 1.7 zu Wy, baw. \If_ifort_setzen. Damit gilt,
jeweils auf einer dichten Teilmenge, Wi o ¥y = id und ¥, o ¥; = id und damit,
da die Kurven zusammenhéngend sind, schon jeweils auf der ganzen Kurve. [J

2 Verzweigungsindizes &

In diesem Abschnitt seien C; und C, regulére projektive zusammenhéngende Kurven und

f: Cy — C5 ein surjektiver Morphismus.

DEFINITION/ BEMERKUNG 2.1: (a) Sei Q € Cy, P € f~!(Q) und ¢t Uniformisierende
in @, also mg = (). Dann heift

ep:=ep(f):=ordp(to f) =vp(tof)

Verzweigungsgrad von f in P.

(b) Wir definieren einen Gruppenhomomorphismus f*: DivCy —— Div C; durch

Q—— Y ep-P
Pef~4Q)
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(c) Esgilt f*(divg) =div(go f).
(d) f* steigt zu einem Homomorphismus von ¢/ (Cs) nach Cf(C;) ab.

Beweis: @ Wir zeigen, dass ep nicht von der Wahl von ¢ abhédngt: Sei dazu ' = ut
mit u € OCX2 auch Uniformisierende. Dann gilt

ordp(t' o f) = ordp((uo f)- (to f)) =0+ ordp(to f),

da mit v auch u o f eine Einheit ist.

[(b)] Die Summe ist endlich, denn f~!(Q) ist eine abgeschlossene echte Teilmenge
von C; und damit endlich.

Es gilt, nach Definition,

frdivg) =D ordp(g) - f*(P) = Y ordplg) Y eo(f)-Q

PeCsy PeCy Qef~1(P)

und

div(go f Zorngo : Z Z ordg(go f) - Q,

QeC, PeCs Qef-1(P)

da C; gerade die Vereinigung der Urbilder von f ist. Es geniigt also zu zeigen,
dass fiir P € Co und Q € f~1(P)

ordg(g o f) = ordp(g) - eq(f)

ist. Es sei also ¢ := ordg(g o f). Dann finden wir eine Uniformisierende
tq € Oc, @ und uy € Of ), so dass go f = uy - t§,. Genauso finden wir
fir r := ordp(g) eine Uniformisierende tp und us € O¢, p mit g = uy - th.
Auferdem haben wir s := eq(f) = ordg(tpo f), also uz € Op, o mit tpo f =
ug - t5. Nun gilt, mit Hilfe des Einsetzungshomomorphismus,

woty=go s =(u-tp)of= (mor): (tro sy
:(ugof).(u3.tsQ)T:(u2of),ug.t"5‘

Da aber auch uy o f und wj Einheiten in O, o sind, haben die Ausdriicke
die selbe Bewertung und damit ist ¢ = rs, wie behauptet.

@ folgt aus , da Hauptdivisoren auf Hauptdivisoren abgebildet werden. [
BEISPIEL 2.2: Sei K = C, C =P!(C) und f: X —— X3.
o Fiir P=0ist t = X, also t o f = X3 und damit ey = ordg(t o f) = 3.

o Fiir P =a € C*ist t = X —a® und damit, mit einer dritten Einheitswurzel

¢,
eq = ord,(X? — a®) = ord, ((X — a)(X — (a)(X — (%a)) =1,

da nur (X — a) keine Einheit ist.
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o Flir P=oc0istt = % und damit ist

Coo = ordoo(%) =3 = —ordy f.

DEFINITION 2.3: So ein Morphismus f induziert f*: K(Cy) —— K(C;), wir konnen
also K (Cy) als Korpererweiterung von K (Cy) auffassen. Wir definieren

deg f:= [K(C1) : K(Ca)]-

BEMERKUNG: Da trdegy (C;) = trdeg, (C2) = 1 ist diese Kérpererweiterung algebraisch.

Satz 7: Seien C; und Cy zusammenhdngende requldre projektive Kurven und f: C; —
Cy ein surjektiver Morphismus, dann gilt:

(a) Fir Q € Cy ist Z ep(f) =mn :=deg(f).
Pef~HQ)
(b) Fir jeden Divisor D auf Cy gilt deg(f*D) = deg(D) - deg(f).
BEMERKUNG: Die Aussage @ folgt direkt aus @ denn sei D := ) n;P;, dann ist

deg(f*D) deg(an Z epP>:Zni Z ep = deg(D) deg(f).

= Pef=1(F;) =1 Pef~}(F)
Der von @ kommt spéter.
KOROLLAR 2.4: Sei C eine projektive, zusammenhéngende, regulédre Kurve. Dann gilt:
(a) Alle Hauptdivisoren auf C haben Grad 0.
(b) Die Abbildung deg: ¢f(C) —— Z, [D] —— deg D ist wohldefiniert.

Beweis: @ Sei f € K(C)*. Dann lésst f sich nach |[Korollar 1.7|zu einem Morphismus
von C nach P! fortsetzen. Dann gilt

deg(div f) = Zordp Z ordp(f) + Z ordp(f),
peC Pef=1(0) Pef~1(o0)
da nur Null- und Polstellen von 0 verschiedene Ordnung haben.

Wie in :Beispiel 2.2l wahlen wir ¢ = X als Uniformisierende in 0 und ¢ = %
als Uniformisierende in co. Damit ist, fiir P € f~1(0),

ep = ordp(X o f) = ordp(f)

und, fiir P € f~!(c0),
ep = ordp( o f) = ordp( ) = —ordp(f).
Insgesamt erhalten wir so, nach [Definition von f*|und mit Hilfe von|Satz 7 (b)),

deg(f) :Z ep —Z ep = deg(f*(0 — 00)) = deg(f) - deg(0 — o0) =0,

Pef=1(0) Pef~'(o0)

wobei 0 bzw. oo die Divisoren sind, bei denen ng = 1 bzw. n,, = 1 und alle
anderen np = 0 sind.
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[(b)] folgt sofort aus [(a)] mit [Definition/Bemerkung 1.3 (e)] O

ERINNERUNG: Aus Algebra 11 wissen wir, dass fiir einen nullteilerfreien Ring R, der kein
Korper ist, gilt:

R ist ein Dedekindring <= R ist eindimensional und normal

Fiir jedes Primideal p # 0 ist R,,
ein diskreter Bewertungsring.

BEMERKUNG 2.5 (ohne Beweis): Sei C eine affine Varietit. Dann ist C genau dann eine
zusammenhéngende regulidre Kurve, wenn K[C] ein Dedekindring ist.

BEMERKUNG 2.6: Sei V irreduzible projektive Varietit in P".

(a) Sind Py,..., Pyy1 endlich viele Punkte, so liegen sie in einer offenen, affinen
Teilmenge U von V.

(b) Es gibt ein v € K(V) mit v ¢ Ony1,v € O; fiir i € {1,..., N}.
Beweis: [(a)] Nach LA gibt es ein lineares F' € K[Xj,..., X,,] mit F(FP;) # 0 (Vi).
Nach Koordinatenwechsel ist F' = Xy und $y = P" \ G (F). Also sind

Pla---aPN-i-l eU .= L[Q nv

und dies ist eine affine Varietat.
[(b)] Sei U wie in [(a)] mit Pi,..., Py11 € U. Wihle h € O(U) = K[U] mit

h(Pl),..., h(PN) 7& 0 und h(PN—H) =0.

Das geht nach dem [Primidealvermeidungslemmal Nun erfiillt v := § das
Gewiinschte. ([l

LEMMA 2.7: Sei f: C; — Cy ein surjektiver Morphismus zwischen projektiven regu-
laren zusammenhéngenden Kurven. Dann gilt:

Wenn V' C C; offen und affin ist, dann ist f~'(V) offen und affin in C;.

Beweis: (1) Zuerst konstruieren wir ein potentielles f~1(V') =: V. Dazu betrachten wir

Bi=K[V] —— K(Cy) —— K(C))

und bezeichnen den ganzen Abschluss von B in K[C;] mit A. Aus Algebra 11
wissen wir, dass A dann ein endlich-erzeugter B-Modul ist (Algebra 11, Satz
15, bzw. Shafarevich 11.5, Thm. 4). A ist also eine endlich- erzeugte K- Algebra
und nullteilerfrei, da A C K(Cy). Es gibt also cin affines V mit A = K [V]
und

K(V) = Quot(A) = K(Cy).

Nach ist V somit birational dquivalent zu C;. Auferdem ist V eine
reguldre irreduzible Kurve, da A = K [V] ein Dedekindring ist. Nach

lar 1.8]ist der Abschluss V isomorph zu C;, wir kénnen V also als Teilmenge
von C; auffassen.
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(2) Zeige nun: V = f~1(V)
Angenommen, es gibe Py € C; \ 1% mit f(Py) = Q € V. Seien Py,..., P, alle
Urbilder von Q = f(P,), die auch in V liegen. Nach [Bemerkung 2.6 (b)| kann
man nun ein v € K(C;) mit v ¢ Op, und v € Op, Vi € {1,..., k} wihlen.

(a) Wir zeigen: Man kann ohne Einschrinkung annehmen, dass v keine Pol-
stelle in V' hat.

Ist nimlich = € V eine Polstelle, so setzt man y = f(z) + Q. Wir wiihlen
nun h € B = K[V] mit h(Q) # 0, h(y) =0, d.h. h € m) \ mg,.
Fiir v’ := v..(h o f)gilt damit:

ord, v' = ord,(v) + ord,(h o f) > ord,(v) + 1,

da f(z) =y Nullstelle in A ist.

Auferdem gilt ordp, v = ordp, v + 0 und es sind keine neuen Pole in 1%
entstanden, da h auf ganz V' reguldr ist. Durch mehrmaliges Anwenden
dieses Verfahrens kann man alle Polstellen entfernen.

(b) Somit ist v nun aus A = K[V] und damit ganz tiber B.
Also gibt es bg,...,b,_1 € B mit

V' by 0" by =0,

dh v = _bn—l — bn—_z ..... bo

v pn—1-
Da v ¢ Op, ist, ist die linke Seite nicht in Py definiert, aber esist 1 € Op,.
Demnach ist die rechte Seite in P, definiert, da b; o f auf ganz f~1(V)
regular ist, was ein Widerspruch ergibt. ]

k
LEMMA 2.8: Seien P, € C; und O:= ﬂ(’)pi C K(Cy). Dann gilt:

=1

(a) O ist Hauptidealring.
(b) Es gibt t1,...,t; € 6 mit Ordpi(tj) = 513

(c) Jedes v € O liisst sich eindeutig schreiben als
v=wu-t5 etk

mit u € 0%, e; = vp, (v).
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Beweis: @ Sei m; = mg C A und ¢; Uniformisierende, d.h. mp, = (5) C Op,. Wie im
Beweis Vonkann t; ohne Einschréinkung als regulir vorrausgesetzt
werden.

Um die t; zu konstruieren, wéhlen wir zuerst g; € A = K[V] mit:

gi(P;) # 0 und g;(P;) =0 wobei i,j € {1,....,k} und i # j.
k

- . —4(P)
Seit; =t + a;-¢?mit o € K, a; # ——2%.
20 mita; € Ko 2 S

Dann ist t,(P;) = t,(P;) + a;(g;(P;))? # 0, t1(Py) = 0 und

k
g 2 2
t1+20zj~gj € mp, \mpl,
j=2

da die g; € m3, und #; € mp, \ m?, sind.
Alsoist vp, (1) = 1, d.h. t; tut Gewtlinschtes. Analog konstruiert man t,..., ts.

folgt aus @, denn wir setzen

u

(%

ordp, (v) ordp, (v)

t) ety

und sehen, dass ordp, (u) = 0 (fiir jedes 7) ist, also ist u € O.

folgt aus : Sei I ein Ideal in (75, dann ist
=t 1)),
wobei e; = inf{ordp,(v) | v € I}. O
LEMMA 2.9: Es gilt:
(a) O=A-0Og={a-(hof)|aec A;,heOy}
(b) O ist ein freier Og-Modul vom Rangn = deg f. Dabei fasst man wiederum
Oq via f* als Teilring von O auf.
Beweis: @ Seien w € (5, x1,..., T, die Polstellen von w und yy,..., y, ihre Bilder. Seien
weiterhin /; = ord,, (w) und —n = min{ly,..., [, }.
Wir wihlen k' € B mit /' (y;) = 0 und //(Q) # 0 und setzen h = (h')V.
Dann ist a :=w - (ho f) € Aund h € Op. Folglich ist w =a - (ho f)~".
[(b)] A ist der ganze Abschluss von B in K(C;) und damit endlich erzeugt als

B-Modul (vgl. . Nach ist O endlich erzeugt als Og-Modul.

Weiter ist O torsionsfrei, d.h. O ist ein freier Og-Modul (Hauptsatz tiber
Moduln von Hauptidealringen, siehe z.B. Bosch).

Ferner ist RangOQ(é) < dimgc,) K(C1), da K(Cz) = Quot(Og) gilt.

Sei {ay,..., o, } eine Basis von K(Cy)/K(Cs), und [ die maximale Polstellen-
ordnung in den F;’s. Dann sind o - t'...., a, - ' linear unabhingig und in 0.
Damit ist Rang(OQ) > n, d.h. O ist frei vom Rang n. O
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Beweis von |Satz 7 (a): Zu zeigen ist:

k k
n =deg(f) = Zepi = ZOYdPZ-(tO f)
i=1 i=1

wobei (t) = mg.

Datof € O liefert [Lemma 2.8} ¢ o f=u- tipl ~~~tZPk, wobei u € O. Mit dem
Chinesischen Restsatz folgt

Oftwor) =@ O/t = .

k
Also ist dimgx O/(t o f) = Zepi.

i=1
Andererseits ist O Of —— (Oa /()" = K™
Damit gilt (5/(15 L0) = (5/(75 o f) = K™ und damit ist dimg (5/(t ofy=n. O

3 Das Geschlecht einer Kurve &

Sei C immer eine nicht-singulére, zusammenhingende, projektive Kurve.
DEFINITION/BEMERKUNG 3.1: (a) Sei D ein Divisor. Dann nennen wir

L(D):={f e K(EC)*|D+div(f) ist lefflektiv} U {0}

den Riemann-Roch-Raum von D. L(D) ist ein K-Vektorraum, da fiir P € C
immer

ordp(f + g) > min{ordp(f),ordp(g)} gilt.
(b) Wir setzen [(D) := dimg L£(D).

(c) Fiir einen Divisor D = > npP nennen wir {P € C | np # 0} den Triger
von D.

BEMERKUNG 3.2: (a) Esgilt £(0) = K und /(0) = 1.
(b) Ist deg D < 0, so gilt schon £(D) = {0} und (D) = 0.
(c) Ist D ~ D', so gilt [(D) = ((D").
Insbesondere ist [ somit auf ¢/(C) wohldefiniert.

Beweis: [(a)] Nach [Satz 5 (a)]sind die reguldren Funktionen alle konstant.
[(0)] Nach [Korollar 2.4]ist deg(div(f)) = 0 und damit ist der Grad von D +div(f)

kleiner als 0 und somit ist der Divisor fiir kein f effektiv.
Sei g € K(C)* mit D' = D + div g. Dann gilt

divf+D' >0 < 0<divf+divg+ D = div(fg) + D,
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also erhalten wir einen Vektorraumisomorphismus durch
L(D") —— L(D), f+——fy,

und damit sind die Dimensionen der beiden Raume gleich. U
Satz 8 (Riemann): (a) Ist D € DivC mit deg D > —1, so gilt:

[(D) < degD + 1.

(b) Es gibt ein v € Ny, so dass fiir alle D € DivC
degD+1—~ < [(D).

DEFINITION 3.3: Das kleinste v, fiir das erfiillt ist, nennen wir das Geschlecht
von C. Wir schreiben auch g(C) oder g.

BEMERKUNG 3.4: Ist C = (', so ist g(C) = g(C’), da schon die Divisorengruppen gleich
sind.

LEMMA 3.5: Seien D € Div(C) und By € C. Dann ist
L(D) C L(D+ By) und [(D+ Py) < [(D)+ 1.

Beweis: Sei D := Y npP.
Pec

Dass L(D) C L(D+ F,) ist klar, denn fiir f € £(D) gilt ordp,(f) > —ng := —np,
und damit liegt f insbesondere in £(D + F). Wir sehen sogar, dass fiir

f e LD+ Py)\ L(D) dann ordp,(f) = —(ng+ 1)

gelten muss.

Um die zweite Aussage einzusehen, nehmen wir zunéchst an, dass [ (D+ Fp) < oo.
Sei also fi,..., f, eine Basis von L(D+ Fy), wobei fi,..., fs ¢ L(D) und foi1,..., [ €
L(D). Sei t ein Erzeuger von mp,. Dann finden wir fir ¢ € {1,..., s} jeweils u; €
O¢ p, mit

fi — Uit_(n0+1).

Damit definieren wir ¢; 1= u;(P) - fi — u1(Fp) - f; und sehen, dass damit
g; = t_(n0+1) . (UZ(P()) U — Ul(Po) . ui), wobei UZ<P0) U — Ul(P()) - U; € mp,,

da der Ausdruck in Py verschwindet. Damit ist aber ordp,(g;) > —ny, also sind
die g; schon aus £(D).
Nun sind aber gs,..., gs, fst+1,-.-, fr linear unabhéngig und in £(D), es gilt also, wie

behauptet,
[(D)>r—1=((D+ F) — 1.

Mit gleichem Argument sieht man aber nun, dass aus [(D + F,) = oo schon
[(D) = oo folgt, die Aussage also auch in diesem Fall stimmt. O
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Beweis von [Satz 8: (&) Wir zeigen [(D) < deg(D) + 1 durch vollsténdige Induktion

94

iiber deg D =: d.

Fir deg D = —1 gilt nach [Bemerkung 3.2 (b)| /(D) = 0, wir beschrénken
uns demnach auf deg D € Nj,.

Sei also zuerst d = 0 und seien f,g € £(D). Dann ist div(f)+ D > 0 und es

gilt sogar div(f) + D = 0, da beide von Grad 0 sind. Gleiches gilt fiir g und
damit erhalten wir

div f = —D =divg.
Damit ist auch div(g) =0 und 5 somit, nach [Satz 5 (a)|, konstant, da § hier
schon regular ist.

Sei nun d > 1. Wir schreiben D = > n; P, und wahlen ein P; mit n; > 0.
Fir D' := D — P, ist dann deg D' = deg D — 1 und nach gilt,

zusammen mit der Induktionsvoraussetzung,

[(D)=((D'+P)<((D)+1<d+1.

[(b)] Wir setzen s(D) := degD + 1 — [(D) und zeigen, dass es ein 7y € N mit

s(D) < #, fiir alle D € DivC, gibt.

Wir erinnern uns, dass nach [Bemerkung 3.2 (c)| und [Korollar 2.4 (b))

D~D" = s(D)=s(D")

gilt. Aukerdem tiberlegen wir uns, dass es fiir D = > npP und D' = > n, P
mit D' < D Punkte P,..., P, mit s < np, gibt, an allen anderen Stellen

sind sie gleich. liefert dann iterativ, dass
k
[(D) < [(D')+) (np,—nlp) =[(D')+deg D — deg D
i=1
Das bedeutet aber gerade, dass hier s(D') < s(D) ist. Wir zeigen nun:

(1) Fir alle D € DivC gibt es D' € DivC mit D ~ D’ so dass D' < k- N,
wobei k € Nund N fir f € K(C) \ K der Nullstellendivisor f*0 ist.

(2) Es gibt ein v € N, so dass fiir alle £ € N damit s(k - N) < gilt.

Dann folgt die Behauptung, denn fiir alle D € Div C gibt es nach [(1)| und [obi]
lger Uberlegung| ein D’ mit s(D) = s(D’) und nach der landeren Uberlegung

gilt mit schon

s(D") < s(k-N)<~.

Wir zeigen zuerst Behauptung|(1)f Dazu sei wieder D := > npP. Wir suchen
also ein g € K(C) \ K mit D +divg <k-N.

Insbesondere heifst das fiir g, dass alle Nullstellen von g im Trager von N
liegen sollten und dass fiir np > 0 fiir ein P, das nicht im Trager von N liegt,

ordp(g) < —np
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gelten muss. Dabei ist P genau dann im Triger von N, wenn ordp(f) > 0
ist, also f da eine Nullstelle hat.

Seien Pi,..., P, die Punkte in C mit np, > 0 und ordp,(f) < 0. Sei

hi =

(P) firie (1,..,r).

~ |
~ | =

Dann ist ordp,(h;) > 1 und fiir alle P; mit ordp,(f) < 0 ist ordp,(h;) > 0.
Da die Ordnung von einer Bewertung herkommt, gilt auch

ordpi(hi_npi) < —np, und ordpj(hi_npi) <0

fiir die entsprechenden Punkte. Die h; ¢ haben also sicherlich keine Null-
stellen aufserhalb des Tréagers von N,

g = ﬁh;npi
i=1

erfiillt also alle unsere Wiinsche. Nun kénnen wir unser k so wéhlen, dass fiir
P in dem Trager von N immer

np 4+ ordp(g) < k-ep(f)

gilt, da es sich dabei nur um endlich viele Punkte handelt. Und damit gilt,
wie behauptet
D+divg<k-N.

Nun zeigen wir noch Behauptung , also dass es ein 7 € N gibt, so dass
s(k-N)=deg(k-N)+1—((k-N)<n.

Seialso f € K(C)* und gy,..., g eine Basis von K (C) iiber K(f) = K(%), also

r = deg f. Ohne Einschrankung konnen wir die g; ganz iiber K [%] wahlen.

Dann gilt nach dhnlicher Argumentation wie im Beweis zul[Lemma 2.7 Wenn
P eine Polstelle von g; ist, so ist P schon eine Polstelle von % Damit ist P
aber eine Nullstelle von f und liegt somit im Trager von N. Wir finden also
ein 7o, so dass, fur 7 € {1,...,7},

divg; +7% - N >0

gilt. Damit zeigen wir nun, dass [(k- N) > deg(k- N) —r- (7o — 1), wir also
yi=r(p—1)+1

finden. Sei dazu hy; := 4, fiir j € {0,..., k}. Damit gilt

divhy+ (k+~) -N=divg,—j-divf+k-N+~v-N>(k—j)-N >0,
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da divf < N und divg; + 7 - N > 0 ist. Damit liegen die h;; alle in
L((k+ 7o) - N) und, da die h;; tiber K linear unabhéngig sind, ist

[(k+7) - N)>r-(k+1).

Wenn wir [Lemma 3.5|iterativ anwenden, sehen wir, |ahnlich wie oben| dass

[(k-N) > [((k4+0) -N)—=deg(vo-N) >r-(k4+1)=vor = kr—r-(y—1),

da, nach [Satz 7 (a)l deg N = deg f = r ist und damit folgt auch schon die
Behauptung, denn dann ist auch kr = deg(k - N). O

4 Der Satz von Riemann-Roch &

C sei stets eine zusammenhéngende, regulire, projektive Kurve, K algebraisch abge-
schlossen.

DEFINITION/ BEMERKUNG 4.1: Sei Q¢ = Qg (c)/x der K(C)-Vektorraum der K-Differentiale
von K (C) (siehe auch Algebra 11).

(a) Q¢ heift auch Vektorraum der rationalen Differentiale.
(b) Esist dimgc) Qe = 1.
Beweis: [(b)| C ist birational zu einer Hyperfliche U(F) C A%(K) nach aus
Damit ist K(C) = K(X,Y) und F(X,Y) = 0.
Auferdem wird Q¢ von dX,dY erzeugt und die notwendige Bedingung

— — ) dff — dF —
dF(X,Y) = 0 erzwingt d—XdX + d_YdY = 0.

Der Losungsraum dieses linearen Gleichungssystems ist eindimensional. [J

DEFINITION/BEMERKUNG 4.2: Sei w € ¢, w # 0.

(a) Sei P € C, tp uniformisierend. Dann ist w = f - d¢p und

ordp(w) := ordp(f)

ist wohldefiniert.

(b) Man definiert divw := Y ordp(w) - P.
pec

(¢) K heifst kanonischer Divisor, wenn K = divw fiir ein w € Q¢ gilt.

(d) Je zwei kanonische Divisoren sind linear dquivalent.
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4. Der Satz von Riemann-Roch

Satz 9 (Riemann-Roch): Sei KC ein kanonischer Divisor auf C und D € Div(C). Dann
qgilt:
[(D)—([(K—D)=degD+1—g.

KOROLLAR 4.3: (a) Ist K ein kanonischer Divisor sowie D = 0, so ist deg D = 0 und
[(D) = 1 nach [Bemerkung 3.2 (a)l Also ist in diesem Fall [(K) = g.

(b) Ist D = K ein kanonischer Divisor, so ist /(K) = g nach [(a)] Also gilt hier

deg(K) =g—1+4+((D)—[(0) =2g — 2.

BEISPIEL 4.4: Sei C = P!(K). Dann ist K(C) = K(X) und Q¢ = K(X)dX, w = dX ist
uniformisierend.

Wir suchen den kanonischen Divisor K = divw, d.h. wir miissen fiir jeden Punkt
P die Ordnung ordp(w) bestimmen (vgl. [Definition/Bemerkung 4.2)).

Sei dazu zunédchst @ € K. Dann ist X — a uniformisierend. Es gilt also dX =
d(X — a). Also ist ord,(w) = 0.

Nun sei a = oco. Dann ist % uniformisierend und mit der Leibnizregel sieht man:

1 1
d— = ——dX.
X X2
Also ist orde(w) = —2 und damit ist I = —2 - co der kanonische Divisor zu w.

Insbesondere ist deg K = —2. Setze D = K. Nun liefert [Korollar 4.3 (b)}

g(P(K)) = 0.
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