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Vorwort

Uber dieses Skript

Dies ist ein Mitschrieb der Vorlesung ,, Algebraische Geometrie“ von Prof. Dr. F. Herrlich im
Wintersemester 2011/12 am Karlsruher Institut fir Technologie (KIT). Prof. Dr. F. Herrlich
ist fiir den Inhalt nicht verantwortlich. Die Vorlesung ist beendet und der Inhalt ist vollstandig.
Abgesehen von Designverbesserungen und eventuellen Korrekturen plane ich keine weiteren
Anderungen.

Wer

Getippt wurde das Skript von Aleksandar Sandic. Es basiert auf einem Skript zur Vorlesung vom
Wintersemester 2008/09, ich habe den Inhalt jedoch an die aktuelle Vorlesung angepasst. Die
Ubungsblatter und Musterlosungen wurden von Myriam Finster, der Ubungsleiterin, getippt
und von mir kopiert. Die Zeichnungen auf den Ubungsblittern und in den Musterlésungen
waren urspriinglich eigene Bilddateien, von Myriam Finster erstellt, ich habe sie mit TikZ im
Code nachgebaut.

Das Originalsrkipt kann unter http://mitschriebwiki.nomeata.de/AlgGeo.html abgerufen
werden.

Wo

Link zur Vorlesung: http://www.math.kit.edu/iag3/lehre/alggeo12011w/
Link zum Skript: http://mitschriebwiki.nomeata.de/AlgGeo2011.html
Link zum Mitschriebwiki: http://mitschriebwiki.nomeata.de/

To Do

e Nichts mehr. Wenn jemand die iibrigen Lésungen der Ubungsaufgaben nachreichen moch-
te wére ich dankbar, aber ich personlich bin fertig mit dem Skript. Danke an Myriam fiir
die Ubungsblitter und Musterlésungen und danke an Chris fiir’s Korreturlesen und Ver-
vollstandigen.


http://mitschriebwiki.nomeata.de/AlgGeo.html
http://www.math.kit.edu/iag3/lehre/alggeo12011w/
http://mitschriebwiki.nomeata.de/AlgGeo2011.html
http://mitschriebwiki.nomeata.de/




Kapitel 1
Affine Varietaten

§ 1 Polynomringe

Sei k ein Korper, n > 1, k[X7, ..., X,] Polynomring

Bemerkung + Erinnerung 1.1
a) Fur ay,...,a, € k ist

ein Homomorphismus von Ringen

b) Ist A eine k-Algebra, ay,...,a, € A, soist f — f(ay,...,a,) ein k-Algebra Homomorphis-
mus k[Xq,...,z,] = A

c) (UAE des Polynomrings)

Sei A eine k-Algebra, ay,...,a, € A. Dann gibt es genau einen k-Algebra Homomorphismus

Folgerung 1.2

Jede endlich erzeugte k-Algebra ist Faktorring eines Polynomrings.

Denn: Seien ay, ..., a, Erzeuger von A als k-Algebra. Sei ¢ : k[ X7, ..., X,] — A der k-Algebra
Homomorphismus mit ¢(X;) = a;.(Bem. + Erinn. 1.1 ¢))

¢ ist surjektiv

Homomorphiesatz A

~ kX1, ..., X,]/ Kern(g)

Erinnerung 1.3 (Euklidischer Algorithmus)
Fir f, g € k[X] mit g # 0 gibt es (eindeutige!) q,r € k[X]| mit f = qg + r und deg(r) < deg(g)
oder r = 0.

Folgerung 1.4
k[X] ist Hauptidealring

Beweis
Sei I C [X] Ideal. I = (0) wird von 0 erzeugt. Sei also I # 0. Wéhle: g € I — {0} mit kleinstem
Grad.

Beh.: I = (g), denn: Sei f € I —{0}. Schreibe f = q-g+r. deg(r) < deg(g) und r = f—qg € 1.
=7r=0 O



Kapitel 1: Affine Varietaten

Folgerung 1.5
k[X] ist faktoriell (eindeutige Zerlegung in Primfaktoren).

Erinnerung: R Ring, f € R keine Einheit

f unzerlegbar < Aus f =g -h folgt g € R* oder h € R*

Proposition 1.6
k[X1,...,X,] ist faktoriell fiir jedes n > 1.

Beweis (Beweisidee)
Induktion tiber n, n = 1 ist Folgerung 1.5.

Fir Induktionsschritt: k[ X7, ..., X,] = k[ X1, ..., X 1][X4] O

Satz 1 (Hilbertscher Basissatz)
Jedes Ideal in k[X, ..., X,] ist endlich erzeugbar. Kurz: k[Xi, ..., X,] ist noethersch

Definition 1.7
Ein Ring R heifit noethersch, wenn jedes Ideal in R endlich erzeugbar ist.

Satz 1’
R noethersch = R[X] noethersch. Daraus folgt Satz 1: k[X7, ..., X,,] ist noethersch mit Induk-
tion iiber n.

Beweis (Beweis von Satz 1)
Annnahme: Es gibt Ideal I C R[X], das sich nicht von endlich vielen Elementen erzeugen lésst.

Wahle fy € I — {0} vom kleinsten Grad. Wéhle f, € I — {fo} vom kleinsten Grad. Wahle fiir
i>2el—A{fo f1, -, fi_1} vom kleinsten Grad. Sei a; der Leitkoeffizient von f;, sei J C R
das von den a;,7 € N erzeugte Ideal.

J ist endlich erzeugt. (E J wird erzeugt von aq,...,a, = es gilt A\g,..., A, € R mit a,,; =
i=0 Aili
Sei

9= fon+1— Z \i fi X 1=
i=0

= deg(g) < deg(fny1) Aber: g & (fo, ..., fn), da sonst auch f,11 € (fo,-.., fn) Wire. 4 O

Bemerkung 1.8
Sei R ein noetherscher Ring, I C R Ideal. Dann ist auch R/I noethersch.

Beweis
Sei J C R/I ein ideal. Sei I : R — R/I die Restklassenabbildung. J := II-!(.J) ist nach
Voraussetzung endlich erzeugbar. Die Bilder der Erzeuger von J in J erzeugen J. U

Folgerung 1.9
Jede endlich erzeugbare k-Algebra ist noethersch.

Beweis
Siehe Folgerung 1.2, Bemerkung 1.8 und Satz 1 U



§1 Polynomringe

Proposition 1.10
Ein Ring R ist genau dann noethersch, wenn jede aufsteigende Kette Iy C I; C ... von Idealen
in R stationar wird. (Das heifit es gibt ng mit I, = I,,, fir alle n > ny)

Beweis
=" Sei Iy C I; C ... Kette von Idealen. Sei I := 32, 1. I ist Ideal. [ ist endlich erzeugbar,
I=(ay,...,a.),a; € I, ng = max_,n; = I, = I, fiir n > ng

,<=%“ Sei I Ideal, Z :={J C I | J Ideal in R, J endlich erzeugt}. Z # (), da (0) € Z.
Behauptung: 7 enthalt ein maximales Element .
Ware Iy # I, so gabe es a € I — Iy. Dann wére auch (I, a) € Z4 zu Iy maximal.

Beweis der Behauptung: Ist (0) nicht maximal, so gibt es (0) C I; C Z. Ist auch I; nicht
maximal, so gibt es [} C I, € Z. = erhalte Kette (0) C 1, C 1, C ...

Nach Voraussetzung wird diese Kette stationér ab einem ny. = I, ist maximal in
I O



Kapitel 1: Affine Varietaten

§ 2 Nullstellenmengen und Verschwindungsideale

Sei k ein Korper.

Definition 2.1
Eine Teilmenge V' C k" heifit affine Varietdt, wenn es eine Menge F' C k[X7,..., X,] von
Polynomen gibt, sodass

V=V(F)={x=(x1,...,2,) €k : f(z) =0 fiir alle f € F}
Beispiel
0=vQ1)=V(k[Xy,...,X,])
k" =V (0) =V ()
V(X(X —1)(Y — 1)) affine Varietét
Bemerkung 2.2
1) Fuar F1 g F2 g k[Xh . 7Xn] ist V(Fl) 2 V(FQ)

i) V(fi- fo) =V(f1) UV(fa)
iii) fir F C k[Xq,..., X, ist

wobei (F') das von F' erzeugte Ideal ist.
iv) Fiir jede affine Varietat V' C k™ gibt es endlich viele Polynome fi, ..., f. mit

V:v(fl,...,fr)

Beweis
iii) jedes f € (F) hat die Form f =320, rif; mit r; € k[X4,...,X,], f; € F.
reV(F)= fi(z)=0,i=1,...,r
= f(z)=0=2 € V((F)) O

Definition 2.3
Fiir eine Teilmenge V' C k™ heif3t

I(V)=Af €k[Xy,....,X,]|f(z) =0 fir alle z € V'}
das Verschwindungsideal.

Beispiel
i) I(0) = k[Xq,...,X,)]
I(k™) = (0) falls k£ unendlich ist
ii) 1((0,0)) = (X,Y)

Bemerkung 2.4

Fiir jede Teilmenge V C k™ gilt:
i) I(V) ist Radikalideal
i) VCV(I(V))

10



§2 Nullstellenmengen und Verschwindungsideale

iii) V := V(I(V)) ist die kleinste Varietit, die V enthlt. Insbesondere: V = V(I(V)), falls V/
affine Varietat.

iv) fir affine Varietdten Vi, V5 gilt:
VicVae I(Vi) 2 1(V2)
Also insbesondere: V; =V, < I(Vy) = 1(V3)

Definition 2.5
Ein Ideal I in einem Ring R heifit Radikalideal, wenn gilt: Ist f € R und gibt es n > 0 mit
frel soist fel

Beweis (von Bemerkung 2.4)
iii) Folgt aus (iv)
iv) Sei V' affine Varietat mit V' C V’. Sei V' = V(I’) fiir ein Ideal I'.
Behauptung: I' C I(V)
Dann ist V' = V(I') D V(I(V)) =V
Beweis der Behauptung: f € I' = fir alle x € V' ist f(x) = 0 = f(z) = 0 fur alle
reV=fellV)

Beispiel
[=X2+1eRX|,I=(f),VI)=0=1(V(])) =R[X]

Definition 4+ Bemerkung 2.6
Fur eine affine Varietat V C k™ sei

AV = k[X1, ..., Xl /T(V)

i) A(V) ist die reduzierte k-Algebra (d. h. ohne nilpotente Elemente)
ii) Ist V C V'  so gibt es surjektiven k-Algebra Homomorphismus A(V') — A(V)

Beweis B B
i) Sei g € A(V) mit g% = 0 fiir ein d > 0, sei f € k[X;,..., X, mit f =g

= fleI(V)

I(V)Rai;kalideal fel(V)=g=0 U

ii) Esist (V') C I(V).
kX1, .., X,

Homomorphiesatz = \ !y o

11



Kapitel 1: Affine Varietaten

§ 3 Zariski Topologie
Sei k ein Korper

Definition + Bemerkung 3.1
Die affinen Varietaten in £™ bilden die abgeschlossenen Mengen einer Topologie. Diese Topologie
heifit Zariski- Topologie.

Schreibweise: A"(k) sei k™ mit dieser Topologie

Beweis
i) k" =V(0),0 =V (k[Xy,...,X,]) sind affine Varietiten
ii) Seien V; = V(I;) und V4, = V/(I3) affine Verietédten.
Behauptung: Vi UVy =V (I - I) = V(I N 1)

Zeige genauer: V(I - I5) ag) ViUV, bC_) V(I NIy) Cg) V(I - Iy)
c) folgt aus I - I, C 1 N I
b) folgt aus 1y NIy C Iy und Iy N Iy C Iy
a) Seixz e V(I 1),z ¢ V;
Dann gibt es f € I} mit f(z) # 0 = g(x) TEVIR) () i alle gelh=xeV(l) =V,
iii) Seien V; = V(I;),7 € J (J beliebige Menge), affine Verietaten.

Behauptung:
AVi=v( UL )
ieJ icJ
:ZiEJ I ]

Beispiel 3.2

n=1"V CA"(k) < V endlich oder V =k

Bemerkung 3.3
Jeder Punkt © = (z1,...,x,) € k™ ist abgeschlossen in A"(k).

Beweis

{fL‘}:V(Xl—l‘l,XQ—ZL‘Q,...7Xn—$n) O
Folgerung 3.4
Ist £ endlicher Korper, so ist die Zariski-Topologie auf k" die diskrete Topologie.

Bemerkung 3.5
Ist k£ unendlich, so ist A"(k) nicht hausdorffsch.

Beweis
n=1 vV

12



§3 Zariski Topologie

n>2 z,y€A"(k)
(E x und y liegen auf der X;-Achse, das heifit

vy e V(Xg, ..., Xp) = W

Seien Uy, U, offene Umgebungen von x bzw. y. Dann sind

Vo = V(L) = A™(k) — U,

and V, = V(L) = A™k) — U }afﬁne Verietaten

Daz e W gibtes f € I, mit f(x) 0= f & IW)=V(f)NnW endlich = V,NW
endlich.

Genauso V,, N W endlich = (V, UV,) N W endlich.

=U,NU,NW £10) O

Bemerkung 3.6
Sei k unendlicher Korper.

i) Fur jedes f € k[Xi,...,X,] — k (nicht-konstante Polynome) ist D(f) := A"(k) — V(f)
offene Teilmenge.

ii) Die D(f) bilden eine Basis der Zariski-Topologie.

Beweis
ii) Sei U C A™(k) offen.

Zeige: Zu jedem x € U gibt es f € k[Xy,..., X, mit x € D(f) CU
denn: Sei V := A™(k) — U,V = V(I) fir ein Ideal I C k[Xy,..., X,].
Daxz ¢V gibtes felImit f(z)#0=2¢€ D(f)und D(f) CU,daV(f) D V(I)=V O

Definition 4+ Erinnerung 3.7
a) Sei X ein topologischer Raum, Y C X. Definiere Topologie auf Y durch:

UCY offen < U C X offenmit U =0UNY

Diese Topologie heifit Spurtopologie.
b) Sei V' C A™(k) affine Varietat. Dann heifit die Spurtopologie auf V auch Zariski- Topologie.
c) Seien X, X5 topologische Raume, X; x X, das kartesische Produkt (als Mengen),

pi - X1 X X2 —>XZ<Z = 1,2)
die Projektionen. Definiere die Produkttopologie auf X; x X, als die grobste Topologie,

sodass p; und py stetig sind. Das ist die kleinste Topologie, in der alle Mengen p;*(Uy) N
py - (Us) offen sind, wobei U; C X; offen ist.

13



Kapitel 1: Affine Varietaten

X2

prt(Uh)

Us

offen! pgl(U2)

T

Ui

Frage
Ist die Zariski-Topologie auf k? die Produkttopologie auf A'(k) x Al(k)?

14



§4 Irreduzible Komponenten

§ 4 Irreduzible Komponenten

Definition + Bemerkung 4.1
Sei X ein topologischer Raum.

a) X heifit reduzibel, wenn es abgeschlossene Teilmengen A, B C X gibt mit AU B = X und
A # X # B. Eine Teilmenge von X heift irreduzibel, wenn sie mit der induzierten Topologie
irreduzibel ist.

b) Eine (beziiglich Inklusion) maximale irreduzibel Teilmenge von X heifit irreduzible Kom-
ponente von X

¢) Irreduzible Komponenten sind abgeschlossen (Ubung)

Beispiel 4.2
Sei X nichtleerer Hausdorffraum. Dann sind die einelementigen Teilmengen die irreduziblen
Komponenten.

Denn: Sei X hausdorffsch, = # y € X, zeige: X ist irreduzibel
Seien U,, U, offene Umgebungen von = bzw. y mit U, N U, =0

SV, UV, =XV, =X U, V,=X T,

v g Vot X#V, 2y

Beispiel 4.3
Al(k) ist irreduzibel, wenn k unendlich ist. Denn: echte abgeschlossene Teilmengen von A'(k)
sind endlich.

Frage
Ist A?(k) irreduzibel? Sei A%(k) = V4 UV, V; = V(I). Seien fi,fy, € I bzw. L, f; # 0.
=V, cV(fi),i=1,2
= V(fi)) UV(f2) = A?
=V (f1-f2)

f(X,0)
f=FfXY)€kX,Y]

V(HuV(Y) =V(f(X,0)) C Al(k)
Entweder V(f(X,0)) ist endlich oder f(X,0) = 0, dann ist durch Y teilbar. Genauso: f ist
durch Y — aX teilbar fir jedes a € k = f = 0. Antwort auf die Frage: ja!

Proposition 4.4
Eine affine Varietdt V' C A"(k) ist genau dann irreduzibel, wenn I(V') ein Primideal ist.

Beweis
,=“ Seien f,g € k[Xy,..., X, mit f-ge (V). Sei f ¢ I(V), zu zeigen: g € I(V)

15



Kapitel 1: Affine Varietédten

fEI(V)= 3z eV mit f(x) #0
Nach Voraussetzung ist V C V(f - g) = V(f) UV (g)

=V=WV({HNVUV(nV) " 'Zvignv=Vv
=V CV(g)=gelI(V)

,<=“ Sei I(V) Primideal, V. = V; U V, mit abgeschlossenen Teilmengen Vi, V5, also V; =

V(I;),i = 1,2, fir Ideale I, I. Sei V' # Vi, also V' C V(I4).
=3dJreV, felhmitf(x) #0= f ¢ I(V)

Wegen V =V, UVs = V(L) UV(L) Y V(- L)ist I, - I, CI(V) = f-g € I(V) fir
jedes g € I,
TELY) g € I(V) fiir jedes g € I,

I(V) prim
=L CIV)=V() DV{I(V)) O
=V -V

Folgerung 4.5
Eine affine VarietdtV C A" (k) ist irreduzibel < A(V) = k[ X1, ... X,|/1(V) ist nullteilerfrei.

Satz 2
Sei V' C A"(k) affine Varietat. Dann gilt:

a)
b)

V' ist endliche Vereinigung von irreduziblen affinen Varietéten.
V' hat nur endlich viele irreduzible Komponenten, diese sind eindeutig bestimmt.

Beweis

a)

16

Sei B = {V C A"(k) affine Varietéit, V ist nicht endliche Vereinigung von irreduziblen
affinen Varietédten}

I={I(V):VeB}
zu zeigen: B = (), also auch Z = ()

Wiare Z # (), so enthielte Z ein maximales Element I, = I(Vp) fir ein Vi € B. (denn:
k[X1,...,X,] ist noethersch, jede aufsteigende Kette von Elementen in Z wird also statio-
nér.) Da Vj € B ist 1} reduzibel.
Sei also V) = V; UV, mit abgeschlossenen Teilmengen Vi # Vi # V, von V. Aus V; C V)
folgt I(V;) 2 I(Vp) (Bem. 2.4 iv))

=5

=I1V)¢IT=V,¢B,i=1,2

=V} ist endliche Vereinigung von irreduziblen Varietdten, also auch V, ¢ By

Sei V = V4,...,V, mit irreduziblen Varietiaten Vi,...,V,. ® V; € V; fir ¢ # j (sonst lasse
Vi weg)

Behauptung: Dann ist jedes V; irreduzible Komponente.

denn: Sei W C V irreduzible Komponente mit V; C W. Es gilt

w=Umnw)

J=1

T Y mit V,nW =W, aso WCV, = ViCVi=i=j= W=V



§4 Irreduzible Komponenten

Eindeutigkeit: Sei W irreduzible Komponente von V. Aus W = U’_, (V;NW) folgt WNV; =

W fiir ein j = W CV; " ESOmP y — 0

Proposition 4.6
Die irreduzible Teilmenge eines topologischen Raumes X ist enthalten in einer irreduziblen

Komponente von X.

17



Kapitel 1: Affine Varietaten

§ 5 Der Hilbertsche Raum

V affine Varietat in A™(k) = V(I[(V)) =V; I Ck[Xy,..., X, Ideal = I(V([)) D I
Beispiel

I=(X?+1) C RIX]

V(I)=0=I(V(I)) =R[X]

Satz 3
Sei k algebraisch abgeschlossener Korper.

a) Ist I C k[Xq,...,X,] Ideal, so ist V(I) # 0.
b) Fiir jedes Ideal I C k[Xy,...,X,] gilt

V() =VI

Der Beweise benutzt

Satz 3’

Ist k Korper, n > 1,m C k[X;,...,X,] maximales Ideal, so ist L := k[X,...X,]|/m algebrai-
sche Korpererweiterung von k. Das heifit fur jedes o € L gibt es ein f € k[X] mit f(a) = 0,
also gibt es d > 1 und by, ...,bs_1 € k mit

a’+bg_1a -+ bia+by =0
k(o) := k[X]/(f) ist Korper, der kleinste Teilkorper von L, der k und « enthalt.

Folgerung 5.1
Ist k£ algebraisch abgeschlossen, so gibt es Bijektion zwischen den Mengen der

i) Punke z = (xy,...,x,) in k"

ii) Ideale m, = (X7 —x1,..., X, —x,) in k[ X7, ..., X,]
iii) maximalen Ideale in k[Xq,..., X,]
Beweis
(i)=(ii): v

(ii)=(iii): m, ist maximales Ideal. Die Abbildung ¢, : k[X1,..., X,]| = k, X; — i, f — f(x)
ist der Einsetzungshomomorphismus. Kern(y,) = m,

(iii))=(i): Sei m maximales Ideal, ¢ : k[X1,...,X,] — k[X1,...,X,]/m ﬁ k= m =
Kern(y)
Sei x; = p(X;), dann ist p = @, fir x = (z1,...,2,) = m =m, O

Beweis (Beweis von Satz 3)
a) Sei I C k[X,...,X,] echtes Ideal. Sei m maximales Ideal mit I C m (gibt es !) = V(I) D
V(m) # 0, da m =m, fir ein x € k" und {z} = V(m,)

Beweis (von Satz 3’)
Sei x; € L die Restklasse von X;. Zu zeigen: x, ..., x, sind algebraisch iiber k.

Induktion tuber n:
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§5 Der Hilbertsche Raum

n=1: m = (f) fir ein irreduzibles Polynom f = L = k[X]/(f) ist k-Verktorraum der
Dimension d = deg(f)

n > 2: Annahme: x, ist transzendent.

Dann ist &' = k(z1) =  k(X;)  Teilkorpererweiterung von L. L wird tber &
——
=Quot (k[X1])

von To,...,x, erzeugt = L = K[X,, ..., X,]/m' fur ein maximales Ideal m’ in
KXo, ..., X,]

Nach Induktionsvoraussetzung ist L algebraisch tiber &', das heifit:

P A
xil—l—Zaijxg =0 z:2,,n,d121 Qi Ek/
j=0

aij = 32 bij,cij € k[Xi] O

(1) Sei R C k' die von den a;; erzeugte k-Algebra.
(2) Dann sind xy, ..., x, ganz iber R = L ist ganze Ringerweiterung von R
(3) = R =k oder R ist kein Korper.
(1) = R =k oder R ist kein Korper.
R=Fk= fir k= k(zy,...,z,) ist L = k[X,]/m, also algebraisch abgeschlossen.
R # k = k(X;) ist nicht endlich erzeugbar als k-Algebra.
(2) = R ist Kérper: Sei a € R\{0}. In L gibt es <

1 d d—1 1 J
= (o) +Xb(,) fireind>1b€R
a = \a

d—1 d—1
=1+ Z bjad_j =0,1=a (— Z bjad_l_j)

J=0 Jj=0

b) Sei I C k[Xq,...,X,],g € I(V(I)).
Zu zeigen: es gibt d > 0 mit ¢? € I.

Wibhle Erzeuger fi,..., f, von I (geht nach Satz 1). Betrachte in k[X7,..., X, Y] das von
fi,--, fnund g - Y — 1 erzeugte Ideal J.

Behauptung: V(J) =0

denn: Sei © = (x1,...,Zn,y) € V(J)

Dann ist fi(z) =0 firi=1,...,m. = fir 2’ = (21,...,2,) ist fi(2') = 0= 2’ € V(I)
= g(@)=0=g(r)=0= (g¥ = 1)(z) =g(z) -y —1=—-1#0

Dann ist nach Satz 3 a) J = k[Xq,..., X,, Y]

=1=> bifi+b(gY — 1) fiir geeignete b;,b € k[X1,...,X,,Y]
i=1

Sei R = k[X,..., Xn Y]/(gY — 1)

=1
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Es gilt: .
R KXy, ... X[
g

bi = gy € KXy, ..., X,),di > 0

= Fir d = maxd; gilt

Folgerung 5.2
Sei k algebraisch abgeschlossen, n > 1,

V, = {V Ck™:V affine Varietét}
T,:= {ICk[X,,..., X, : I Radikalideal}

Dann sind

bijektiv und zueinander invers.

Bemerkung 5.3
Sei k algebraisch abgeschlossen, V' C A™(k) affine Varietiat. Dann entsprechen die Punkte in V/

bijektiv den maximalen Idealen in

E(V) = A(V) = k[Xy,..., X/ (V)

Beweis
Die maximalen Ideale in A(V) entsprechen bijektiv den maximalen Idealen in k[X, ..., X,],
die I(V') enthalten, also (Folgerung 5.1) den Punkten in £", die in V' liegen. O

r=(x1,...,2,),my = (X1 —21,..., X,y — ) = I({x})
(V) € I({z})
V=V({I(V))2V({I{z})) = {z}
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§ 6 Morphismen affiner Varietiaten

Definition 4+ Bemerkung 6.1
Sei k ein Korper, V. C A™(k), W C A™(k) affine Varietéten.
a) Eine Abbildung f : V — W heiit Morphismus, wenn es Polynome fi,...,f, €
k[Xy,...,X,] gibt mit
f(@) = (fi(@), ..., ful2))
fir alle x € V.
b) Ein Morphismus f : V' — W heifit Isomorphismus, wenn es einen Morphismus g : W — V
gibt mit
go f=idy und fog=idy
c) Die affinen Varietdten tiber & bilden mit den Morphismen aus a) eine Kategorie Aff(k).
d) Jeder Morphismus f : V — W ist Einschréankung eines Morphismus f : A™(k) — A™(k)

Beispiel 6.2
1) e Einbettungen
A"(k) — <
(X1, xn) = (T1,...,2,,0,...,0)

e Projektionen
(X1, ..., Ty)
e Permutation der Komponenten
(@1, 1) = (To()s- - Tom))
2) Jedes f € k[X1, ..., X,] definert einen Morphismus
foA"(k) = Al(k), 2 — f(2)
3) Sei V. =AYk), W =V(Y? - X3) C A%(k).

f:V =W,z (22 23) ist Morphismus. f ist bijektiv mit Umkehrabbildung

0 falls (x,
9(z,y) :{ y (.9)

9(f(x)) = g(a%,2%) = & = & (fir = # 0)
flo(,y) = F(1) = (42, %) = (%, %)
Ist k& unendlich, so ist g kein Morphismus!

4) Sei char(k) =p >0

[ AME) = A™k), (21, ..., 20) — (2, ... 2b)

heifit Frobenius-Homomorphismus.

Die Fixpunkte von f sind genau die Punkte, deren Koordninaten alle in F, liegen (,F,-
wertige Punkte®)
(a? = a < a Nullstelle von X? — X < a € F))
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Kapitel 1: Affine Varietaten

Bemerkung 6.3
Morphismen affiner Varietéten sind stetig beziiglich der Zariski-Topologie.

Beweis

Seien V' C A"(k), W C A™(k) affine Varietaten, f : V — W Morphismus. Sei Z C W
abgeschlossen, also Z = V/(J) fiir ein Ideal J C k[X;,...,X,]. Sei I ={go f € k[Xy,..., X,]:
g€ J}

Behauptung: V(I) = f~1(Z)

denn:

ref N 2) e fla)eZe fla)eV(J) e g(f(z)=0Vge JexeV(I) O

Definition 4+ Bemerkung 6.4

Sei V' C A"(k) affine Varietét.

a) k[V]:={f:V — AY(k) : f ist Morphismus} heiBit affiner Koordinatenring von V.
b)

=
=
I

AWV) = k[X1, ..., X,]/I(V)

Beweis
b) Sei ¢ : k[Xy,...,X,] = k[V], f — f Einschrankungshomomorphismus. ¢ ist surjektiv
(Bemerkung 6.1 d))

Homomorphiesatz

Kern(p) = I(V) Behauptung O

Proposition 6.5
Seien V' C A"(k),W C A™(k) affine Varietit.

a) Jeder Morphismus ¢ = f : V' — W induziert k-Algebrahomomorphismus
f* kW] = k[V],g = go f

b) Die Abbildung Mor(V, W) — Homy(k[W], k[V]), f — f# ist bijektiv.
Beweis
a) v
b) injektiv: Seien f, f : V. — W Morphismen mit f# = f#

= gof=go f fir alleg € k[W]

Insbesondere ist p; o f = p; o f fiir die Projektion

——— N——
=fi =fi
pi i W — AYK), (21,...,2,) = 25
=f=r
surjektiv: Sei ¢ : k[W] — k[V] k-Algebra-Homomorphismus.

Definiere f : V' — A™(k) durch f(z) = (¢(p1)(x),...,¢(pn)(z))
Behauptung:

(i) f*=¢
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§6 Morphismen affiner Varietdten

(i) f(V)cw
Zu (i): furi=1,...,m gilt:
f#(pi) = pio f = o(p)

Da die p; k[V] erzeugen (als k-Algebra), folgt f# = ¢
Zu (ii): Sei g € I[(W),z € V
Zu zeigen: g(f(z)) =0

Ay

kKX, X kX1, .., X,

¥

Lifte ¢ zu @. Wéhle dazu fiir jedes i ein Urbild von ¢(p;). Dann ist @(I(W)) C I(V)
= g(f(2)) = g(e(P1)(2), ..., o(pm)(x)) = B(g)(z) =0 O

Bemerkung 6.6
Seien V, W affine Varietdaten iber k, ¢ : k[W] — k[V] k-Algebra-Homomorphismus und f =
fo:V = W mit f# = ¢. Dann gilt fiir jedes z € V:

My = ¢ (my)

Beweis
me ={f € k[V]: g(z) = 0}

¢ (my) = (fF) " (my) = {h € kW] :ho fem,} ={h e kW] :h(f(z)) =0} =mpu O
Beispiel 6.7

V=V(Y?- X% CA(k)
f:AYk) = Vo (22, 2%)

FEeRV] o kANR) = KIT)
KXY (X
FHEX) = T°
FHY) = 17

f# ist injektiv, aber nicht nicht surjektiv! (7" ¢ Bild(f#))
Es gilt aber: der von f# auf dem Quotientenkérper induzierte Homomorphismus ist ein Iso-
morphismus f#(%) =T.

Satz 4
a) Die Zuordnung V' +— k[V] induziert einen volltreuen kontravarianten Funktor

® : Aff(k) — k- Alg™ (endl. erzeugte k-Alg.)
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Kapitel 1: Affine Varietédten

b) Ist k algebraisch abgeschlossen, so ist ® eine Aquivalenz von Kategorien.

Beweis

a) v

b) Noch zu zeigen: zu jeder k-Algebra A € kAlg™ gibt es affine Varietat V iiber k mit
k[V] = A. A werde als k-Algebra erzeugt von ay,...,a,. Sei ¢ : k[Xy,...,X,] — A der
durch ¢(X;) = a; definierte k-Algebra-Homomophismus. ¢ ist surjektiv, da A von den a;
erzeugt wird.

= A~ E[X,,...,X,]/Kern(y)

sDei V = V(Kern(p)) = I(V) "=° | /Kern(p) = Kern(p) = k[V] = k[X1,..., Xu]/I(V) = A
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§ 7 Die Garbe der reguliaren Funktionen

Sei k algebraisch abgeschlossener Korper

Bemerkung 7.1
Sei V' C A"(k)affine Varietit iiber k, h € k[X1,...,X,]. Dann gilt: h ist Einheit in k[V] <
V() NV =0

Beweis

VAV =VIWV)+ (h) =0 LR 1(V) + () = k[X4, ..., X,,]
& 1= f+ gh fir gewisse f € [(V),g € k[X1,...,X,]
& 1=g-hin k[V] O

Definition 4+ Bemerkung 7.2
Sei V' C A"(k) affine Varietdat, U C V offen, p € U.

a) Eine Abbildung f : U — Al(k) heifit reguldr in p, wenn es eine Umgebung U, C U von p
gibt und g, h € k[V] mit h(x) # 0 fir alle x € U, und f(z) = h( ) ) fiir alle z € Up.
b) f:U — A'(k) heiBt reguldr, wenn f in jedem p € U regulir ist.
c) OU) :={f :U — AY(k) : f regulir} heiBit k-Algebra (oder Ring) der reguliren Funk-
tionen auf U.
d) Fiir jedes offene U C V ist
ay k[V] = Ov(U), f = fi,
ein k-Algebra-Homomophismus.
Zusatz: Ist U dicht, so ist ap injektiv (Ubung?)

Beispiel
1) V= Al(k),U = Al(k) — {0}, f( ) =
2) V=V(Y?- X3 cCA¥k),U —{0,0} = g=%2e€0y()

3)fek[X1,...,,X]: € Opn(r ( (f)

Bemerkung 7.3
Sei V' C A"(k) affine Varietdat, U C V offen.

a) Fir offene Teilmengen U” C U’ C U gilt:
(i) of : Ov(U) = Oy (U'), f ~ fi,, ist k-Algebra Homomorphismus
(ii) ofim = ofjn o ofp
b) Sei (U;)ser offene Uberdeckung von U (mit Indexmenge I).Dann gilt:
(i) Fir fe Ov(U)ist f=0¢ fi, =0Viel
(ii) Fir jedes i € I sei f; € Oy (U;) gegeben.
Ist fiv.nu, = fjjunu, filr alle 4, j, so gibt es f € Oy (U) mit fiy, = f; fiir alle i € I.

Folgerung + Definition 7.4
Die Zuordnung U +— Oy (U) ist eine Garbe von Ringen auf dem topologischen Raum V.

Allgemeiner:
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a) ist Prdgarbe

b) ist die Garbeneigenschaft

Beispiel
X topologisher Raum, R ein Ring. Fiir U C X offen sei F(U) = R, 0¥, = idg. Ist F Garbe?
Pragarbe: JA! Garbe nein, falls es disjunkte offene Mengen gibt!

Bemerkung 7.5
Sei V' C A"(k) affine Varietdt, U C V offen.

a) Jede absteigene Kette V3 D V5 D ... von abgeschlossenen Teilmengen von V' wird stationér
(,V ist noetherscher topologischer Raum*)

b) U ist quasikompakt, das heiit jede offene Uberdeckung von U hat endliche Teiliiberdeckung.

Beweis
a) V; =V(1;), I; 1deal in k[V]

Vi2Vipr = Ly 2 1

k[V] ist noethersch = Behauptung
b) Sei (U;)ier offene Uberdeckung von U.

Besitzt (U;) keine endliche Teiliiberdeckung, so gibt es Folge (U, )i=12,. mit U;,,, ¢
?:1 Uij'
Wy := Ui, U;, ist offen in V 4 (W) wird stationér. O
Satz 5

Sei V' C A"(k) affine Varietét.
a) Ou(V) = k[V]
b) O.( D(f) )
——
=Am(K\V(f)

112

K[V]y = k[f](reaso) fiir alle f € k[V]\{0}

Beweis
a) Ist ein Spezielfall von b) fur f = 1.
b) Definiere
a:k[V]y = Ov(D(f))

& oo @e 49) (@ D)

a wohldefiniert: Sei ff = /& In k[V];

= g1 - f% —ga- fH) =0 fiir ein d > 0

fir z € D(f) ist g1(z) f(2)®2 — go(2) f(2) =0

> fo = farn
o injektiv: Sei 45 = 0 fiir alle z € D(f)

=g(zr)=0firalez eV
= f-g=01in k[V]
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§7 Die Garbe der reguldren Funktionen

a surjektiv: Sei g € Oy (D(f))

= fir jedes p € D(f) gibt es Umgebung U, C D(f) und g¢,,h, € E[V] mit g(x) =
28y € U,

Behauptung 1: (E U, = D(h,)

denn: es gibt h, € k[V] mit D(h, ) U,(C
= V(h,) D V(h,) = h, € I(V(h,)) "&° F
= 3d > 0,h € k[V] mlthd h - h

Setze g, = hgy, h = hd h - hy

Dann gilt fiir jedes = € D(hy,) = D(h,)

7.5=D(f)=|D(h)U---UD(h,)| (1) fur geeignete h; :==h,,, 1 =1,...,r
Nach Behauptung 1 ist (E g = ¥ auf D(h;)

Behauptung 2: g;h; = g;h; in k[V] fir alle 4, j

denn: es ist g;h; = gjh; auf D(h;) N D(h;) = D(h;h;)

= h;h;(g;h; — gjh;) =0 in k[V] (¥)

setze §; = gihs, h; = h2. Dann wird aus (¥)

1) = V() =U_, V()= f eIV (h,.... 1) "B fe J(h,... )
= 3d > 0,b; € k[V] mit f¢="_, b;h;

Setze §:=YI_, big; € k[V]

Dan gilt fir alle ¢ = 1,...,r und alle z € D(h;):

g(x) = g;(x) _ g;(@)f(x)’ _ (95 Xiq bihi) () Beh. 2 hy (i bigi) () = g()
hj(z) — hy(z) f(x)! (R f4)(2) hj f*

Proposition 7.6
Seien V' C A"(k),W C A™(k) affine Varietdten. Dann gilt: f : V' — W ist Morphismus < f
stetig und fiir jedes offene U C W und jedes g € Ow (U) ist go f € Oy (f~H(U))

Beweis

«.
=

f stetig nach Bemerkung 6.3. Sei g € Ow(U),p € f~1(U). In einer Umgebung U’ von
P = f(p)ist g(y) = y) fiir geeignete g,y, hy € k[W]. Firz € f~1(U’) ist also g(f(x)) =
gy (f(2))

ho (P Dabei ist
gyof = f*(g,) €k[V]
hyof = f#(h,) € k[V]
. Zu zeigen: fiir i = 1,...,m ist p; o f ein Polynom, wobei p; € k[W] die Restklasse von
Nach Satz 5 a) ist k[W] = Ow (W) = p;o f € Oy (V) = k[V] O
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Definition + Bemerkung 7.7
a) Eine Teilmenge U C A"(k) heiBt quasi-affine Varietdt, wenn U Zariski-offen in einer
affinen Varietdt V' ist.

b) Eine Abbildung f : U; — U, zwischen quasi-affinen Varietiaten Uy, Uy heifit Morphismus
(oder reguldre Abbildung), wenn f stetig ist und fir jedes offene U C U, und jedes
g e OUQ(U) gilt:
go f€O0u(f~1(U))
(hier sei Oy, := Op,, Uy der Z-Abschluss von Us)
CA" (k) CA™ (k)
~~ ~~
c) f: U — Us; ist genau dann reguldr, wenn es regulare Funktionen fi,..., f, auf U;
gibt mit f(x) = (fi(x),...,nn,(x)) fir alle x € Uy

d) Die quasi-affinen Varietiten iiber £ bilden eine Kategorie, die Aff(k) als volle Unterkategorie
enthélt.

e) Eine quasi-affine Varietat heiit affin (als abstrakte Varietat), wenn sie isomorph ist zu einer
affinen Varietéat.

Bemerkung 7.8

Fir f € k[Xq,...,X,] ist D(f) (abstrakt) affin.

Beispiel: n =1, f(z) = z, D(f) = Al(k) — {0}

V= V(XY — 1) C A2(k)
0V — AY(k)

L
i

(x,y) —x
U AN E) — {0} = Vo s (2, 1)

Beweis

Seig=f Xpp1—1€k[Xy,..., X, 1] und V = V(g) C A" (k), V ist affine Varietat, o :
D(f) =V, — (z, ﬁ) ist Morphismus mit Umkehrabbildung ¥ : V'(g) = D(f), (z1,...,xn+
1) = (z1,...,75). O
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§ 8 Rational Abbildungen und Funktionenkorper

k sei wieder algebraisch abgeschlossen

Definition + Bemerkung 8.1
Sei V' C A"(k) (quasi-)affine Varietét.

a) Eine rationale Funktion auf V ist eine Aquivalenzklasse von Paaren (U, f), wobei U C V
offen und dicht und f € O(U) ist. Dabei ist (U, f) ~ (U', f') & floav = [lunv

b) In jeder Aquivalenzklasse gibt es ein maximales Element (Upax, fimax)s Umax =: Def(f) heift
Definitionsbereich der natiirlichen Funktion. V' \ Def(V') heiit Polstellenmenge der
rationalen Funktion.

c¢) Die rationalen Funktionen auf V' bilden eine k-Algebra Rat(V).
d) Ist V irreduzibel, so ist Rat(V') = Quot(k[V]) =: k(V). k(V) heifit Funktionenkorper.

Beweis

a) ~ ist transitiv: Sei (Ui, f1) ~ (Ua, fa), (Ua, f2) ~ (Us, f3) = filvinvenvs = faloinvenus
U1 N U2 N U3 ist (offen und) dicht in V = f1|U10U3 = f3|U10U3 (U4, A5)

b)

Umax = U U
3 €Oy (U)
mit(U, f)€ Klasse
c) fEg,f-gsind auf Def(f) N Def(g) regulér
d) V irreduzibel < I(V) Primideal < k[V] ist nullteilerfrei
Definiere:

_>
'_>

/-\
/\
>
~
S
~—
U

« ist wohldefiniert, weil D(h) dicht (V irreduzibel)

a ist injekiv: v

« ist surjektiv: Sei [(U, f)] € Rat(V), also f € Oy(U) = 3 U’ C U offen, g,h € k[V] m
f = % auf U'. V irreduzibel, also U’ dicht = (U, f) ~ (U, §) ~ (D(h) 7)) = (%) =
(U, f)]

Definition + Bemerkung 8.2
Seien V. W affine Varietéiten.

a) Eine rationale Abbildung f : V --» W ist eine Aquivalenzklasse von Paaren (U, f),
wobei U C V offen und dicht, fy : U — W regular. Es ist (U, fu) ~ (U', f{;) & fulvnv =

forloao:-
b) Rationale Funktionen auf V' sind rationale Abbildungen V' --» A!(k).

c) Jede rationale Abbildung hat einen maximalen Definitionsbereich.

Warnung: V R W -%5 Z ist im Allgemeinen keine rationale Abbildung, denn Def(g) N
f(Def(f)) = 0 ist moglich.
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Definition 8.3
Ein Morphismus f : V — W (von quasi-affinen Varietét) heifit dominant, wenn f(V') dicht
in W ist.

Bemerkung + Definition 8.4
a) Die irreduziblen affinen Varietét bilden mit den dominanten rationalen Abbildungen eine
Kategorie.

b) Die Isomorphismen in dieser Kategorie heiflen birationale Abbildungen.

Explizit: f : V --» W birational < dg : W --s V| sodass g o f und f o g die Identitat auf
ihren Definitionsbereichen sind.

c) ,birational® lasst sich auch fiir reduzible Varietéten definieren.
Beispiel 8.5 1
s 9 f: Vo = AYk), (z,y) —
a) Sei V=V (X,Y) C A%(k), g: Alk) - Alk), N
go fist auf f~1(D(g)) regulir. Das ist nicht dicht in A'(k)!

} beide dominant

8= 8

-\ - 2
’ Al (]f) ist rationale Abbildung mit
’ (:UU;; = (5 7) &

T’y

b)

Def(0) = A%(k) — V(XY)

02 = idpet(s)

o: AYk) — V, r +— (2?,23) bijektiver Morphismus
TR Vo AYE), (z,y) — Y ist rationale Abbildung
 ist birational (¢ auch!)

¢) V=V(?-X?)

Beweis
a) Sei f:V --» W und g : W --» Z dominante rationale Abbildung. Dann ist f~(Def(g)) C
V nichtleer, offen und damit dicht = g o f ist rationale Abbildung V --+» Z

Bild(g o f) = g(f(Def(f))) ist dicht in Z. O

dicht in W

Proposition 8.6
Sei f : V — W Morphismus affiner Varietiten und f# : k[W] — k[V] der zugehérige k-
Algebren-Homomophismus. Dann gilt:

f# injektiv < f dominant

Folgerung 8.7
Jede dominante rationale Abbildung f : V --» W zwischen irreduziblen affinen Varietidten
induziert einen Kérperhomomorphismus

k(W) — k(V)

Satz 6

Sei k algebraisch abgeschlossener Korper. Dann ist die Kategorie der irreduziblen affinen Va-
rietdten Uber k mit dominanten rationalen Abbildungen dquivalent zur Kategorie der endlich
erzeugten Korpererweiterungen von k mit k-Algebrenhomomorphismus.
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Beweis
Die Zuordnung V — k(V), f — f# ist Funktor. Zu zeigen bleibt:

i) zu jeder endlich erzeugten Korpererweiterung K|k3V mit k(V) = K
i) f > f# ist Projektion ® : Rat(V, W) — Homy(k(W), k(V))
Beweis:
i) Seien gi,..., g, Erzeuger von K iiber k, sei A := k[g,...,gs]. Dann ist K = Quot(A)
Sei ¢ : k[X1,...,X,] = A gegeben durch ¢(X;) = g; und V := K (Kern(yp))
=V C A™(k) ist affine Varietét mit k[V] = A
=k(V)=K
ii) ® injektiv: Seien f,g:V --» W mit f# = g#. Wahle U = D(h) C Def(f) N Def(g) offen,
affin. f|y und g|y sind Morphismen U — W.
Die induzierten k-Algebren-Homomophismen g%, fi : k[W] — k[U] C k(V). Es gilt:
i = o
O surjektiv: Sei o : k(W) — Ek(V) k-Algebren-Homomophismus. Wéihle Erzeuger

g1, -+, gn von k[W] (als k-Algebra). Fiir jedes i = 1,..., n ist a(g;) rationale Funktion
auf V.

Da V' irreduzibel, ist N, Def(a(g;)) offen, affin (fiir geeignetes g € k[V]). Nach
Konstruktion induziert « einen k-Algebren-Homomophismus

a:k— OyU) = kU]

e f# fiir einen Morphismus f : U — W

Aulerdem U dicht in V = (U, f) ist rationale Abbildung (f ist dominant, da f#
injektiv, dann o Homomophismus zwischen Korpern) U
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Projektive Varietaten

§ 9 Der Projektive Raum

Definition 9.1
Sei k ein Korper, n > 0
P" := {Geraden durch 0 in k"™'}

Bemerkun

P (k %1 \ {0}) ~, Aquivalenzklassen, wobei (zq, ..., z,) ~ (Yo, ..., Yn) genau dann, wenn
Y Yn) 8

ein )\ € k \ {0} existiert, sodass A\ - z; = y; fir i =0,...,n)
Beispiel
0) n = 0: P°(k) hat genau einen Punkt
1) n=1:PYk) = kU {oo}
2) k=R, n=1:P(R)=5"/{+1}
n = 2: P2(R) ,Kreuzhaube“ (nicht orientierbare geschlossene Fliche)
3) k=C: PY(C) £ CU {o0}
4) k =Tq,n = 2: P?(Fy) hat 7 Punkte

Schreibweise: Die Klasse von (x, ..., x,) wird mit (zo : ... : x,) bezeichnet.

Bemerkung 9.3
Firn>1lundt=1,...,n sei

Up={(zo:...:2,) € P"(k) : z; # 0}
a) U, ist wohldefinierte Teilmenge von P"(k) und 6 U; =P*(k)

i=0
b) o { (@o: .. @) > (T, @zt s sy 1stDijektiv
Umkehrabbildung: L - Z
v kKt — U
Y1y Un) = (1o iy Loy s oo 2 Yn)
_ PY(k) - U; — P k) e 1
¢) ¢i: { (xo:.o.imp) = (To:...iTiq i Tipy ... Typ) ist bijeltiv
Umkehrabbildung:
(i) = (e i1 0i s yn)
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Projektive Varietdten

Beweis
b)

Qiowi(yla--wyn) = Qi(yl3-~~3yiiliyz’+1i-~3yn)
- (ylv"‘vyia"'7yn)
inQi($1:...I$n) — wz(%,’x;zl’m;t1’7%>
(i—o%lm;i Zu) ~ (1

Folgerung 9.4
P (k) = A™(k)UP (k) = k"Uk™TUP2(k) = ... = k"Uk" U .. UKU{0}
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§10 Varietaten in P™(k)

§ 10 Varietiten in P"(k)

Bemerkung 10.1
Sei f € k[Xo, ..., X,] homogen vom Grad d > 0.

a) Fur (zog,...,z,) € k" und X € k gilt:
fAzo, ..., zn) = M- fzo, ..., 2,)

b) f hat wohlbestimmte Nullstellenmenge V' (f) C A"(k)

Definition 10.2
Eine Teilmenge V' C P"(k) heiit projektive Varietdt, wenn es eine Menge F' C k[Xo, ..., X,]
von homogenen Polynomen gibt mit V' = {x € P*(k) : f(z) = 0Vf € F'}

Beispiel 10.3
a) V(Xo,...,X,) =10
b) Hi = V(X,), =P = P"(k) — U,
H; heiit Hyperebene
c) V(XoX; — X2) C P*(k) projektive Varietét
VinUo=V(Z - (%)2) C Up,="A?(k)
= V(y — z?) Parabel
VNU,=V(22 —1) C Uy = A%(k)
= V(zy — 1) Hyperbel

Warnung: Ist V C P"(k),v # 0, so ist
Iy(V) :={f € k[Xo,...,X,] : f homogen, f(z) = 0Vz € V}

kein Ideal!

Denn: ist f € Io(V),deg(f) > 1= f? € IH(V), aber f + f? ist nicht homogen.

Definition 10.4

a) FirV CP"(k)sei [(V) C k[Xo,...,X,]dasvon Iy(V) = {f € k[Xy,...,X,] homogen, f(z) =
OVz € V'} erzeugte Ideal. I(V') heifit Verschwindungsideal.

b) Ein Ideal I C k[Xy,..., X,] heit homogen, wenn es von homogenen Polynomen erzeugt
werden kann.

¢) Fir ein homogenes Ideal I C k[X,, ..., X,] sei
V(I):={x € P"(k) : f(x) =0 fiir alle homogenen f € I}

Definition 4+ Bemerkung 10.5
a) Ein Ring R heifit graduiert, wenn es eine Zerlegung R = @32, R4 gibt mit abelschen
Gruppen Ry, sodass RyR. C Ry, fiir alle d,e > 0

b) Eine k-Algebra S heifit graduiert, wenn S = @32, S, graduierter Ring ist und Sy = k.
Dann ist jedes Sy ein k-Vektorraum.

c) Die Elemente von R, heiflen homogen vom Grad d.

d) Ein Ideal I C R heifit homogen, wenn es von homogenen Elementen erzeugt werden kann.
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e) I homogen < I = @32 ,(INR) < fir jedes a € I,a =Y a4, ag € Ry ist ag € I fiir jedes
d=0,...,n

f) Ist I C R homogenes Ideal, so ist R/ T graduierter Ring mit (R/ 1= Pa/y N Ry

g) Summe, Produkt, Durchschnitt und Radikal von homogenen Idealen ist homogen.

Beweis

e) , &=V

»,="“: Seien (a;);c; homogene Erzeuger von I, a; € Ry, sei a € I beliebig, schreibe

n
a= Yy ra,mtr;,€ R. Seir,= Y rjgmitr,g € R
d=0

endl.
n
= T;a; = Z Ti,dQ; = nr;a; € @ (Rd ﬂ[)
d=0 “~—~~ d>0
6[ﬂRd+di
= a€ ®@RsNI)
d>0

f) T dE:Bo I'n Ry / I ist surjektiver Homomorphismus.

rmodl N R; +— rmodI[

Sei i rgmod/ NR; € Kernm < > ry € ko rq € I fur alle d
d=0

=ry€ RgNIVd= Y rqymodI N Ry =0 in éRdlﬂRd
d d=0

= 7 injektiv = 7 ist [somorphismus.
g) Seien Iy, I, homogen mit homogenem Erzeuger (a;)ics bzw. (b;)ics.
e [, + I, wird von den a; und den b; erzeugt.

e [i - I, wird von den a;b; erzeugt.
[o.¢]

. é((h NI)NRy) = D (LN Re) N ([N Ry)) = ?(I1 N Ry) N ?([2 NRy) =1 N1

Sei I homogen, = € VI, schreibe z = Zn: 4.
d=0

Zu zeigen: xq € /1 fir alle d
reVI=3Im>1mitam el

n
™ = (Y xg)™ = x"+ Terme niedrigeren Grades
d=0

:>x;”€]:>xn€\/7:>x—xn€\/7
Il—d'>:cd€ VT fiir jedes d O

Bemerkung + Definition 10.6
a) Fir jede Teilmenge V C P"(k) ist I(V') ein Radikalideal.

b) Die projektiven Varietiaten in P"(k) bilden die abgeschlossenen Teilmengen einer Topologie
auf P"(k). Diese heiit Zariski- Topologie.

c) Eine projektive Varietat V' C P™(k) ist genau dann irreduzibel, wenn I(V') Primideal ist.

d) Jede projektive Varietit besitzt eine eindeutige Zerlegung in endlich viele irreduzible Kom-
ponenten.
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Beweis
a) Zu zeigen: \/I(V) C I(V)

Sei f € m homogen, m > 1 mit f™ € I(V)
= fM(z) =0z eV

= f(x) =0z eV

= fel(V)

\/T homogen
—

(V) cI(V) U

Definition + Bemerkung 10.7

Sei V' C P"(k) projektive Varietat, V' # 0

a) V= {(z0,...,2n) € A" (k)|(zo : ... xz,) € VIU{(0,...,0)} heift affiner Kegel iiber
V.

b) V ist affine Varietéit.

Genauer: ist V = V(1) fiir ein homogenes Ideal I C k[ Xy, ..., X,], so ist V die Nullstel-
lenmenge von I in A" (k)(Vog(1))

c) I(V) =1(V), falls k unendlich

Beweis
¢) Fir homogene Polynome f € k[ X, ..., X,,] gilt:

fel(V)s fel(V)

Zu zeigen: 1(V) ist homogenes Ideal

Seialso f € I(V), f=X%, fi, fi homogen vom Grad i. Fiir jedes z = (2o, ..., 7,) € V und
jedes A € kist (A\zq, ..., \x,) €V = 0= f(Axg,..., \z,) = 2L N fi(w) fiir jedes A € k

Funetdl Jieses LGS ist nur durch f;(z) = 0 fiir alle i 1osbar = f; € I(V) -

Proposition 10.8 (Projektiver Nullstellensatz)
Sei k algebraisch abgeschlossen, n > 0,1 C k[Xj,..., X,] homogenes Radikalideal. Ist [ #
(Xo,...,Xn),s0ist I(V(I)) = 1.

Beweis

Ist I = k[Xo,...,X,], soist V(I) = 0, also I(V(I)) = k[Xo,...,X,]. Ist I # k[Xo,...,X,]
homogen, so ist I C (Xo, ..., X,).

Sei Vig(I) € A™"(k) die affine Nullstellenmenge, und V' = Vj5(1) € P*(k) die projektive
Nullstellenmenge von I =V = Vg([I)

Dann ist (0,...,0) € Vog(I), aber {(0,...,0)} # Vig(1). Fir (zo,...,2,) € Vag(1)\ {(0,...,0)}
ist (zo,...,2,) € V = V # 0. Nach Bemerkung 10.7 ¢) ist I(V) = I(V) = I(Vag(I)) "= T O

Definition 10.9
Sei V' C P"(k) projektive Varietét, I(V') C k[Xo, ..., X,] das Verschwindungsideal. Dann heift

K[V] = k[Xo, ... aXn]/[(V) homogener Koordinatenring zu V.
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§ 11 Homogenisieren und Dehomogenisieren
Definition + Bemerkung 11.1
Sei k ein Korper, n > 1
kX1, X — E[Xo, ..., X,

a) H: d d »
) f=$ g 3 AXE
genisierung.

{ k[Xo, ..., X,]

(f; homogen vom Grad i, f; # 0) heifit Homo-

(X, ..., X,

b k
f(, Xy, .., X,)

) D : heiit Dehomogenisierung.

c) DoH =1id

d) Fir jedes homogene F € k[Xy, ..., X,] sei v = v, (F) mit F = X4 - F wobei Xg 1 F.
)

e) D ist k-Algebren-Homomophismus. Im Allgemeinen:

H(f+g) # H(f)+ H(g)
H(f-g) = H(f) H(g)

Beweis J J A J

c) Sei f = Zfl- €k[Xy,...,X,]| = H(f) = Zj;—Xg‘Z = D(H(f)) = Zfi = f

d) F ist homogen. Schreibe F = e osz “tmit f; € f[X,..., X, homogen vom Grad 1.
ﬁ#0mewF:DW) D(F) =i f; = H(D(F)) = ¥y ,X§ " = F

e) Sei f =0 fig=S"09 = [-9=St0(C0 fig—i) = H(f-9) = L5 Zf o figk— 1X‘”e *

H<f)H(9) = (Z?:o fiX((Ji l)'(ZE:OQng Z) = ngS( 1 oszg ng zXo ) Zd+e i:O fz’gkfngJre_'
|

Proposition 11.2
Sei P*"(k) = U, U;, U; = D(X;). Mit der Zariski-Topologie von P"(k) ist U; homomorph zu
A" (k).

Beweis
Ei=0
Zeige:
Uy — k" k" — Uy
=0 > @ dop:
e:=2e {(xo,:...::vn) =B ) unee {(xl,...,a:n) = (Lixyoixy)

sind stetig
o stetig:
Zeige: o (V) = ¢(V) ist abgeschlossen fiir jedes abgeschlossene V' C A" (k)
Sei V' = V(I) fir ein Ideal I C k[X3,...,X,], selen fi,..., f, Erzeuger von I = V =

NV = (V) = 0 V()

Also Er=1,d. h. V=V(f) fir ein f € k[X1,...,X,]

Behauptung:  o(V(f)) = V(H(f)) N Uy

denn: Sei f =% fi, v = (v1,...,2,) € V(f) & fiir gp( )= (1 L xy,) gilt
0=H(f)(p(2)) = Lo iXo (Lo s ... oan) = i filz) = f( )
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@ stetig:
Wie oben geniigt es zu zeigen, dass o(V(F) N Uy) = V(D(F)) fir jedes homogene F €
k[ Xo, ..., X,
denn: (xg:...:x,) € o(V(F)NUy)
SrgA0und Flzg:...:2,) =0
0=F(1,2,... )
0=D(F)(2,....52) = D(F)(o(xo: ... 1)) O

Definition 4+ Proposition 11.3

Sei k algebraisch abgschlossen.

a) Fur ein Radikalideal I C k[X1,...,X,] sei I[* das von den H(f), f € I erzeugte Ideal.
b) Es gilt o(V (1)) =V (I*)N Uy

c) p(V(I)) =V (I*) (Zariski-Abschluss von P™(k))

alternativ: V(I) = V(I*)

V(I) Zariski-Abschluss in P"(k), identifiziere dabei A"(k) mit p(A"(k)) = Uy C P"(k)
Beweis
c) ,C“ Vv
,2% Sei V' C P"(k) abgeschlossen mit V(1) C V. Sei V = V(J) fir ein homogenes Ideal
J C k[Xo, ..., X,]
Behauptung: J C I* (denn dann ist V =V (J) 2 V(I*))
denn: Sei F' € J homogen, x = (y1,...,y,) € V(I). Dann ist Dehomogenisierung

beziiglich zo: Do(F)(z) =0 (weil p(x) € V C V(F))

= Dy(F) € I(V(I)) "B

F=HyDo(F)) el X" Fer=gcr O

Beispiel

V={(z,2%,2%) CA3k):z €k} =V(y — 2% 2 — 2%)
V # V(zoy — 2%, 232 — 23) (Ubung)

Definition 4+ Bemerkung 11.4

a) Eine Teilmenge W C P"(k) heifit quasi-projektive Varietdt, wenn W offene Teilmenge
einer projektiven Varietat ist.

b) W quasi-projektiv < es gibt V' C P"(k) abgeschlossen und U C P"(k) offen, sodass W =
VU

c) Die Zariski-Topologie auf einer quasi-projektiven Varietit besitzt eine Basis aus (abstrakt)
affinen Varietaten.

d) Jede quasi-projektive Varietét ist quasikompakt.

Beweis

c) Sei U C W offen. Fir ¢ = 0,...,n ist U N U; offen in U; N W und damit in der affinen
Varietdt U; N W (Zariski-Abschluss in A"(k) = 0;(U;)).
Nach Bemerkung 3.6 ii) bilden die D(f), f € k[V;], eine Basis der Zariski-Topologie auf V;.
D(f) ist (abstrakt) affin nach Bemerkung 7.8.

d) W NU; ist quasi-kompakt fiir jedes ¢ nach Bemerkung 7.5 b) = W ist auch quasi-kompakt.
O
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§ 12 Regulire Funktionen

Bemerkung 12.1
Sind F,G € k[Xy,...,X,] homogen, deg(F) = deg(G), so ist & wohldefinierte Funktion auf
D(G) =P"(k) — V(G).

Beweis
klar! O

Definition 12.2
Sei W C P"(k) quasiprojektive Varietét, f : W — k Abbildung.

a) f heiBlt reguldr in r € W, wenn es eine Umgebung U, C W von x gibt und homogene
Polynome F,G € k[X, ..., X,] mit f(y) = £(y) fiir alle y € U, (insbesondere U, C D(G)).

b) f heiBt reguldr, wenn es in jedem x € W regulér ist.
Bemerkung 12.3

Eine Funktion f : W — k (W C P"(k) quasiprojektiv) ist regular < f|y,nw = f o ¢; regular
fir i =0,...,n wobei

©; A"(k) — U; C P*(k)
(X1, oyxp) = (wr:.ixig i liag ot xy,)
(.T(],...,Li’i,...,ﬂfn) — (l’oi...lxl',l212.’171'+12...Z£En>
Beweis
= SeizeWNU,, f = g in Umgebung U, von z, (E U, C U;.

= foyp, = gzgz = gzgg; auf U, = f o ¢; reguldr im Sinne von Definition 7.2.

,&=“ Seiw € WNU;, f =7 in einer Umgebung U, C U; von x, g,h € k[X, ... X, , Xl

Sei G = H,(g), H = Hy(k). Ist deg(G) < deg(H), ersetze G durch G = G - Xideg(H)_deg(G)

= % ist reguldre Funktion im Sinne von Definition 12.2 auf U, und f = % auf U,. O

Definition 4+ Bemerkung 12.4

Sei W C P"(k) quasiprojektive Varietét.

a) Fir U C W sei Ow(U) :={f: U — k|f regular}.

b) Ow (U) ist k-Algebra.

c) U Ow(U) ist Garbe von k-Algebren.

Satz 7

Sei k algebraisch abgeschlossen, V' C P"(k) projektive Varietét.

a) Ist V zusammenhéngend, so ist Oy (V) = k.
b) Sei F' € k[Xy,...,X,] homogen, deg(F) > 1, F ¢ I(V'). Dann gilt

Ov(D(F)) 2 k[V]r) = {}i : G € k[V] homogen, deg(G) = rdeg(F)}
(homogene Lokalisierung)

Beweis

b) Definiere: ¢ : k[V]r) = Ov((F)), & — (z — =(z))
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1 ist wohldefinierter k-Algebren-Homomophismus.

¢ injektiv: Ist 2 (z) =0 fiir alle € D(F), so ist D(F) C V(G) = F -G =0 auf ganz V,
das heiBt F'- G € I(V) = & =0 in k[V]r)

¢ surjektiv: Sei h € Oy (D(F))
Fir i = 0,...,n mit D(F) NU; # 0 ist h o ¢; regular auf D(F) NU; = D(f;), wobei
£, = Dy(F) *222 Suin 3 hop; = € k[Xo,..., Xy, ..., X,] und ein r; > 0.

FT el, (E r; = 1 (sonst ersetze F' durch F") =

Auf D(F) N U; NU; ist =iy = F?}gjj, also GiFX] =GFX{' =0

Homogenisiere beziiglich X ;- erhalte
FX
GiFX7 "' X; — GiFX{" X; =0 in k[V] (%)
Fe(Xo,.... X,
= Im > 1 mit F™ e (X, ..., Xt
Das heifit Ft! = Z H,FX&t H, € k[Xo,...,x,] homogen. Setze G := iHiGiXi

= FGX; = 3 HFXHGx; 2 z HFXYGX, =G FX7
1=0 i

= Auf D(F)NU; ist%:(;——ho%éh v (#5)

FX
a) (E V irreduzibel
denn: Sei V = Uj_, V},Vj irreduzibel. Ist hly, = c; konstant fiir jedes j, so ist ¢; = ¢; falls
V;NV; # 0. Da V zusammenhéngend ist, ist i konstant.
Sei also V irreduzibel, f € Oy (V) 222 I(V) ist Primideal, also k[V] nullteilerfrei, sei also
L := Quot(k[V])
Sei fi = flvru, € Ov(UNU;). Falls VNU; # 0, soist f; = )f{}_ (nach Teil b)) fiir ein

homogenes G; € k[Xy, ..., X,] vom Grad d;.

i

d = fel.
XJ
Behauptung 1: f ist ganz tiber k[V]
Dann gibt es ein m > 1 und ay, . .., a,,—1 € k[V], so dass
m—1 .
O I
m—1
Gl o+ Y oa GLXECD =g
- §=0 _,—/
deg=d;-m deg=d;j+d;m—d;j=d;m

= (B a; € k fir alle j

= f algebraisch tber k koly gbe fek

Bew. von Beh. 1: Sei d := Z d; und k[V], die homogenen Elemente vom Grad d.
i=1

Behauptung 2: k[V], - f7 C k[V], fiir alle j > 0
Dann ist insbesondere X¢ - f7 € k[V] fiir jedes j > 0

= k[V][f] ist in einem endlich erzeugbaren k[V]-Modul enthalten = k[V][f] ist selbst endlich
erzeugter k[V]-Modul (da k[V] noethersch ist)
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= f ist ganz tber k[V]

Bew. von Beh. 2: k[V]; wird erzeugt von den X{f’ <o X mit i ji=d= 3 d;.
i=1 i=1

Es gibt also ein ¢ mit j; > d;

= XL X G =X XL XIG; e k[V]y =  Beh. 2

Xt Ind. iiber j
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§ 13 Morphismen

Definition + Bemerkung 13.1
Seien V' C P"(k), W C P (k) quasiprojektive Varietaten.

a) Eine Abbildung f : V — W heifit Morphismus, wenn es zu jedem x € V eine offene
Umgebung U, C V und homogene Polynome Fy,...,F, € k[Xo,...,X,] vom gleichen

Grad gibt, sodass f(y) = (Fo(y) : ... : F,(y)) fir jedes y € U,
b) f ist genau dann Morphismus, wenn fir alle ¢ = 0,...,n und j = 0,...,m mit U;; :=
ffwnu;) u,; - Uy — W N Uj ist Morphismus von quasiaffinen Varietéiten

¢) Die Morphismen V' — A'(k) entsprechen bijektiv den reguliaren Funktionen auf V.
d) Morphismen sind stetig
e) Die quasiprojektiven Varietdten iiber k bilden mit den Morphismen eine Kategorie Var(k)

Beispiel 13.2
1) Sei k unendlicher Kérper.

. P2(E)\{(0:0:1)} — PYk)
Sei f:
(xo:my:x2) — (T0: 1)
f ist Morphismus.
Behauptung: [ lasst sich nicht fortsetzen zu Morphismus f : P2 — P!

denn: f~(1 : 1) ist abgeschlossen in P2, enthélt alle (A : X\ : 1) € P2 : X\ # 0 Das ist
unendliche, also dichte Teilmenge von V (X, £ X))

(0:0:1) e V(Xo—X1)NV(Xo+ X1)4
2) Sei B =V (XoX?— X} + X2X))
ENnUy = V(y? x—l—a:)mlty——?x o
Sei f: E\{P} = PYk), (z0: 1 : 22) —
P,=(0:0:1)eFE
Behauptung: f lasst sich in P, fortsetzen.

Seif(l‘o::cl:xg);:{ (20 = 21) 7(x0:x13372)z((1)§82(1))ip2

(22 : 22+ x1m0)  , (T0: 1t To)

(2o 21) :

=:P
f ist wohldefiniert, denn fir (zg : 1 : 23) € E\ { Py, P2}

#0, weil aus x§+x1z0:o folgt: x1=0
also muss auch x2=0, d.h. P=P,

(zo : 1) = (zo(x3 + 2120) : 21 (22 + 2120)) = (23 2 2y (224 2170)) = (23 : 23+ 7120), 71 # 0

da sonst P = P, oder P = P,

Beweis (Beweis von Bemerkung 13.1)
b) (E’i:O,ZL‘EUoj

= Sei f(y) = (Fo(y) : ... : F(y)) in einer Umgebung U, C Uy von x.
=>f(y)=(Fo(11y1---- ) Fn(logy:oiyn)) = (fo(y) o2 fnly)) =
(fo(y) fi-1(y)  fi+1() ))

Fi) 0 fiy) 0 fi() ""’fg()

fi = Do(F;) = f ist Morphismus von quasiaffinen Varietéten.
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L= Sel f(y) = (fi(y), .-, fm(y)) (fir y € Uy) mit fi = &, gi, by € k[Xq, ..., X,)]
Sei G; := Hy(g;), H; = Ho(h;) (Homogenisierung beztiglich Xj)
Fiir geeignete Exponenten ist dann:

fy) = (Hi(y) ... - Ho(y) - X5° : Gi(y) - Hi(y) - - Ho(y) - Xg' o0 Goly) - Hi(y)
D Hy 1 (y) - X§7) =

Bemerkung 13.3
Seien VW quasiprojektive Varietdten, f : V' — W Abbildungen. Dann gilt: f Morphismus
& f stetig und fiir jedes U C W offen und jedes g € Ow (U) ist go f € Oy (f~H(U))

Beweis
,=“: f stetig nach Bemerkung 13.1 d)

Nach 13.1 ¢) ist g : U — A'(k) Morphismus.
= go f: f1(U) — A'(k) Morphismus 1219 g o f regular
,<": Folgt aus 13.1 b) und Bemerkung 7.7. U

Bemerkung 13.4
Sei f : P*(k) — P™(k) Morphismus. Dann gibt es homogene Polynome Fy,...,F,, in

k[Xo, ..., X, mit f(x) = (Fo(z):...: Fy(z)) fur alle x € P*(k)
Beweis
Ubung? O
Beispiel %3.?
. . . . PY k) — PYk) . .
Dann ist die Abbildung ¢4 : (wo:21) = (cor+do : azy + bay) ein Isomorphismus, Um-

kehrabbildung ¢ -1

Definition 4+ Bemerkung 13.6
Sei V' C P"(k) quasiprojektive Varietét, k algebraisch abgeschlossen.

a) Eine rationale Funktion auf V ist eine Aquvalenzklasse von Paaren (U, f), wobei U C V
offen, dicht, f € Oy (U). Dabei ist (U, f) ~ (U', ') = fluno: = 'l

b) Ist V irreduzibel, so bilden die rationalen Funktionen auf V' einen Korper, den Funktio-
nenkorper k(V).

c) Ist V irreduzibel, so ist k(V') = Quot(k[U]) fir jede offene, dichte, affine Teilmenge U C V.

d) Ist V irreduzibel und projektiv mit homogenem Koordinatenring k[V], so ist (V') = {g €
Quot(k[V]) : f, g homogen vom gleichen Grad} =: Quot,(k[V]).

Beweis

c) Sei U C V offen, dicht, affin.
a: Rat(V) — Rat(U), [(U", /)] = [(U' N, floaw)]
« ist injektiv nach Definition der Aquivalenzrelation.

« ist surjektiv, weil U dicht in V ist.
Nach 8.1 d) ist Rat(U) = Quot(k[U]).
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Rat(V
d) 5 : [(El%)((g),)x s g(xm ist bijektiver Homomorphismus von k-Algebren. [J

Definition + Bemerkung 13.7
Seien V, W quasiprojektive Varietédten

a) Eine rationale Abbildung f : V --» W ist eine Aquivalenzklasse von Paaren (U, f) wo
U C V offen, dicht und f : U — W Morphismus.

b) Eine rationale Abbildung f heifit dominant, wenn f(U) C W dicht ist fiir einen Vertreter
(U, f) der Klasse (und damit fiir jeden).

¢) Die Zuordnung V + k(V') induziert eine Aquivalenz von Kategorien

irred. quasi-proj. Var./k o endl. erz. Korpererw. K|k
+dominante rat. Abb. +k-Alg-Hom.
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§ 14 Graflimann-Varietiaten

Definition + Bemerkung 14.1

Sei k ein Korper, n > 1, V ein n-dimensionaler k-Vektorraum. Fir 0 < d < nsei G(d,n)(V) :=
{U C V : U Untervektorraum, dimU = d}. Speziell G(d,n) := G(d,n)(k™)

Jeder Isomorphismus V' — k™ induziert eine Bijektion G(d,n)(V) — G(d,n)

Beispiel

1) G(0,n) und G(n,n) sind einelementig.

2) G(1,n) =P (k)

Bemerkung 14.2

Fir jedes d = 0,...,n gibt es eine ,natiirliche* Bijektion G(d,n) — G(n — d, n)

Beweis
Sei V* = Homy(V, k) der Dualraum von V.

Die Abbildungen

G(d,n) — Gn—d,n)(V*)
U — {leV*:UCKern(l)}
N Kern(l) < U*
leU*
sind zueinander invers. O
Einschub 14.3
A? sei k-Vektorraum mit Basis e, N...Ney, firallel <i4; < ... <1y < n wobeie,..., e,

einen Basis von V sei. AV ist (Z)—dimensionaler k-Vektorraum.

d d
Die Abbildung A = A4 : (e e‘-/) : é\ev A hew) ist multilinear und alternierend.
iy €iy a NN ey

Dann: (vy,...v,) — 7

" (Ul,...,Ud) — Z (_1)sign(a)ei1 /\.../\eid ')\11'1 ')\21'2 "“)‘did
1<i1<..<ig<n
v; = Z )\ijei o€Sy .
i=1 = Z €y FANAN €iy * Z (_1)51gn(a))\0(1)i1 Cot )\a(d)id
1< <...<1g<n 0ESy

a) AV ist (Z)—dimensionaler k-Vektorraum mit Basis
{eil/\.../\eid 1<y <...<id§n}

b) V& — AV, (v1,...,v,) = v1 A ... A g ist multilinear und alternierend.

Bemerkung 14.4
Die Abbildung ¥ : G(d,n)(V) — P(AV),U s [u; A ... A ug] ist wohldefiniert und injektiv,

dabei sei uq, ..., uq eine Basis von U.

Beweis

Sei vy, ..., vq weitere Basis von U. Dann gibt es A € GLg(k) mit A-u; =v;,i=1,...,d.
d d

S0 A AV = Y aui A A Y agiu = det(A)ug AL A ug
i=1 i=1

= ¥ wohldefiniert

U injektiv:
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EAEH»lV

Behauptung: U={veV :ivA(uA... \Nuyg) =0}
Beweis der Behauptung:

VA (ug Ao Aug) =0 S vuyg, ... ug lin. unabh. < v € (uy, ..., ug) =U 0

Definition + Bemerkung 14.5
Sei d > 2 und w € AV

a) w heifit total zerlegbar, wenn es linear unabhédgige Vektoren vy,...,vz in V' gibt mit
w=vN...N\vg.
b) |w] € Bild(V) < w total zerlegbar
c¢) Die Abbildung ¢, : V — AV, v+ v A w ist linear.
d) Fiir v € V gilt: v € Kern(ip,) < 3’ € AV mit w = v Aw’
)

e) Fir unabhéagige vq,...,v, € V gilt:

v1, ..., € Kern(p,) < 3w € AV mit w € v AL A v A u

f) dim(Kern(p,)) <d
g) dim(Kern(y,)) = d < w total zerlegbar

Beweis

b) und c) klar

d) ist Spezialfall von e)

f) und g) folgen aus e)

) Erganze zur Basis vy, ..., Uk, Ug11, ..., v, von V. Schreibe w = > Aiviy Ao Ay,

1<i1<.ig<n

1=(i1,48q))

(S

Fir j =1,..., k ist nach Voraussetzung

OZQOw(’Uj> :WUjZZAzUil/\~--/\Uid/\Uj
2
:Z)\Zvil/\"'/\vid/\’l}j
i

j€i

= \; # 0 hochstens wenn {1,...,k} C {iy,..., 44}
w = > AVLA ANV ANV N AN

i=(1,. ki 150y
k<ip41<..<ig<n

= A AU A > AiVig oy Ao Ay, [

k<ip1<..<ig<n

=w/eNiI—kV

Proposition 14.6
Bild(V) ist Zariski-abgeschlossen in P(A?V), das heifit W ist eine Bijektion von G(d, n) auf eine
projektive Varietat.
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Beweis
Fir w € AV ist ¢, : V — AV linear. Sei L, die Abbildungsmatrix von ¢, beziiglich der

Basen ey,...,e, und e;; A ... Ae;,. Sei L, = (ll(;u))]ﬂ ,,,,, n o lijt AV — k ist linear (1)

(Die l;; heifien Pliicker Koordinaten auf AV)
[w] € Bild(V¥) < dim(Kern(y,,)) > d < Rang(L,) <n—d
< Jede (n —d+1) x (n —d+ 1)-Untermatrix von L hat Determinante 0
Diese Determinanten sind homogene Polynome f;; vom Grad n —d + 1 in den [;;(w) (|I| =
J=n—d+1,1c{1,....(3)},Jc{l,....,n})
= Bild(V) =V (f1;: |I| = |J] =n —d+ 1) ist abgeschlossen. O

Proposition + Definition 14.7
Firn>1und 1 <d<nsei

Fun(k) = {(w,v) € P(A%™) x k" : w = U(U) € Bild(V),v € U}

) Fan(k) ist quasiprojektive Varietét.

) Tam =7 : Fan(k) = G(d,n), (w,v) — w ist surjektiver Morphismus.
c) Fir jedes w = U(U) € G(d,n) ist 7} (w) =U C {w} x k"

d) Fan(k) heiit tautologisches Biindel.

a

o

Beweis =w
a) Esist U={v ek :vA(ugA... \Nug) =0} = Kern(p,) = {v € k" : L,v =0}
= Fan(k) ist die Menge aller Paare (w,v) mit fr;(w) = 0 fir alle I, J wie oben und

o1 lij(w)v; =0 O
Beispiel
d=1: Fink) ={((z1: ... x0), (Y1, yun) EPHE) X K™t (y1 +ooniyn) = (215 ..

x,) oder (y1,...,y,) = (0,...,0)}
Gleichungen: y;x; = y;x; fir alle 4, j, konkret n = 3,w = (21 : x2 : z3)

ko — A%K3

: Basis e A ey, e1 Aes,ea Ae
Puw v o= v Aw ( 1 2,€1 3, €2 3)
(61) = 61(1’161 + xoe9 + 1’363) = Toe1 N\ ex + T3e1 N ej
vwl(e2) = ea(wreg + xoeg + xze3) = —x1€1 Aeg + z369 Aeg
(63) = 63(1‘161 + x9€9 + 1’363) = —x1e1 A €3 + Toto N €3

o —Iq 0
= L,= 123 0 —I1
0 xT3 —XT9

(0 Toyr — T1Yy2 = 0
L,y | =06 2391 —21y3 =0

Y3 T3Y2 — Tays = 0
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§ 15 Lokale Ringe

Definition 15.1
Sei k ein Korper, V' quasiprojektive Varietét iiber k, x € V.

a) Ov, = {[(U, f)]~ : U offene Umgebung von z, f € Oy (U)} mit
(u, [) ~ (U f1) & flunor = f'lorwr

Oy, heifit lokaler Ring von V in z.
b) Die Elemente von Oy, heiflen Keime von reguldren Funktionen. Schreibweise: (U, f). =: f,

Beispiel

V=AY k),z=0

U offen = U = A (k) — {z1,..., 2.}, # 0

feOvWU)= f=Fauf h(y) #0firy #xz; (i=1,...,n)

= Opryo = {1 : 9, h € k[X], h(0) # 0} = k[X](x) mit der Notation (R Ring, p Primideal)

Rp:{Z:aeR,beR\p}

p - R ist das einzige maximale Ideal in R,.

Bemerkung 15.2
Seien k, V, x und Oy, wie in 15.1.

a) Die Abbildung ¢, : Ov, — k,f, — f(x) ist surjektiver k-Algebra-Homomophismus
(,,Einsetzungshomomorphismus®).

b) Oy, ist lokaler Ring mit maximalem Ideal m, = {f, € Oy, : f(z) = 0} = Kern(g,).
Beweis
a) v
b) Kern(p,) ist maximales ideal, da Ov.a m, = k Korper ist.
my ist das einzige mazimale Ideal: Sei f, € Oy, —m, = f(x) # 0 = x € D(f) fiir ein
(U, f) mit (U, f)~ = fo
=g:= % € Oy(U) fir U := D(f)NnU
= ga = (U, 9)~ € Oy
= fo 9o =1 O
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Bemerkung 15.3
a) Fir jedes offene U C V mit z € U ist

ein k-Algebra-Homomophismus.

b) Zusammen mit dem Restriktionshomomophismus oY%, : Oy (U) — Oy (U’) fiir U’ C U bilden
die 9V ein injektives System von k-Algebra-Homomophismen. Es ist lim Ov(U) = Oy,

zeU
UCV offen

c) ¥Y ist injektiv, falls U C U Vi
V; irred. Komp.
v. V mit z€V;

Proposition 15.4
Seien V,z wie in Definition 15.1, V5 C V offen, affin mit x € V4. Dann ist Oy,
wobei m% = f € k[Vo]|f(z) = 0, insbesondere ist Oy, von Vj unabhéngig

Beweis
Sei v : k[Vo], vo — va,g — (D(g),y — %)N
«v ist wohldefinierter k-Algebra-Homomophismus.
a st injektiv:  Sei Oé(g) =0
Dann gibt es U C G(g) offen mit f(y) = 0 fir alle y € U.
= W =V, — U ist abgeschlossen in Vo, z ¢ W
= Dann gibt es h € I(W) mit h(x) # 0 (weil V(I(W)) = W ist)
= h ¢ m;® mit h(y) - f(y) =0 fir alle y € Vj
= [ =0ink[Vi, v
= L =0in k[Vo], v
a ist surjektiv: Sei (U, f)~ € Oy
(E U C Vo, U = D(h) fir ein h € k[Vj]
= f € Ov(U) = Oy, (U) = k[Vo]n

)
= (U, f)~ = a(3F)

Proposition 15.5

Seien V,W quasiprojektive Varietéten, x € V,y € W. Ist Oy, = Oy, (als k-Algebren), so
gibt es offene Umgebungen U C V' von z und U’ C W von y mit U = U’ (als quasiprojektive

Varietéten).
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Beweis

Seien U, C V, beziehungsweise U, C W offene affine Umgebungen von z bezichungsweise y
wie in 15.3 ¢), also ¢J* und v injektiv. Seien fi, ..., f, Erzeuger von Oy (U,) = k[U,] als
k-Algebra. Sei weiter ¢ : Oy, — O,y = k:[Uy]mUy ein Isomorphismus.

Fiir die Keime gilt also: (f;). = Z—i mit h;, g; € k[Uy|, hi(y) #0,i=1,...,r

Sei U, C U, offen, affin mit £ € Ow (U;),i = 1,...,r (alsoz. B. U, = UyN D(h1)N...ND(h,))

= ¢ o ¥» induziert injektiven k-Algebra-Homomophismus

kU] — k[U,]
Dieser entspricht dominantem Morphismus f : U, — U,. Genauso erhalten wir dominanten
Morphismus ¢ : U, — U,.
f und g sind zueinander inverse rationale Abbildung U, = U, 0
Bemerkung 15.6

Sei ¢ : V' — W Morphismus von quasiprojektiven Varietdten, x € V. Dann induziert ¢ einen
k-Algebra-Homomophismus

07 Owp@) = Ove mit @7 (M) C my

Beweis
(E V,W affin (wegen Proposition 15.4).

¢ induziert o7 : k[W] — k[V] (durch f +— f o).
Dabei ist f € my(,). [(p(z)) =0 & (fop)(x) =0 ¢7(f) € m;
= 7 induziert
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§ 16 Tangentialraum

Beispiel 16.1
a) Vi=V(Y?- X+ X),z(0,0)

Y2=X(X—1)(X+1)

Tangente an V] in x ,ist“ die y-Achse.

b) Vo =V(Y? - X?*— X%, z=(0,0)

Y2=X2(X+1)

Es gibt zwei Tangenten in x an V5. Jede Gerade durch zx ist
Grenzwert von Sekanten.

¢) V3 = V(Y2 X3),2 = (0,0)

Die z-Achse ist (Doppel-)Tangente. Jede Gerade durch x ist Li-
mes von Sekanten.

Erinnerung 16.2 (Taylorentwicklung)
Sei f S k?[Xl,. .. ,Xn],iC = (1'1, ce ,$n) S

) f= X o e S @)X — ) (X
(Vl ----- Vn)eN”
b) f= f(z)+ Z 8?)? ] (x)(X — z;) + hohere Terme (Grad > 2)
i=1 i
em2
Emy

Definition + Bemerkung 16.3
Sei f € k[Xq,..., X,z = (21,...,2,)

a) [ = & 20X, = Da(f)

1=

— xn)l/n

b) Sei V' C A"(k) affine Varietiat mit x € V, [ := I(V) C k[Xy,..., X,

L= {f": fel})
Ty, == V(I,) heiit Tangentialraum an V' in .

c) Wird I von fi,..., f. erzeugt, so wird I, von (fl(l))z, o (f)), erzeugt.
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§16 Tangentialraum

d) Ty, ist linearer Unterraum von k", genauer

_ 0fi
Ty, = Kern (an (x)>i.=1 )
=

.....

(Jacobi-Matrix der Abbildung f : k" — k", z — (fi(x),..., fr(x))

Beweis ,
c¢) Sei g € I beliebig, schreibe g = Y g:fi,9: € k[ X1, ..., X,]
i=1

Dyo(f +9) = Da(f) + Daulg)

D.(f - g9) = f(x)D.(g) + g(z)D.(f)
= Dilg) = 5, Dilanf) = Blo@De(£) + £ D] = £ )4 .

=1 =1
=0, weil €V und f;el(V)

Beispiel (Noch einmal Bsp. 16.1)

a) Vi=V(f)mit f=Y2—- X3+ X, 2=(0,0)
= fW=1.-X40-Y=X
= Ty, = V(X) = y-Achse

b) Va=V(f) mit f=Y2— X3~ X2 2 =(0,0)
= fV =0, also Ty, = k?

c) Genauso

Proposition 16.4

Sei ¢ : V' — W ein Morphismus affiner Varietiaten, V' C A™(k), W C A™(k). Dann induziert ¢
fiir jedes x € V eine k-lineare Abbildung

Aoy * Tvie = Twip(a)

Beweis
Sei ¢ : V. — W gegeben durch z — (p1(z),...,0m(2)),0; € k[Xy,...,X,]. Der zugehorige
k-Algebra-Homomophismus

k[W]—th---v /] Xl""’X”]/I(V _

wird induziert von ¢# : k[Yy,..., Y] = k[X1,..., X,], f = fow;.

Genauer: p*(Y;) = p;

Dabei ist o (I(W)) C I(V), da (V) C W. Definiere a : k[Y1,..., Y] = k[X1,..., X,] durch
Yj = Du(p#(Y))) = Dalpy) = ().

Behauptung: a(lyg)) C I,

Dann induziert « einen k-Algebra-Homomophismus

k[Yi,....Y, /]Sow Xl,...,Xn]/LC
=k[Tw, ()] =k[Tv,s]

Und damit Morphismus Ty, — Tw,y()
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Beweis der Behauptung: Sei g € I
E g = hWY fiir ein h € (W)
a(g) = (Weihnachtsrechnung) = D,(g o ¢) € I, O

Erinnerung
V' affine Varietit tiber einem Korper k, z € V.
Ty, = V(I,), I, erzeugt von den f(V) = i %(w)Xi, f € I(V). Die Zuordnung (V,z) — Ty,

=1

ist ein kovarianter Funktor

(affine Varietaten)/k + Punkt — k-Vektorraume
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§ 17 Derivationen und Zariski-Topologie

Definition 17.1
Sei R Ring (kommutativ mit Eins), A eine R-Algebra, M ein A-Modul. Eine R-lineare Abbil-
dung D : A — M heifit R-Derivation, wenn gilt:

D(f-g)=f-D(G)+g-D(f) fur alle f,ge A

Beispiel 17.2
a) Sei A= M = R[X],D(f):= ¢
Konkret: D(i a; X" = Zn: ja; X1
i=0 i=1
D ist Derivation: Nachrechnen!!!
b) A=M = R[Xi,...,X,),D; = 5%
c) A=R[Xy,..., XM =R,z = (21,...,2,) ER"
M wird zum A-Modul durch ¢, (f) = f(z) (Einsetzungshomomophismus).
D(f) = %(m) ist R-Derivation, denn:

D(fg) = (3% (f9)(z) = (f 2L + g 2L )(2) = f(2) 2 (x) + g(x) 2 (x) = f- D(g) +g- D(f)

7

Bemerkung 17.3
Seien R, A, M wie in 17.1

a) Fir jede R-Derivation D : A — Mund jedes a € R gilt D(a) = 0.
b) Derg(A, M) ={D: A — M|D ist Derivation} ist A-Modul.
c) Ist ¢ : M} — My ein Homomophismus von A-Moduln, so ist

Derg(A, My) — Derg(A, Ms)
D — ¢oD

ein Homomophismus von A-Moduln.
d) Die Zuordnung M ~ Derg(A, M) ist ein kovarianter Funktor:

A-Moduln — A-Moduln

Beweis
a) D(1)=D(1-1)=1-D(1)+1-D(1) = D(1) =0 " "L D(a) = D(a-1) =a-D(1) =0
b) v

¢) (poD)(f-g)=w(f D(g)+g-D(f))

pA-Mod-Hom

f-o(D(g)) +g-p(D(f)) O

Bemerkung 17.4
a) Fir A = R[X] ist Derg(A,A) = A- D (D = % wie in 17.2 a))
b) Fir A = R[X;,...,X,] ist Derg(A, A) der freie A-Modul mit Basis %)(1’ ce 8)8(n
c) Sei A=R[Xy,...,X,],x=(x1,...,2,), M = R wie in 17.2 ¢).
= Derg(A, R) ist der von den %Xi(:z:) erzeugte freie R-Modul.

Beweis
a) Sei 0 : A — A R-Derivation, f:=40(X). = §(X?) =X -6(X)+ X -§(X)=2f X

fndulion s(xm) = . . X = 5(% a;X') = f- S ia X7 = 5 = f-D
i=0 i=1
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c) folgt aus b) und 17.3 ¢). O

Proposition 17.5

Sei V' C A™(k) affine Varietét, z = (xy,...,2,) € V,0y, = {5 : f,9 € k[V],g(x) # 0}. Dann
ist Derg(Ov., k) = (m,/m?2)? (Isomorphismus von k-Vektrordumen).

Derg(Ov.,, k) und m, /m? sind Oy ,-Moduln, in beiden Moduln ist die Multiplikation mit einem
Element aus m, die Nullabbildung.

= Beide Moduln sind Moduln itber Oy, /m, = k
Beweis
Sei § € Derg(Ovyy, k). 0|, ist k-linear.
Behauptung: m? C Kern(4)
denn: Sei f=g-hem?,g,he€m,=f)=g(x)6h)+h(zx)d(g)=0
=0 =0
= § induziert k-lineare Abbildung m,/m?2 — k.
Sei umgekehrt I € (m,/m?2)?. Definiere § : Oy, — k durch 6(f) :=I(f — f(z)) (k-linear: v').

N———
Emy

Seien f,g € Oy,. Dann ist (f — f(z))(g — g(x)) € m?2

= 0=1((f = f(2))(g — g(z ))) I(fg— f(@)g(z) - (93) —gf(z) +2f(z)g(x))

= 0(fg) =U(f9(x)+gf(x) =2f(x)g(x)) = f(2)l(g—g(x)) + g(@)I(f — f(z)) = fo(g) + gd(f)1]
Satz + Definition 8

Sei V' affine Varietédt, x € V. Dann gibt es einen natiirlichen Isomorphismus

Ty, = (mz mi)v
(mg/m2)" heiBlt Zariski- Tangentialraum an V in z.

Beweis
i) Definiere Abbildung

TV,y Derk(OV,z, /i?)

\(mm h 1:)5

Jedes y = (v1,...,yn) € k" induziert Derivation D, : k[Xi,...,X,] — k durch f —
A aa)J; (x)y; (174 ¢)). Ist y € Ty, und f € I(V), so ist Dy(f) = 0 nach Definition, denn

Dy(f) = fa(y).

= D, induziert Derivation D, : k[V] — k.

Fiir 5 € Oy, sei Dy(g) = g(I)D”(’;)(;)é(m)D?"(g) (denn Dy(i -9) = Dy(f) = D, induziert

Dy S DerR(Ouz, k))

Noch zu zeigen: 5 =0in Oy, =

/@)Dy (g)+9@Dy() _ g
g(x)?

#0
denn: £ =01in Oy, = 3h € Oy, \m, mit h- f =01in k[V] = 0 = Dy(hf) :@Dy(f)—l-
L(QD (h) = Dy(f) =0= D, (g) 0

=0
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§17 Derivationen und Zariski-Topologie

) o T
i) 8- U (=), (K =)

Zu zeigen: (l(m), . ,l(m)) €Ty,

Sei dazu f € I(V). Zu zeigen: f{V) (l(m), e l(m)> =0

Bsist £ (I = 20), - X = 70)) = S g (U = 20) = 1 (T 7 (0) (X — )
D (£0 ~ f0()) = 0, wegen

Behauptung: fV — fV(z) € m?

denn: Taylor-Entwicklung  f = f(x)  +f® — fU(2)+Terme in m?
0in k[V] =0, weil fEI(V)

iii) foa =idp,,

n

Blaty) = B(f = £ Fww) = (£ D5 @y 3 25 @)y ) = (- p0)

i=1

iV) QO B = 1d(mx/m§)”
a(B0) () = a1 —a1), . WX —2)) () = & Z@U(Xi—x) DU (fO ~ [ (@) =
1(f) O
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§ 18 Dimension einer Varietit

Definition 18.1
Sei X topologischer Raum. Dann heif3t

dim(X) :=sup{n € N: 3 Kette ) # V5 C,..., C V, von irred. abgeschl. Teilm. v. X'}

Krull Dimension von X.

Beispiel

1) dim(R™) = 0 fiir jedes n > 0 (mit euklidischer Topologie)
2) dim(A!(k)) = 1, falls k unendlich ist

3) dim(A"(k)) > n, falls k£ unendlich ist fiir n > 2

Bemerkung 18.2
Sei X ein topologischer Raum

a) Ist Y C X (mit Spurtopologie), so ist dim(Y") < dim(X).
b) Ist X = Lnj X, X; abgeschlossen, so ist dim(X) = max]_,(dim(Xj;)).
i=1

Beweis

a) Sei ) # Vy C,...,C V; Kette von abgeschlossenen Teilmengen von Y. Sei V; der Abschluss
von V; in X.
V; ist irreduzibel nach Ubung 2, Aufgabe 5.
V;NY =V, weil V; abgeschlossen in Y ist. = V; C V4

=0 £V, C...CV,;ist Kette der Linge d in X.
b) ,>“: gilt nach a)

L9 Sei 0 #£Vy C,...,C Vy Kette in X. Dann ist Vd:V:iﬂ(G X;) = G(VdﬂXi)
i=1 z’:l?g—v’
abg. in Vy

Vg irreduzibel = 3 mit V; C X; = d < dim(X;) O

Definition 18.3
Sei R ein Ring (das heift kommutativ mit Eins)

a) Sei p € R Primideal. Dann heifit
ht(p) :=sup{n € N:3Jpy, C ... C p,, = p Kette von Primelementen in R}

Hohe von p.
b) dim(R) := sup{ht(p) : p C R Primideal} heifit Krull Dimension.

Beispiel
1) dimk = 0 fur jeden Korper k
2) dimZ =1
3) dimk[X] =1 fir jeden Koérper k
4) dimZ[X] = 2 (Ubung?)
0)c @ c@X)
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§18 Dimension einer Varietdt

5) dim k[X,Y] = 2?7

Proposition 18.4
Ist k algebraisch abgeschlossen, so gilt fir jede affine Varietaten V' C A" (k): dim(V') = dim k[V/]

Beweis
Wegen V(1) irred. fiir I prim und I(V(I))"2"T sowie I(V) prim fiir V irred. und V(I(V))=V folgt,
dass die eine Kette eine giiltige andere Kette ist. 0
Satz 9

Sei k ein Korper, A endlich erzeugte nullteilerfreie k-Algebra.
a) dimk[Xy,..., X, =n
b) Ist ¢ : k[Xy,..., X,] = A surjektiver Homomophismus von k-Algebren, so ist

dim A + ht(Kern(p)) =n

¢) Jede maximale (nicht verlangerbare) Kette von Primidealen in A hat die Lénge A.

Erinnerung
S|R ganze Ringerweiterung < jedes a € S ist Nullstelle eines normierten Polynoms mit
Koeffizienten aus R.

Satz 9.1

Sei S|R ganze Ringerweiterung.
a) (,Going Up*) Fiir jede Primidealkette po C ... € p, in R gibt es eine Primidealkette

LBoC ... P, in Smit*P,NR=p; fliri=0,...,n.
b) dim S = dim R

Satz 9.2 (,,Noether-Normalisierung*)
Sei A endlich erzeugte k-Algebra. Dann ist A ganze Ringerweiterung eines Polynomrings iiber
k.

Genauer: Fiir jedes echte Ideal I C A gibt es algebraisch unabhéngige Elemente x1,... x4 € A,
sodass A ganz ist Uber k[z1, ..., x4 und I Nklzy, ..., z4] = (2551, ..., 24) flir ein 0 < § < d.

Beispiel
A = k[V] fur affine Varietat V. klzy, ..., x4 < A Noether-Normalisierung induziert ¢ : V' —
A?(k). o ist surjektiv nach Satz 9.1 a).

Der Bew. wird noch nachgefiigt

Satz 9.3
(,Going Down“) Sei A endlich erzeugte nullteilerfreie k-Algebra, k[xy,..., x4 < A Noether-
Normalisierung, 81 C A Primideal, pg Primideal mit pg C p; := PB1NB. Dann gibt es Primideale

‘BOC‘Bl mlt‘BOOB:po

IPo € Py A
| | U
Po C P1 B

Folgerung 18.5
a) ist k unendlich, so ist dim A" (k) = n.
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Kapitel 3: Lokale Eigenschaften

b) Ist k algebraisch abgeschlossen, so gilt fiir jede irreduzible affine Varietat V' C A™(k):
dimV +ht(I(V)) =n

c) Ist k algebraisch abgeschlossen, so gilt fir jede irreduzible affine Varietat V' C A™(k) und
reV:
dim Oy, = dim k[V],,, = ht(m,) = dim k[V] = dim V'

Definition + Bemerkung 18.6
Sei V' eine quasiprojektive Varietét tiber algebraisch abgeschlossenem Korper k, x € V., V5 CV
offene affine Umgebung von x.

a) dim, (V) = dim(Oy,) heifit lokale Dimension von V in z.
b) dim, (V) = dim(Oy,,) = dim(Oy, .) = ht(m,?)
c¢) Ist V irreduzibel, so gilt:
i) dim, V = dim, V fiir alle z,y € V
ii) Ist U # () offen, affin in V, so ist dimU = dim V/
d) dim, V = max{dim Z : Z irreduzible Komponente von V' mit = € Z}
Beweis

c) i) Seien U, und U, offene affine Umgebungen von z, beziechungsweise y, U, NU, # 0, da V
irreduzibel. Fiir z € U, N U, gilt nach 18.5 ¢):

dim, V = dim(Oy,,) = dim(Oy, ) = dim U, = dim(Oy, .)
= dim, (V) = dim(Oyp, ) = dim(Oy, ,) = dim, V'
ii) folgt aus i)

d) (E V affin.
dim Oy, = ht(m)) = max{d : 3 Kette pg C ... C ps = m) von Primidealen}
Sei pg € ... € pg = m) maximale Kette, dann ist py minimales Primideal. Die minimalen
Primideale entsprechen bijektiv den irreduziblen Komponenten, die x enthalten (auch von
Ova ). O

Folgerung 18.7
Ist k unendlich, so ist P"(k) = n.

Definition 18.8
a) Eine quasiprojektive Varietdt der Dimension 1 heifit (algebraische) Kurve.

b) Eine quasiprojektive Varietédt der Dimension 2 heiit (algebraische) Fldche.

Proposition 18.9
Sei k algebraisch abgeschlossen, V' C A"(k) Hyperfliche, also V' = V(f) fir ein f €
k(X1 ..., X, (n>1,deg(f) > 1). Dann ist dimV =n — 1.

Beweis
18.5b

(E f irreduzibel (Bemerkung 18.2 b)) 22 fimV =n — ht((f))
Sei p C k[X1,...,X,] Primideal mit (0) C p C (f). Wahle 0 # h € p von minimalem Grad.

hepC(f)=h=f-gfireingek[Xi,...,X,]

f € pund damit (f) =p

oder g € p, da deg(f) > 1, ist deg(g) < deg(h)4 zur Wahl von h

= ht(f) =1 O

p Primideal =
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§18 Dimension einer Varietdt

Beispiel

V=V(XZYZ)cC A3k)

V= V(Z) uV(X,Y),dimV =2
—— ———

X-Y-Ebene Z-Achse

Proposition 18.10
Sei V' C A"(k) affine Varietét, I(V) = (f1,..., fs). Dann ist dimV >n —d

Proposition 18.11 (Krullscher Hauptidealsatz)
Sei R noetherscher Ring, x € R\ R*, p C R minimales Primideal mit x € p. Dann ist ht(p) < 1

Beweis
siehe Eisenbud: Commutative Algebra, Thm. 10.1 O

Proposition 18.12 (Krullscher Hohensatz)
Sei R noetherscher Ring, x1,...,24 € R\ R* sodass I = (z1,...,24) # R. Dann ist ht(p) < d
fiir jedes minimale Primideal mit I C p.

Beweis
Induktion tuber d:

d=1: Dasist 18.11 .
d > 2: Sei p Primideal mit I C p und p sei minimal mit dieser Eigenschaft. Sei po C ... C
p; = p eine Primidealkette.
Behauptung: Es gibt Primidealkette qo € ... € q;—1 = p mit x4 € qo.
Dann sei R’ = R/(z4) und q; = q;/(xq).
Esist qj € ... C q;_, = p’ Kette von Primidealen in R’

p’ ist minimal mit 2/,..., 2, € p’ (bzw. I’ C p’) fnd-Xor ht(p’) < d — 1, andererseits ist

ht(p) >1l—-1=1-1<d-1=ht(p) <d

Beweis der Behauptung:

l=1: go=p tut’s.

[l >2: Ist zy € p;_1, so gibt es nach Induktionsvoraussetzung Kette qo € ... C q;_2 = p;—1 mit
xy € qo. Verlangere durch ¢q;_; = p. Sei also x4 ¢ p;—1 und g minimales Primideal mit
Ii=p 2+ (za) SqCp.
In R = R/p;_2ist (0) =p;—2 € p;_; C p’ Kette der Lange 2 = htr/(p’) > 2 131LA p’ ist
nicht minimal in R’ mit 2/, € p’ = p ist nicht minimal in R mit (z4) +p—2 C p = 3
Primideal q mit / C q C p
Nach Induktionsvoraussetzung gibt es Kette qo0 € ... € q;_2 = q mit 24 € 9o = qo <
oo € -2 € g1 = p ist gewiinschte Kette. U
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§ 19 Singularitiaten

Definition 19.1

Sei V' quasiprojektive Varietét tiber einem Korper k. z € V heifit reguldr (oder nichtsingu-
ld@r), wenn dim Ty, = dim, V, andernfalls heifit x séinguld@r. V heifit nichtsingulér, wenn jeder
Punkt x € V regulér ist.

Proposition 19.2 (Jacobi-Kriterium)
Sei V' C A"™(k) affine Varietat, (f1,..., f,) Erzeuger von I(V), z € V. Dann gilt:

dfi
x nichtsingular < Rang < J (a:)) =n —dim, V
i=1,...,r

0X;" " )i=1,.,
7j=1,...,n
=Jy(x)

Beweis
Nach Bemerkung 16.3 d) ist Ty, = Kern (g)fg (:L’))izl ,,,,, , O

¢ Jj=1,...,n
Beispiel
Sei V = V(f) C A"(k) Hyperfliche. Dann ist J; = (6%1, ce 6@&) = z singular < ;—)é(x) =
= %(m) =0
Konkret:

a) V(X2 +Y?2—72) c A%(k)

Jr=(2X,2Y,-2Z) = (0,0,0) ist der einzige singulédre Punkt.
b) V(Y2 — X34 X), J = (=3X2+1,2Y)

(z,y) singulir = y = 0,322 = 1,23 — 2 = 0 = Es gibt keinen singuliren Punkt auf V.
c¢) Ist V C P?(k) (mit V aus b)) auch nichtsingulir?

V= V(Y2Z - X* 4 X22)

V=vVnD2Z),V=vu{lVnV(Z)=Vu{0:1:0)}

=:Ps

P € DY)YVNDY) =V(z —2* + 22%)
—_———
Ty = (=322 + 22,1 + 222) = J,(Px) = (0,1)
= P, ist regularer Punkt
=V ist nichtsingulér
Definition 4+ Bemerkung 19.3

a) Sei R noetherscher lokaler Ring mit maximalem Ideal m und Restklassenkorper k = R/m.
R heiBt reguldr, wenn dim R = dimy,(m/m?).

b) Sei V' quasiprojektive Varietdt iiber k, x € V. Dann gilt:

x regular < Oy, regular

Beweis
b) dimg(m,/m?2) = dim(Ty,) (Satz 8)
dim Oy, = dim, V' nach Defininition 18.6 [
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Proposition 19.4
a) Sei (R, m) lokaler neotherscher Ring. Dann gilt: dimy(m/m?) > dim R

b) Fiir jede quasiprojektive Varietdt V und jedes x € V' gilt: dim Ty, > dim, V'

Beweis
b) folgt aus a) (19.3 b)

a) Behauptung: Fur xy,..., x, € m gilt:
{1,...,x,} minimales Erzeugersystem < 77, ..., 7, Basis von m/m2

Dann hat jedes minimale Erzeugersystem von m dimz(m/m?) Elemente.
Beweis der Behauptung:

,2=": Sei x1,...,r, minimales Erzeugersystem.

Annahme: T71, . . ., T, linear abhangig, also (E 77 = i \T; fir gewisse \; € k.
i=2
= T1 — i \iz; € m? ():1 € R,)\Ti: Ai in R/m)
i=2

=>x1— > ):ixi = > MjT1x; +y mit y € (xg,...,xn)2
i=2 j=1

= xq( 1—ijxj ) € (xa,...,2y)

cl-m=>¢m=>cR*=x1€(x2,...xn) 4
S0 2u zeigen: xq, ..., T, erzeugen m
Sei N = (z1,...,%,)
Dann gilt m = N + m?
Damit folgt m = N aus 19.5 U

Proposition 19.5 (Nakayama-Lemma)
Sei (R, m) lokaler Ring, M endlicher erzeugter R-Modul, N C M ein Untermodul mit

M =mM+ N (%)
Dann gilt M = N

Beweis

(E N =0, denn: Aus (*) folgt M/N =mM/N.

Ist dann M/N =0, so ist M = N.

Annahme: M # 0.

Denn sei xq, . . ., x,, minimales Erzeugersystem von M. Nach Voraussetzung gibt es aq, ..., a, €
m mit 1 = > a;x;

n
=u(l—a)=Y ax;= 11 € (29,...,2,) 4 zur Minimalitit von xq,...,z, d
i=2

Proposition 19.6
Jeder regulére lokale Ring ist nullteilerfrei.
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Folgerung 19.7
Sei V' eine quasiprojektive Varietit, x € V ein Punkt, der auf zwei verschiedenen irreduziblen
Komponenten liegt. Dann ist x singular.

Beweis (Beweis der Folgerung)
Wegen 19.6 ist zu zeigen: Oy, ist nicht nullteilerfrei.

(E V affin, V] # V; irreduzible Komponenten von V mit x € V; NV, = I(V;) ist minimales
Primideal in k[V], i = 1,2. Wegen z € V;, i = 1,2, ist I(V;) C my, i = 1,2 = I(V;) - Oy, ist
minimales Primideal in Oy, = (0) ist kein Primideal in Oy, = Oy, nicht nullteilerfrei d

Beweis (Beweis von Proposition 19.6)
Sei (R, m) regularer lokaler Ring, d = dim R.

Induktion tber d:
d=0: m/m2=0=m=m?2% m=0= R Korper

d>1: Seien py,...,p, die minimalenPrimideale von R. Da d = ht(m) > 1 ist, ist p; # m fur
alle i. AuBerdem ist m # m?, da dimg(m/m?) =d > 1.

Primvermeidungslemma: (Ubung)
mZm*UpU...Up,

Wéhle z € m\ m?Up; U...Up,. Erginze T (in m/m?) zur Basis 71, 73, . . . , Tq.

Sei R' = R/(z) und m’ = m/(z) das maximale Ideal in R'. Da z ¢ p; fir alle minimalen
Primideale von R, ist ht(p) = 1 fir jedes minimale Primideal mit x € p (Proposition

18.11 A).

=dmR =d—-1

m’ wird von z,, ..., x}, erzeugt (den Bildern der z; in R'; dabei sei x; € m mit BildZ; in
m/m?, i =2,...,d, nach Proposition 19.5 wird m von z, zs, . .., 4 erzeugt)

= dimg(m//(m/)?) <d -1

222 dimy(m'/(m)?) = d — 1 = (R',m/) ist regulirer lokaler Ring
Xt R nullteilerfrei

= (z) ist Primideal = 3i mit p; C (x)

#FﬁrbepigibtesaeRmitb:a-xpp:ﬁinaepﬁpi:pixzpimNakg%mapi:
(0) = R nullteilerfrei O
Satz 10

Sei ) # V € P"(k) quasiprojektive Varietat tiber algebraisch abgeschlossenem Korper k& und
Sing(V') := {x € V : z singular}. Dann gilt: Sing(V') ist abgeschlossene echte Teilmenge von V.

Beispiel
Sei char(k) =pund V = V(X? + YP? — ZP) C A3(k) (C P*(k)).
Jacobi-Kriterium: J;(X,Y, Z) = (pXP~1, pY?~1 pZP~1) = (0,0,0)

Z alle Punkte sind singuldr? Was ist IV (X+Y -Z)P=XP4+YP—ZP
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Beweis
i) (E V irreduzibel, denn: sind V4, ..., V, die irreduziblen Komponenten von V' =

Sing(V) = |J Sing(V;)) U | Vi NV
=1 1#]

Z

abgeschlossen

(E V affin (C A"(k)), denn ,abgeschlossen* ist lokale Eigenschaft. Seien fi, ..., f,. Erzeuger
von I(V) C k[Xy,...,X,) und J := (g)f;])w die Jacobi-Matrix.
Sing(V) ={z € V : Rang(J(z)) <n —dimV}
={zx eV :det(M(z)) =0 fur alle (n — dim V') x (n — dim V')-Untermatrizen M von J}
det M ist Polynom in X,..., X, fir jeden Minor M.
= Sing(V) ist affine Varietét, also abgeschlossen in V.

ii) (B V irreduzibel.

Ist Z irreduzible Komponente von V und Sing(Z) # Z, so ist Z — Sing(Z) offen, nichtleer,
also dicht in Z.

= Z — Sing(Z) enthéalt Punkte z, die auf keiner anderen irreduziblen Komponente liegen.
= 0z,=0y,=2z€cV —Sing(V).
Spezialfall: V- =V (f) C A™(k) fir ein irreduzibles f € k[Xq,...,X,],deg(f) >0

Dann ist Sing(V) ={zx €V : aa—)é(x) =...= a%fn(a:) = 0}.

Wire Sing(V) =V = ZL e I(V) = (f),i=1,....,n = S =0firi=1,...,n.
f ist konstant : falls char(k) =0
fekXy ..., XP] :falls char(k) =p >0

= f=gP firein g € k[Xy,..., X,]4 (zu f irreduzibel)

Der allgemeine Fall folgt daraus wegen: U

Proposition 19.8
Sei V' irreduzible quasiprojektive Varietit der Dimension d. Dann ist V' birational aquivalent
zu einer Hyperfliche H in A (k).

Beweis (Fortsetzung Beweis)
Dann gibt es U C V offen, dicht und U’ C H offen, dicht und Isomorphismus ¢ : U — U’.

Spezialfall: U' N (H — Sing(H)) # ()
Fir z € U' ist Oy y-1(,) = Opr . = Op,; regulérer lokaler Ring = z ¢ Sing(V). O

Beweis (Beweis von Proposition 19.8)

Nach Satz 6 (bzw. Bemerkung 13.7 ), ist zu zeigen, dass der Funktionenkérper k(V) zu
Quot (k[ X, ..., X4r1]/(f)) fiir ein irreduzibles f € k[X1,. .., Xqy1] isomorph ist (als k-Algebra).
Sei (E V affin. Wéhle Noethernormalisierung k[ X, ..., X4 — E[V].

= k(V)|k(X4,..., X,) ist endliche Korpererweiterung
E k(V)|k(Xq,...,X4) separabel (char(k) = 0: sowieso, char(k) = p: Bosch, 7.3, Satz 7)
SLEXM g gibt y € K(V) mit k(V) = (X1,. .., X)[Y]

prim. Elem.
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Sei h € k(V) = (X1,...,Xq)[Y] das Minimalpolynom von y, also h(Y) = Y" + a, ;Y ! +

...+ ag mit a; = %,f“gl € k[Xl, e ,Xd] (teilerfremd)
Sei g =kgV(go, ..., gny)und f:=g-h=g-Y"+ g-a,1 Y"'+...4+g-a

—_——
bn—lek[Xl ..... Xd}

bo, - . ., b, sind teilerfremd = f irreduzibel und f(Y) =0
= Quot(k[X1,..., Xa, Y]/(f)) = k(Xq,..., Xo)[Y] = k(V)
V(f) € A% ist Hyperfliche = k(V)

Folgerung 19.9
Fiir jede irreduzible quasiprojektive Varietat gilt:

dim (V') = trdeg, (V)

(Transzendenzgrad = max. Anzahl algebraisch unabhangiger Elemente)

Denn: dimV = dimk[V] = d, falls k[X,..., X4 < k[V] Noethernormalisierung. k(V
endliche Korpererweiterung von k(Xj, ..., Xy) = trdeg,(k(V)) = trdeg;, k(X1, ..., Xq) =
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Nichtsingulare Kurven

Sei k algebraisch abgeschlossener Korper. C' sei irreduzible projektive Varietdt der Dimension
1 tber k.

C' nicht singulér < jedes x € C' nichtsingular
< O¢, regularer lokaler Ring fir jedes x € C

§ 20 Diskrete Bewertungsringe

Proposition 20.1
Sei (R, m) ein nullteilerfreier lokaler noetherscher Ring der Dimension 1. Dann sind dquivalent:

i) R ist regulir (das heit dimy(m/m?) =1,k = R/m)
ii) m ist Hauptideal

iii) Es gibt t € m, sodass jedes x € R — {0} eine eindeutige Darstellung x = u - t" hat mit
n € Nue R*

iv) R ist Hauptidealring

Beweis
()=(ii): v
(if)=>(iii): v/
(iii)=-(iv): Sei (0) # I C R Ideal, n minimal, sodass es ein x = u - t" € I gibt.
=thel=m"ClI
I € m™ nach Wahl von n
(iv)=-(i): R Hauptidealring = m = (t) fiir ein ¢ € m. = m/m? wird von ¢ erzeugt =
dimy(m/m?) < 1.
Andererseits: dim(m/m?) > dim R = 1 O

}:>I:m”:(t”)

Bemerkung 20.2
Sei (R, m) reguldrer lokaler Ring der Dimension 1, K = Quot(R). Dann gilt:

a) Jedes x € K* hat eindeutige Darstellung z = ut" mit u € R*,n € Z
b) Die Abbildung v : K* — Z, ut™ — n erfiillt:

i) v(@ - y) = (@) + v(y)

ii) v(z+y) > min(v(z),v(y)) fir z +y # 0
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Definition + Bemerkung 20.3
Sei K ein Korper
a) Eine surjektive Abbildung v : K* — Z mit i) und ii) heiit diskrete Bewertung auf K.

b) Ist v diskrete Bewertung auf K, so ist O, := {z € K : x = 0 oder v(xz) > 0} lokaler Ring
mit maximalem Ideal m, = {x € K : x = 0 oder v(z) > 0}.

¢) Ein nullteilerfreier Ring R heifit diskreter Bewertungsring, wenn es eine diskrete Be-
wertung v auf K := Quot(R) gibt mit R = O,

d) Jeder regulére lokale Ring der Dimension 1 ist diskreter Bewertungsring.

Beweis

b) O, Ring: v(z)=v(l-z)=v(1l)+v(z)=v(l)=0
0=wv(1) =v((=1)- (1)) = v(=1) + v(-1)
= v(—z) =v(z)Vxr € K = O, ist Ring

O, lokal: Sei z € O, —m,, also v(z) =0

= v(z)+v(d) =v(@-1)=0v(1)=0
=v(i)=—v(z)=0=>1c0,=2€0,

d) folgt aus 20.2 O

Proposition 20.4
Jeder diskrete Bewertungsring ist regulérer Ring der Dimension 1.

Beweis

Es geniigt zu zeigen, dass m, Hauptideal ist (wegen 20.1!!). Sei dazu ¢t € m, mit v(t) = 1. Sei
r€m, \ {0}, y = G € K.

v(y) = v(z) —v(t*@) =0 =y € OF

==y -1"@ c (1) O

Beispiel

1) Sei k ein Korper, a € k. Fir f € k(X)* sei ord,(f) die Null-, beziehungsweise Polstellen-
ordnung von f in a. Das heifit fur f € k[X] ist ord,(f) = n, wenn f = (X — a)" - g mit
g(a) #0. Fiir f =9, g, h € k[X]\ {0}, ist ord,(f) = ord,(g) — ord,(h).
= ord, : k(X)* — Zist diskrete Bewertung. Der zugehérige Bewertungsring ist k[ X|x_q) =
Oat(k).a

2) Fir f =9 € k(X)*, g,h € k[X] \ {0}, sei ord(f) := deg(h) — deg(g).
ord ist diskrete Bewertung auf k(X):

ord( + £) = ord(glh}fl%gjl”) = deg(hy) + deg(ha) — deg(g1hs + g2h1)

> min(deg(h1)+deg(h2) —deg(gih2), deg(h1) +deg(ha) —deg(g2h1)) = min(ord (), ord(£))
Anmerkung: ord ,=" ord,, wie in Beispiel 1.

Bemerkung 20.5
Ist k algebraisch abgeschlossen, so ist jede diskrete Bewertung auf k(X) von der Form ord,, fir
ein a € kU {oo}.

Beweis
Ubung oder Vorlesung 0
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Beispiel

3) K =Q, p € Z Primzahl. Schreibe a € Q* in der Form a = p™ - %, b,c € Z\ {0}, p 1 bc. Setze
vp(a) == n.
v, : Q* — Z ist diskrete Bewertung (,,p-adische Bewertung®).

Ou, =Zp)y =13 €Q|p1fb}

Bemerkung 20.6
Sei v : K* — 7Z diskrete Bewertung auf Korper K. Sei 0 < p < 1. Setzte:

o(@)
_ ) a#0
|““_{0 z=0

Dann erfillt |- |, : K — R:
o lzyly = 0" = Q@) — @) . o) — |z], - [yl
o [z +yl, = 0™ < max("™), 0"W) < max(|zl,, lyl,) (< [z]o +[ylo)

Definition 20.7
Sei C' nichtsingulére Kurve, P € C. Dann ist O¢ p diskreter Bewertungsring. Die zugehorige
diskrete Bewertung auf k(C') = Quot(Oc¢ p) heifit ordp. ordp heifit die Ordnung von f in P.

Bemerkung 20.8
Sie C' nichtsingulare Kurve, f € k(C)*. Dann gibt es nur endlich viele P € C' mit ordp(f) # 0.

Beweis

Es ist ordp(f) > 0< f € mp < f(P)
ordp(f) <0< ; € mp & (P)

={PeC:ordp(f)#0} =V(f)U V(%)

V(f) und V(%) sind echte abgeschlossene Teilmengen von C.

dimC =1= V(f), V(%) sind endlich. O

0
0

Proposition 20.9
Sei C nichtsingulare Kurve, () # U C C offen, V projektive Varietét, f : U — V Morphismus.
Dann gibt es genau einen Morphismus f : C — V mit f|y = f.

Beweis

Findeutigkeit: Seien g,h : C'— V Morphismen mit g|y = hly = f.
{z € C: g(z) = h(z)} ist abgeschlossen.
= glg = hlg. Da U = C, folgt g = h.

Existenz: (B U = C\ {P} furein P € C. Sei V. C P"(k), also B V = P"(k).
E f(U) ¢ V(X;) fir ein i € {0,...,n} (sonst V =P (k).
iﬂﬁzfﬂﬁyﬁ#Q
= W ist dicht in U.

Sei hi; ::%of, 1,7=0,....n
h;j ist reguldre Funktion auf W und damit Element von k(C')*.

Sei r; := ordp(hy), 1 =0,...,n
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70

Sei k so gewahlt, dass ry < r; fur alle j # k
= Ordp(hik) = Ol"dp(%) =r;,—r, >0 )
jhikEOC,Pai:Ow"an

= 3 Umgebung U von P in C, sodass hy, € (907]3((7), i=0,...

f(z) cx# P
Setze f(z) ={ (how(x) ... hp(z)) 12 =P
GIP”(]C), da hkkzl

Firz € U\ {P} gilt:

F@) = f@) = ((2of)@:(2of)@):...:

= f ist Morphismus.

, 1.

Xn

(3

o f) (x))



§21 Divisoren

§ 21 Divisoren

Sei C' nichtsingulare Kurve (also projektiv, irreduzibel, iiber algebraisch abgeschlossenem k).

Definition 21.1

a) Ein Divisor auf C ist eine formale Summe D = Y n;P, mit ne N, n; € Z, P, € C.
i=1

b) Div(C) ={D = >, n;P; |D ist Divisor auf C'} mit der formalen Addition heifit Diviso-
rengruppe von C.

c) Fur D = i n; P; heiit deg(D) := i n; der Grad von D.
i=1

i=1
d) D= En: n; P; heifit effektiv, wenn alle n; > 0 sind.
i=1
Schreibweise: D > 0

Definition + Bemerkung 21.2

a) Fir f € k(C)* heiit div(f) := Z ordp(f)p der Divisor von f

b) div(f) ist Divisor (wegen Bemerkung 20.8)

c) D € Div(C) heit Hauptdivisor, wenn es ein f € k(C)* gibt mit D = div(f).
)

d) div : k(C)* — Div(C), f + div(f) ist Gruppenhomomorphismus. Bild(div) = Divy(C)
sind die Hauptdivisoren.

e) Cl(C) := Div(C)/Divy(C) heift Divisorenklassengruppe von C.
f) D, D" € Div(C) heiflen linear dquivalent, wenn D — D’ Hauptdivisor ist.
Schreibweise: D = D’

Beispiel 21.3
C =P(k)

s_
[fomt
—
i
S
:
£

Jedes f € k(C)* = k(X)* lasst sich eindeutig schreiben in der Form f = mit a; # b;

_:13
%

<
Il
—

fur alle 7,5 (a;, b; € k).

Dann ist ord,(f) =#{i:a; =a} —#{j: bj=a} fira € k
ordeo(f) =m—n

= div(f) = 3 ai = by + (m —n) - 00 = dog(div(f)) = 0

Umgekehrt: Sei D EjDiVGP)l(k’)), deg(D) =0

Schreibe D = i P, — jil Q;

i=1

Sei zum Beispiel P, = ... = Pj =00, P, # oo flir ein i > d
ﬁ (X—F)

= fir f = 57— gilt: div(f) = D = CI(P'(k)) 2 Z, [D] — deg(D)
H(X—Qj)
j=1

Ziel

deg(div(f)) = 0 fur jedes f € k(C)*
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Beobachtung
f induziert Morphismus f : C'— P'(k) (Proposition 20.9)

Strategie
i) div(f) = f*((0) — (00))
i) deg(f*(D)) = deg(f) — deg(D)

Definition 4+ Bemerkung 21.4
Sei f: C7 — Cy surjektiver Morphismus von nichtsingularen Kurven C, Cs.
a) Sei Q € Cy, P € f71(Q), t € mg Uniformierende (das heiit mg = (¢)). Dann heifit
ep = ep(f) :=ordp(to f) Verzweigungsordnung von f in P.
b) Definiere Gruppenhomomorphismus
f*: Div(Cy) — Div(Ch)
duwreh f*(Q) = ¥ eplf)-P
pPef~1(Q)
c) Fir g € k(Cy)* gilt:
f(div(g)) = div(g o f)

d) f* induziert Gruppenhomomorphismus:
fr:Cl(Cy) — CICY)

Beweis
a) zu zeigen: ep(f) hdngt nicht von der Wahl von ¢ ab.

Ist ¢ weitere Uniformierende, so ist ¢ = u - ¢ fiir ein u € OF, 4
= ordp(t' o f) =ordp(u-to f) =ordp((uo f)-(to f)) =ordp(uo f)+ordp(to f)
—_——

=0
b) zu zeigen: #{D € Cy : f(P) = Q} ist endlich.
Denn f~ ({Q}) ist abgeschlossen = f~1({Q}) endlich
7501 da f surj.
c) Esist
fr(divg) = > ordglg)  f*Q@= > ordglg): > epr(f)-P
QeCs QeCs Pef~1(Q)

und

div(go f) = > ordp(go f)P= > >  ordp(gof)-P

PeG QeCy Pef~1(Q)

Zu zeigen ist also:

ordp(go f) = ordg(g) -ep(f) fir alle P € C4
—— —— ———

Seien tp und tg Uniformisierende in P beziehungsweise () = f(P). Dann gibt es Einheiten

u,u’ € Og, p und v € Og, g mit go f =u-tp, g=v-1tp, thf—uteP(f)

S utp=gof=(-tp)of = (vof) (oo f) = wo f)uwty™ = s =r-cp(f)
eool

d) folgt aus b) O
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Folgerung 21.5
Sei C nichtsingulire Kurve, f € k(C)*. Dann definiert f einen Morphismus f : C' — P*(k) und
es gilt:

div(f) = f*((0) = (00))

Beweis
Der erste Teil folgt aus 20.9. Fir P mit f(P) = 0 ist ep(f) = ordp(X o f) = ordp(f); ist
f(P) = o0, so ist +(P) = 0 und ordp(f) = —ordp(%). -

Bemerkung + Definition 21.6
Sei f: Cy — () surjektiver Morphismus nichtsingularerer Kurven. Dann induziert f Korper-
homomorphismus f# : k(Cy) — k(C}). f# macht k(C}) zu einer endlichen Korpererweiterung

von k(Cs).
deg(f) := [k(Cy) : k(Cy)] heiit Grad von f.

Beweis

Die Existens von f# steht in 13.7. Da dim C} = dim Cy = 1, ist trdeg(k(C})) = trdeg(k(Cy)) = 1
(Folgerung 19.8), also k(C1)|k(C>) algebraisch. AuBerdem ist k(Cy)|k(Cs) endlich erzeugt, weil
k(C1) schon tiber k endlich erzeugt ist. O

Satz 11
a) Sei C' eine nichtsinguldre Kurve. Dann hat jeder Hauptdivisor auf C' Grad 0.

b) Sei f : C7 — Cy surjektiver Morphismus von nichtsinguldren Kurven. Dann gilt fir jeden
Divisor D auf Cy:

deg(f*(D)) = deg(f) - deg D
c) Sei f wie in b). Dann gilt fir jedes @ € Cs:

deg(f*(Q) = >  ep=degf=:n
pPef~1(Q)

Beweis
b) folgt offensichtlich aus c).
a) folgt aus b) mit 21.5.

c) Beweis nur im folgenden affinen Beispiel (die Aussage ist lokal, daher ist affines Beispiel
sinnvoll): m

Beispiel

Coy :pAl(k:), Cy =V (h) Cc A%(k),h(X,Y) =Y"+a, 1(X)Y" '+, a1 (X)Y+ao(X) € k[X,Y]
irreduzibel, f : Cy — C4, (z,y) — =

Es ist k(Cy) = k(X)[Y]/(h) und f# : k(X) < k(X)[Y]/(h) die natiirliche Einbettung.

Also: deg(f) =n

Fiir xg € k= AY(k) ist f~ (zo) = {(z0,y) € k* : h(xp,y) = 0}.

h(zo,y) = 0 ist ein Polynom vom Grad n in y mit Koeffizienten in k, hat also, mit Vielfachkeit
gezéahlt, n Nullstellen. Zu zeigen ist also:

Behauptung: Ist yo € k e-fache Nullstelle von h(zo, y), so gilt fiir den Punkt P = (¢, yo) € Ci:

ep(f)=e
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Beweis: (¥ (xg,40) = (0,0)

Dann ist 2(0,y) = y° - §(y) (*) mit §(0) # 0 (e > 1)
Es ist g(y) = 9(0,y), wobei g(z,y) = y"° + ap1(2)y" " + ... + aep1 (2)y + ac(2)
Aus §(0) # 0 folgt g(0,0) # 0, also g € OF, p
Weiter folgt aus (*): ap(0) = ... =a.-1(0) =0
= aj(x)=x-a;(z),i=0,...,e—1 (a; € k[X])
= 0= h(z,y) = y°g(z,y) +z-b(x,y) (**) mit b(x,y) = e_1(2)y* ' +... + a1 (x)y +ao(z)
Gesucht ist ep(f) = ordp(to f) = ordp(f#(t)) fiir einen Erzeuger von me, f)-
Da Cy = A'(k) und f(P) = 0, ist t = x eine mogliche Wahl = ep(f) = ordp(z)
Dazu muss z in der Form u - s? geschrieben werden fiir einen Erzeuger s von m¢, p und
ein u € O¢, p.
1. Fall: e=1
Dann folgt aus (**): y = —z - b(z,y) - g(x,y) " € ()
= x erzeugt mp = ordp(z) =1=ce
2. Fall: e>1
Behauptung: In diesem Fall ist ag(0) # 0

Dann ist b(0,0) # 0, also b € OF, p und damit z =y°- ¢g-b~"
’ ——
:ue(’)él’P

= mp wird von y erzeugt und ordp(z) = e.

hier fehlen ein paar Sachen (sicher?)
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§ 22 Der Satz von Riemann-Roch

Sei weiterhin C' nichtsingulare Kurve.
Definition + Bemerkung 22.1
Sei D= Y np-P € Div(C)
pec

a) L(D):={f € k(C)* |D+div(f) > 0}U{0} ist k-Vektorraum, der Riemann-Roch-Raum
zu D.
) (D) :=dim L(D)
c) L(0) =
d) Ist deg( ) <0, so0ist L(D) =0

e) Ist D' = D fiir ein D' € Div(C), so ist I(D') = (D)

b

Beweis
a) div(f) > =D < ordp(f) > —np VP
ordp(f 4+ ¢g) > min{ordp(f),ordp(g)}
e) Sei D' = D+div(g) fiir ein g € k(C)*. Dann ist L(D') — L(D); f — f-g ein Isomorphismus
von k-Vektorraumen.
Denn: D +div(fg) = D + div(g) +div(f) > 0
-

=D’

(h-3 < h) O

Proposition 22.2
Sei D € Div(C)
a) (D+P)<IU(D)+1
b) (D) < deg(D)+ 1 (falls deg(D) > 1)
Insbesondere ist L(D) endlich dimensionaler Vektorraum
Beweis
a) Esist L(D) C L(D + P). Ist f € L(D + P) — L(D), dann ist ordp(f) = —(np + 1). Ist
L(D + P) # L(D), so wéhle f € L(D + P) — L(D).
Behauptung: L(D + P) wird erzeugt von L(D) und f.
Denn: Sei g e L(D+ P)— L(D)
= ordp(g) = —np — 1
= f=ut™"r7 g =ut7""7! fiir ein t € mp mit mp = (t) (u,u’ € OF)
Sei h:=u(P)g —u'(P)f € L(D+ P)
= (u(P) - — /' (P)-u)t—"r1
= ordp(h) > —(np+1)+1=h e L(D)
= 9= ds (h—/(P)f) € L(D) + ()
b) Induktion tiber d = deg(D)
d=—1: L(D)=0
d>0: SeiPeC,D'=D-P
LY (D) < deg(D') +1=4d
)

= (D) =1(D'+P)<d+1 O
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Satz + Definition 12 (Riemann-Roch)
a) Es gibt ein v € N, sodass fir alle D € Div(C) gilt:

(D) > deg(D) +1—7

b) Das kleinste v, fiir das a) erfillt ist, heit Geschlecht von C (g(C) = g).
c) Es gibt einen Divisor K € Div(C) (,kanonischer Divisor“), sodass fiir jedes D € Div(C')
gilt:
(D) —Il(K —D)=deg(D)+1—g
Dabei ist K = divw fiir ein (beliebiges) Differential w € (C'). Zum Beispiel w = d f fiir ein
f € k(C)*; ordp(w) = ordp (L ) tp Uniformisierende in P.

Beispiel
1) C =Pk), w=duz, divw =7?
Fir a € k ist t, := © — a Uniformisierende, % =1

In oo ist 1 Uniformisierende.
d‘(ig) = (—7) = orde(dz) = -2
= K = —2 - oo ist kanonischer Divisor auf P!(k).
2) C=V({Y?2-X?*+X), w= 2= divw = 0 (Rechnung selber)

Folgerung 22.3

a) I(K) =g
(setze D = 0 in Satz 12 ¢) ein: [(0) —I(K) = deg0+1 — g)
—~— \TJ
=1 =

b) deg K =2g — 2
(setze K in Satz 12 ¢) ein: [(K) —1(0) = deg K + 1 — g)
— —~~
=g =1
Beweis (von Satz 12)
a) Setze s(D):=degD +1—1(D)
Es gilt:
e s(D)=s(D) falls D' =D
e D'<D=s(D)<s(D)
Sei nun f € k(C)* und N := f*(0) der Nullstellendivisor.
Behauptung 1: Fur jedes D € Div(C) gibt es D' mit D’ = D, sodass D' < m - N fiir ein
m > 1.
Behauptung 2: Es gibt v > 0 mit s(m - N) <~y Vm > 1.
Aus Behauptung 1 und Behauptung 2 folgt 12 a).

Beweis 1: Sei D = > npP
pPeC

m-ordp(f) :ordp(f) >0

. X 3 <
Gesucht: h € kE(C)* mit np + ordp h < { 0 ordp(f) <0
Ersetze dann D durch D’ = D + div(h).

Seien Py, ..., P. € C die Punkte mit ordp(f) < 0 und np > 0.

h; :%—%(PZ) € mp,

T _
ho=T11h " tut’s
=1
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Beweis 2: [k(C): k(f)] = deg(f) =:r
Sei g1,. .., gr Vektorraum-Basis von k(C) tber k(f). (E jede Polstelle von g; ist auch

Polstelle von f. = % € L(mN) mit ¢ = 1,...,r, j = 0,...,m =
deg(mN)=mr

I[(mN) > mr —r(y —1) O

7






Anhang A
Ubungen

Ubung 1 vom 21. Oktober 2011

Aufgabe 1 (4 Punkte)
a) Sei R ein noetherscher Ring. Zeige, dass dann der Ring der formalen Potenzreihen R[X] =
{(ai)ien | a; € R}noethersch ist.

b) Zeige, dass der Ring {f € R[X] | f konvergiert auf R} nicht noethersch ist.

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Sei k ein unendlicher Koérper und V' C k% gegeben durch

V ={(t,t* %) |t € k}.

Zeige, dass V eine affine Varietdt ist, und bestimme das Verschwindungsideal (V') C k[X,Y, Z].
V' heifit iibrigens getwistete Kubik.

Aufgabe 3 (6 Punkte)

Es sei k ein Korper der Charakteristik # 2.

a) Zeige: Fiir ein nichtkonstantes Polynom g € k[X] und ein a € k* ist g? — a kein Quadrat in
k[X].

b) Nun sei & unendlich und A € k\ {0, 1}. Zeige, dass jede polynomiale Abbildung @ : k — k2,
O(x) = (fi(x), fo(z)) mit fi, fo € k[X], deren Bild in der Nullstellenmenge V) des Polynoms
Y2 — X (X —1)(X — \) liegt, konstant ist. Gilt das auch fir A = 07

c) Skizziere fiir k = R die Nullstellenmenge V) fir

o \=0,
o \=1,
o \=2.
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Ubung 2 vom 28. Oktober 2011

Aufgabe 1 (4 Punkte)

Es sei k ein beliebiger Korper. Dann sind A%(k) und A!(k) x Al(k) als Mengen gleich. Zeige,
dass die Zariski-Topologie auf A%(k) genau dann die Produkttopologie von Al(k) x Al(k) ist,
wenn k endlich ist.

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Sei k ein unendlicher Korper und V;, = V(X2 - Y Z, XZ — X) C A3(k).
a) Skizziere die affine Varietéit Vg im R3.

b) Bestimme die irreduziblen Komponenten von V.

Aufgabe 3 (4 Punkte)
Es sei X ein topologischer Raum und Y C X. Wir versehen Y mit der Spurtopologie. Zeige die
Aquivalenz der folgenden Aussagen:

i) Y ist irreduzibel.

ii) Der Abschluss Y von Y ist irreduzibel.!
iii) Zwei nichtleere, offene Mengen in Y haben nichtleeren Schnitt.
iv) Jede nichtleere, offene Menge U C Y ist dicht in Y (d.h. U =Y).

Aufgabe 4 (4 Punkte)
Sei k ein unendlicher Korper. Zeige, dass fiir jedes n > 1 der Raum A"(k) mit der Zariski-
Topologie irreduzibel ist.

Hinweis: Benutze Proposition 4.4 aus der Vorlesung oder zeige, dass A" (k) die Bedingung (iii)
aus Aufgabe 3 erfiillt.

Zundchst eine kleine Erinnerung:

Sei X ein topologischer Raum und Y C X eine beliebige Teilmenge von X. Per Definition ist
U CY genau dann offen in Y (bzgl. der Spurtopologie), wenn ein offenes U C X existiert mit
uny =U.

Die analoge Definition mit abgeschlossenen Mengen liefert die gleiche Topologie:

A CY abgeschlossen
& Y\ ACY offen
& JUC X offen: Y NU =Y\ A
& JX\U C X abgeschlossen : Y N(X\U)=A4

Eine Menge A C'V ist also genau dann abgeschlossen in Y beziiglich der Spurtopologie, wenn
es eine abgeschlossene Menge A C X gibt mit ANY = A.

Losung 3
In der Ubung haben wir bereits gesehen, dass i) < iii) und iii) = iv). Auch i) = ii) stand schon
an der Tafel:

Angenommen Y ist reduzibel, d.h. Y = A; U Ay mit echten abgeschlossenen Teilmengen A,
AQ in Y. Dann gibt es (81ehe oben) abgeschlossene Mengen Al, Ag in X mit A;,NY = A, und
A,NY = A, Dann sind 4; N'Y abgeschlossen in Y. AuBerdem gilt A, NY # Y, da sonst
Y = A4NY C A Y was im Widerspruch dazu steht, dass Y die kleinste abgeschlossene
Menge in X ist, die Y enthalt Es folgt Y = (A, NY) U (A2 NY') und damit ist ¥ reduzibel.

!Der Abschluss Y von Y ist definiert als der Schnitt aller abgeschlossenen Mengen, die Y enthalten.
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Ubung 2 vom 28. Oktober 2011

iv) = iii): Seien Uy, Uy C Y offen und nichtleer. Wére Uy N U, = (), so ware Uy C Y\ U;. Die
Menge Y\ U; ist abgeschlossen, also gilt auch Uy C Y\ U;. Aber Uy =Y, also ist U; = 0,
ein Widerspruch!

ii) = i): Angenommen Y ist reduzibel, d.h. Y = A; U Ay mit echten abgeschlossenen Teil-
mengen Ay, A2 in Y. Dann gibt es abgeschlossene Mengen Al, Ay in X mit A, NY = 4,
und A, NY = A,. Die Mengen A; N'Y sind abgeschlossen in X. AuBerdem gilt:

= (A NY)U(4,nY) C (A NY)U (!12 NY) CY und damit Y = (A, NY)U (A,NY).
Wire 4,NY =Y, soauchY =Y NY = (/L NY)NY = A;NY = A;, ein Widerspruch.
Damit ist Y reduzibel.
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Ubung 3 vom 4. November 2011

Auf diesem Blatt bezeichne k immer einen algebraisch abgeschlossenen Koérper.

Aufgabe 1 (4 Punkte)
Es sei U(n) = {4 € C" | ATA = I,,} die unitire Gruppe.
a) Zeige, dass U(n) keine komplexe affine Varietét in C™*" ist.

b) Zeige, dass U(n) dafiir aber eine reelle affine Varietat ist, wenn wir C**" auf die naheliegende
Weise mit R?" identifizieren.

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Sei V' C A"(k) eine affine Varietdt. Weiter seien g, h € k[X7, ..., X,] Polynome, wobei h keine
Nullstelle in V' habe.

Zeige, dass die Abbildung ¢ : V — A'(k) ein Morphismus von affinen Varietéten ist. Gilt das
auch, wenn £ nicht algebraisch abgeschlossen ist?

Aufgabe 3 (4 Punkte)

Es seien V; = V(Y2 — X) und V5 = V(XY — 1) affine Varietaten in A%(k).

Ist der Koordinatenring von Vi bzw. V5 isomorph zum Polynomring in einer Variablen? Be-
grinde deine Aussage.

Aufgabe 4 (4 Punkte)

Sei C =V (Y2 - X%(X — 1)) C A%(k).

a) Zeige, dass es einen surjektiven Morphismus ¢ : A'(k) — C gibt.
b) Gibt es auch einen Isomorphismus ¢ : A'(k) — C?

¢) Ist C hmoomorph zu A'(k)?
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Ubung 4 vom 11. November 2011

Aufgabe 1 (4 Punkte)
Sei k ein Korper, A und B zwei k-Algebren, B endlich erzeugt und ¢: A — B ein k-
Algebrenhomomorphismus.

Zeige, dass das Urbild eines maximalen Ideals in B unter ¢ ein maximales Ideal in A ist.

Hinweis: Zeige zunéachst, dass fiir B die algebraische Version von Hilberts Nullstellensatz gilt.

Aufgabe 2 (3 Punkte)

Sei X ein topologischer Raum. Eine Garbe F von Ringen auf X besteht aus einem Ring F(U)
fiir jedes offene U C X und einem Ringhomomorphismus py;: F(V) — F(U) fiir alle offenen
UCV CX, so dass:

o VU CU CU"offen in X: pY = idyw) und pf o pll/ = p¥"
e Fiir jede offene Uberdeckung V = U;c; Vi einer offenen Menge V C X gilt:
— Gilt fir ein f € F(V) und alle ¢ € I, dass p“fi(f) =0,s0ist f=0.
— Zu jeder Menge {f; € F(V;) | i € I} mit der Eigenschaft p\iy (f;) = py/ny, (f;) fiir
alle i, € I gibt es ein f € F(V) mit py (f) = f; fir alle i € 1.
Die pY; werden oft Restriktionsabbildungen genannt.
Sei Y ein weiterer topologischer Raum und f: X — Y eine stetige Abbildung. Fiir eine offene
Menge V' C Y definieren wir f,.F (V) = F(f~1(V)).

Zeige, dass dadurch (zusammen mit geeigneten Restriktionsabbildungen) eine Garbe von Rin-
gen auf Y gegeben ist. (f.F heifit direktes Bild von F.)

Ab hier bezeichne k£ immer einen algebraisch abgeschlossenen Koérper.

Aufgabe 3 (3 Punkte)

Sei V' C A™(k) eine affine Varietat, U C V offen.

Zeige: Der k-Algebrenhomomorphismus p: k[V] — Oy (U), f — f|y ist genau dann injektiv,
wenn U dicht in V' liegt.

Aufgabe 4 (4 Punkte)
Sei U = A?(k)\ {(0,0)}. Bestimme den Ring der reguléren Funktionen Oz, (U). Folgere, dass
U nicht isomorph zu einer affinen Varietéat ist.

Aufgabe 5 (2 Punkte)
Es seien V eine affine Varietiat, U C V offen und g € Oy (U). Zeige, dass W :={x € U : g(x) =
0} abgeschlossen in U ist.

Losung 2

Fiir offene Mengen U C V C Y sind f~1(U) C f~5V) C f~1(Y) = X offen in X. Wir konnen
also Restriktionsabbildungen definieren als o); = pj:i%; CF(fYV)) — F(FH0)).

Es gilt:

LU . .
o off = pap) = iz = idprw)
e Seien U C U’ C U” offen in Y, dann ist o) o 0¥, = p}cjgg;) o p}ciggi/)) = p}cjgg;) ="

e Sei V = ;c; Vi eine offene Uberdeckung einer offenen Menge V C Y.
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— Fur h e f.F(V) mit oy, (k) = 0 fiir alle ¢ € I gilt dann auch p}[:i&))(h) = 0 fiir alle
i € I. AuBerdem ist Uc; f~1(V;) eine offene Uberdeckung von f~'(V). Da F eine
Garbe ist, ist somit h = 0.

— Sind h; € f.F(V;) gegeben mit a“fjmvj(hi) = a“,/{m/j(hj) fir alle Paare von ¢ und j aus
I, dann gilt auch pﬁjﬁ%m(hl) = p}cjg“%vj)(hj). Wegen f~1(V;NV;) = f~1(V;)n
f71(V;) und der Garbeneigenschaften von F existiert dann ein h € F(f~1(V)) =
FF(V) mit o, (h) = pla) (h) = by fiie alle i € 1.
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Ubung 5 vom 18. November 2011

Auf diesem Blatt bezeichne k immer einen algebraisch abgeschlossenen Koérper.

Aufgabe 1 (2 Punkte) )
Sei V' C A"(k) eine affine Varietdt und U, U dichte, offene Teilmengen von V. Zeige, dass auch
ihr Schnitt eine dichte, offene Teilmenge von V ist.

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Es seien V = V(WX —-YZ) C AY(k) und z, y, 2, w € k[V] die Restklassen der entsprechenden
Polynome in k[X,Y, Z, W|. Zeige:

a) Die affine Varietat V ist irreduzibel.

b) Auf D(y) U D(w) wird durch

fur p € D(y)

_ _ )y
r(p) = r(z,y,z,w) {w fir p € D(w)

eine regulare Funktion definiert.

¢) Der maximale Definitionsbereich von r als rationale Funktion ist gleich D(y) U D(w).

d) Die regulare Funktion r kann auf D(y) U D(w) nicht als f/g mit f, g € k[V] geschrieben
werden.

Aufgabe 3 (5 Punkte)
Der algebraisch abgeschlossene Korper k£ habe nun Charakteristik 0. Es seien a, b € N,
V = V(X®—-Y" c A%(k) und ®: AY(k) — V, t — (#° ). Diskutiere folgende Punkte in
Abhéngigkeit von a und b:

e Wann ist ® injektiv, wann surjektiv und wann ein Isomorphismus?

e Zerlege V in irreduzible Komponenten.

e Bestimme, wann ® eine birationale Abbildung ist.

Hinweis: Betrachte den gréfiten gemeinsamen Teiler d von a und b.

Aufgabe 4 (5 Punkte)
a) Zeige: Die Gruppe GLy(k) operiert auf P'(k) durch

b
(a > (z:y) = (ax + by : cx + dy).
cd

Dabei operiert das Zentrum Z(GLq(k)) = {(8 2) :a € k*} trivial, d.h. obige Operation

definiert auch eine Operation von PGLy(k) = GLy(k)/Z(GLa(k)) auf P(k).

Fiir paarweise verschiedene Punkte P, = (21 : y1),..., Py = (%4 : y4) € P1(k) ist das Doppel-
verhéaltnis gegeben durch

DV (Py,...,Py) = <$1y3 —L3Yr | Y4 — $4?/1> '

TalYys — T3Y2 T2Y4 — T4lY2

b) Zeige: Das Doppelverhéltnis ist invariant unter PGLy(k), d.h. fir jedes g € PGLa(k) ist
DV(Py,...,Py)=DV(g(P),...,9(F)).
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c) Zeige: PGLo(k) operiert dreifach transitiv auf P*(k), d.h. zu je drei paarweise verschiedenen
Punkten Q1,Q, Qs € PL(k) und Q,Q%, Q5 € P'(k) gibt es stets ein g € PGLy(k) mit
(9(Q1), 9(Q2), 9(@s)) = (@1, @5, @3).

Die Aussage in Aufgabe 1 gilt nicht nur fiir affine Varietaten, sondern allgemeiner fiir topolo-
gische Raume. Deshalb hier nochmal die Losung der allgemeineren Aufgabe 1:

Losung 1 } _ 3
Angenommen U N U ware nicht dicht in V. Dann wiare W := U NU C V. Da U und U dicht
in V liegen, liegt weder U noch U komplett in W. Es gilt:

U=UnD)u@nWV\D)CUNO)UV\T)CWuUWV\D)

Die Menge U ist dicht in V', kann also nicht in I enthalten sein und natiirlich istfj NWV\U) =0,
also gilt U ¢ WUV \ U und damit WUV \U # V. Esfolgt U C WU (V\U) C V, was im
Widerspruch zu U = V steht.

Losung 3
Sei d := ggT(a,b), o := a/d und B := b/d. In der Ubung haben wir bereits eingesehen, dass ®
genau dann injektiv ist, wenn d = 1 und genau dann surjektiv ist, wenn d = 1.

Wann ist ® ein Isomorphismus?

Jeder Isomorphismus ist bijektiv, also brauchen wir mindestens d = 1. Ein bijektives & ist
genau dann ein Isomorphismus, wenn ein f € k[X,Y] existiert mit ®~!(z,y) = f(x,y) fir
alle (z,y) € V. Wenn ein solches f existiert, dann gilt f(®(¢)) = ¢ und nach Satz 4 auch
(f o ®)f =id*, d.h. T = f(T°,T") € k[T]. Da T Grad 1 hat, hat auch f(7% T°) Grad 1, was
a =1 oder b =1 zur Folge hat.

Fir a =1ist ®(z,y) =y, fir b= 1 gilt o (z,y) = z.

Somit gilt: ¢ ist genau fiir a = 1 oder b = 1 ein Isomorphismus.

Zerlegung von V' in irreduzible Komponenten:

Sei ¢ eine primitive d-te Einheitswurzel in k. In k[T, U] gilt T¢ — U? = [[¢_(T — £€*U), denn
die £¥U sind d paarweise verschiedene Nullstellen von T¢ — U? € k[T] und deg,(T¢ — U?) = d.
Damit gilt V = V(X% - Y?) = V(X2 — YP) = UlZj V(X — €FYP). Sei V;, := V(X — £FYF).
Man rechnet schnell nach, dass das folgende topologische Lemma gilt.

Lemma: Sind V, W topologische Raume, ®: V' — W stetig und V irreduzibel, dann ist auch
W irreduzibel.

Da die Abbildung ¢ + (t°,t%) ein surjektiver Morphismus von A!(k) nach V; ist (o und 3 sind
teilerfremd) und A!(k) irreduzibel ist, ist auch Vj irreduzibel.

Die Morphismen Vi, — Vo, (z,y) = (£7*,"y) und Vo — Vi, (z,y) — (&2, y) sind
wohldefiniert (man rechne nach, dass das Bild tatsachlich in Vj bzw. Vj, liegt) und invers zuein-

ander. Also ist Vj = V,, und somit sind alle V), irreduzibel. Des weiteren sind die V}, paarweise
nicht ineinander enthalten, da V; N'V; = {0} fiir 7 # j.

Damit haben wir gezeigt, dass V = U{Zf V(X — ¢kYP) die Zerlegung von V in irreduzible
Komponenten ist.
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Wann ist ® birational?

In der Ubung haben wir bereits gesehen, dass V irreduzibel sein muss, falls ® birational ist.
Aus der obigen Zerlegung von V folgt also, dass d = 1 gelten muss. Ist nun umgekehrt d = 1,
dann sind @ und b teilerfremd, also existierten u, v € Z, so dass ua + vb = 1 ist. Somit gilt ¢t =
teatvd = (1)e(?)v und damit ist U : V --» AY(k), (z,y) — (y“a®) (definiert auf D(y) N D(z))
eine Inverse zu ® in der Kategorie der irreduziblen affinen Varietdten mit dominanten rationalen

Abbildungen.

Losung 4
a) Zunéchst rechnen wir nach, dass - eine Gruppenoperation definiert:

Es gilt (é (1)> (z:y) = (x:y), sowie

(D) - (12 wromrees

= (a(d'z +Vy) +b(cz +dy) : c(d'z +Vy) + d(dz + d'y))
= ((ad" +bd)x + (ab + bd")y : (ca’ + dc)x + (b + dd')y))

B aa’ + b ab’ + bd ()
 \ed +dd o +dd Ty

= (G0 () e

Die Operation ist wohldefiniert, denn (Z Z) Az Ay) = (adx+bA\y : cdx+dNy) = (ax+by :

cx +dy) = (Cc” 2)-($:y) fir alle A € k*.

Das Zentrum von GLy(k) operiert trivial auf P!(k), denn fiir alle a € k* ist (g 2) (xy) =
(az : ay) = (z : y).

b) Seien P1 = (a:l:yl), PQI (xz:yg), P3 = (%323/3), P4: <£U4:'y4) EIEM(]{]) undg: (Z Z) €
PGLy(k).

_ ( (az1+by1)(cw3+dys)—(azsz+bys)(cx1+dy1) . (az1+byr)(cratdys)—(aza+bys)(czi+dyr)) _
l)(‘/(g()“f)l)? 79)(P‘(1>) _)(((ax2+by2))(ca:3+dy3)(a:rngbys)(chrdyz) ’ (aIQ+by2)(0$4+dy4)*(a14+by4)(Cx2+d242)) o
ad—bc)(z1ys—z3y1) . (ad—bc)(T1ya—Tay1) \ _ (Z1Y3—T3y1 . Tiya—Tay1 | _
((ad—bc)($2y3—$3y2) ) (ad—bc)($2y4—$4y2)> - liyg—ﬂﬂzyé ) $;y4—$4y; - DV(Pl’ B P4)

c) Wir suchen zunéchst fir paarweise verschiedene P, = (21 : y1), Py = (22 : y2), Py = (23 :
y3) € PY(k) ein g = (Z 2) € PGLy(k) mit g- (1:0) = (21 : 11), - (0: 1) = (22 : y2) und
g-(1:1) = (z3:ys).

Esist g-(1:0)=(a:¢),g-(0:1)=(b:d)undg-(1:1) = (a+b:c+d), wir suchen
also a,b,c,d € k, ad —bc # 0 und A\, u, v € k™ mit a = Axy, ¢ = Ayp, b = pxe, d = uys,
a+b = vrs, c+d = vys. Das LGS konnen wir umformen zu (x1ys —xoy1 ) A+ (22ys —23y2)v = 0
und (z1y2 — 22u1 )0 + (2311 — 21y3)v = 0. Da die P; paarweise verschieden sind, lasst sich
das LGS nichttrivial 16sen. Wéhle ein beliebiges v # 0, dann sind auch A # 0 und u # 0
und ad — be = Az pys — predyy = AMu(z1y2 — 22y1) # 0. Somit haben wir ein passendes g
gefunden.

Fir Q1,Q-, Q3 € P'(k) und Q}, Q,, Q5 € PL(k), je paarweise verschiedene Punkte, gibt es
somit ein g € PGLy(k) mit (g(1:0),9(0:1),9(1:1)) = (Q1,Q2,Q3) und ein ¢ € PGLy(k)
mit (¢'(1:0),g(0 : 1),g(1 : 1)) = (Q}, Q%, Q%). Die Verkettung ¢’ o g=' € PGLy(k) bildet
dann (Q1, Q2, Q3) auf (Q}, Q%, Q) ab.
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Ubung 6 vom 25. November 2011

Aufgabe 1 (5 Punkte)

Es sei k ein beliebiger(!) Koérper und n > 1. Fiir einen Untervektorraum U C k™! sei P(U) C
P"(k) die Menge der eindimensionalen Untervektorrdume von U. Falls dimg U = 2, so nennt
man P(U) auch eine Gerade. Zeige:

a) P(U) ist eine projektive Varietét.
b) In P?(k) haben zwei Geraden immer einen nichtleeren Durchschnitt.

¢) Zwei Punkte a, b € P"(k), a # b liegen auf einer eindeutig bestimmten Geraden. Diese werde
mit ab bezeichnet.

d) Auf jeder Geraden gibt es mindestens 3 Punkte.

e) Wenn a, b, ¢, d € P*(k) paarweise verschiedene Punkte sind, so folgt aus ab N ecd # (), dass
auch @e N bd # O gilt.

Ab hier bezeichne k immer einen algebraisch abgeschlossenen Koérper.

Achtung: Aufgabe 2 wird auf Blatt 8 verschoben - die Definition von Automorphismus einer
projektiven Varietdaten kam in der Vorlesung noch nicht vor.

Aufgabe 2 (3 Punkte)

Aufgabe 3 (3 Punkte)

Es sei S = @,>0Sq ein graduierter Ring und I <. ein homogenes Ideal. Zeige:

Das Ideal I ist genau dann ein Primideal, wenn fiir beliebige homogene Elemente f, g € S aus
fg € I folgt, dass f € [ oder g € I.

Aufgabe 4 (5 Punkte)
Sei k ein Korper von Charakteristik # 2 und a € k£*. Die affine Varietét

L=V({(X?+Y?? —a(X?-Y?)

hei3t Lemniskate.
CBQ +y2

Argumentiere, warum L irreduzibel ist. Zeige dann, dass k(L) = k(t) mit ¢ = = gilt (wobei

z, y € k[L] die Restklassen von X und Y € k[X,Y] sind). Folgere, dass L birational zu A'(k)
ist.

Hinweis: L entsteht aus einer Hyperbel unter der Inversion am Einheitskreis o @ A%(k) --»
A2(k>7 (:r;,y) = ﬁ ’ (xay)

Losung 1

a) Ziel: Um zu zeigen, dass P(U) eine projektive Varietat ist stellen wir U als Kern einer
Abbildung z — Az mit A = (a;) € k™™ dar. Dann ist U = V({7 ayX; | @ =
1,...,m}).
Sei by, ..., b eine Basis von U. Ergénze sie zu einer Basis B = {by, ..., b,41} von k"1, Dann

ist U Kern von
kn—i—l N kn+1

g b o 0 firi=1,....1
bj — bj furjzl—i-l,,n—i-l
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Die Matrix zu ® beziiglich der Basis B ist A¢ = o,

1
Sei M die Basiswechselmatrix von der Standardbasis zu B. Dann erfiilllt A := A - M wie
gewiinscht Kern A = U.

b) Die Lésung zu b) haben wir bereits in der Ubung gesehen.

c) Seien a,b € P*(k), a # b. Zu zeigen ist, dass a und b auf einer eindeutigen Geraden liegen.
Aus a # b und dimg(a) = dimg(b) = 1 folgt, dass a N'b = {0}. Mit der Dimensionsformel
folgt dann dimy(a +b) =1+ 1—0 = 2. P(a + b) ist also eine Gerade, die a und b enthalt.
Die Gerade ist eindeutig, da a + b der kleinste Untervektorraum von k™! ist, der sowohl a
als auch b enthélt und da a 4 b schon Dimension 2 hat.

d) Sei P(U) eine Gerade und {by, bo} eine Basis von U. Dann sind b, by und by + by paarweise
linear unabhéngig, definieren also 3 unterschiedliche Punkte in P(U).

e) Essei a = P(U;), b = P(Us), ¢ = P(Us) und d = P(Uy) paarweise verschiedene Punkte in
P"(k). Dann gilt laut Voraussetzung dimg((U; + Us) N (Us + Uy)) > 1. Unser Ziel ist zu

zeigen, dass auch
dlmk((Ul + U3) N (U2 + U4)) Z 1

ist. Dazu benutzen wird die Dimensionsformel. Es gilt
dimk<U1 + U2 + U3 + U4>

dlmk(Ul + UQ) + dlmk(Ug + U4) - dlmk«Ul + UQ) N <U3 + U4))
242-1=3

IA I

und

dlmk(Ul + U2 + U3 + U4)
= dlmk(Ul —+ Ug) —+ dlmk(UQ + U4) — dlmk((Ul -+ Ug) N (U2 -+ U4))
= 2+2—dimk((U1+U3)ﬂ(U2+U4)),

woraus insgesamt dimy((Uy + Us) N (Uy + Uy)) > 1 folgt. Also ist ae N bd # 0.

Losung 3

Die Implikation von links nach rechts ist klar. Es gelte also umgekehrt die rechte Seite und es
seien f, g € S mit fg € I. Zu zeigen ist, dass f € I oder g € I. Wir zerlegen f und g in
homogene Summanden:

f:Zfi> g:Zgj und setzen Vi > d,j >e: f; =g, = 0.

i=0 j=0

Dann ist fg = 3, ; fig; = Sdre s o figk—i- Da I homogen ist und fg € I miissen alle ihre

homogenen Summanden in [ liegen. Also gilt fiir alle kK =0,...,d+e
k
> figr €1
1=0

Angenommen f ¢ I. Dann liegt auch ein homogener Summand nicht in /. Also gibt es ein
minimales L mit fp ¢ I. Es gilt nun

L -1
I3 figr1= fign1+ fugo
=0 =0
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und da die vordere Summe der rechten Seite in [ liegt, muss frgo in [ liegen. Dies ist nun ein
Produkt von homogenen Elementen, also liegt einer der Faktoren in /. Folglich ist gg € I.

Um einzusehen dass auch g; € I fiir i # 0 gilt, machen wir Induktion. Die obigen Uberlegungen
sind unser Induktionsanfang und als Induktionsvoraussetzung gelte fir K > 0: g; € [ fir alle
i < K. Es ist

L+K L1 L+K
S figrek—1 = figrex—1+ frax + > figrer—i-
1=0 1=0 =L 11

Die linke Seite ist in I, genauso wie die vordere und hintere Summe der rechten Seite, einmal
aufgrund der Wahl von L, einmal aufgrund unserer Induktionsvoraussetzung. Also ist frgx in
I und wie oben folgt gx € I.

Das zeigt g € I; somit ist [ ein Primideal.
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Ubung 7 vom 2. Dezember 2011

Auf diesem Blatt bezeichne k£ immer einen algebraisch abgeschlossenen Korper.

Aufgabe 1 (3 Punkte)

Es sei £ = V(Y? — X3 + X) C A?(k). Wir betrachten die Einbettung ¢, : A%(k) — P2(k),
(x,y)— (z:y:1).

Zeige: Der Abschluss von ¢z(FE) in P?(k) ist V(Y?Z — X3 + X Z?).

Welche Punkte liegen im Abschluss von ¢z(E), aber nicht in ¢z (E)?

Aufgabe 2 (3 Punkte)

Zu einem Ideal I < k[X7,...,X,] sei I* das von den Homogenisierungen der Elemente von
(beziiglich Xy) erzeugte homogene Ideal in k[Xy, ..., X,]. Weiter sei V' C A™(k) eine affine
Varietdt und ¢ : A"(k) — P"(k), (z1,...,2,) = (1 : @y : ... : x,) die Einbettung. In der

Vorlesung wurde o(V (1)) = V(I*) gezeigt.

Zeige, dass auch I(p(V)) = I(V)* gilt.

Aufgabe 3 (5 Punkte)
Die getwistete Kubik V = V(X2 — Y, X? — Z) C A3(k) (von Blatt 1) kommt zuriick!

Es sei ¢ : A%(k) — P3(k) die Einbettung (z,y,2) — (1 : z : y : 2) und k[W, XY, Z] der
Koordinatenring von P3(k). Zeige:

a) XZ —Y? € I(p(V)), aber XZ —Y? & (X? — YW, X? — ZW?). Es reicht also nicht aus,
nur die Erzeuger von I(V) = (X? — Y, X? — Z) zu homogenisieren.

b) Es gilt o(V) = V(X? — YW, X? — ZW2 XZ — Y?).
¢) Was sind die irreduziblen Komponenten von V(X2 — YW) NV (X?® — ZW?)?

d) In ¢) haben wir auch gezeigt, dass der Schnitt von irreduziblen Varietdten nicht unbedingt
irreduzibel sein muss.

Aufgabe 4 (5 Punkte)
Es seien r, s € Nund N = (r + 1)(s + 1) — 1. Die Abbildung

qj{ P (k) x Ps(k) — PN (k)
Tl (@oreeirme), (Yoot ys)) o (ToYo i i ToYs e XYoo D TpYs)

heifit Segre-Finbettung. Zeige:
a) W ist wohldefiniert und injektiv.
b) Bild(¥) ist eine irreduzible Untervarietit von PV (k).

Hinweis: Es sei k[Z;; |1 =0,...,7, j =0,...,s] der Koordinatenring von P~ (k). Betrachte
den k-Algebrenhomomorphismus

(I)lk'[Zij]%k[XQ,...,XT,%,...,YS], Zz]HXl}/]

und zeige V (Kern(®)) = Bild(WV).
C) Ist r =s= 1, SO gllt Blld(@) = V(ZO()ZH — Z(nZl()).
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a)

Losung 4
Zunéchst ist fir z = (zg: ... 2,) €P(K),y = (yo: ...:ys) € P*(K) der Ausdruck ¥(z,y)
unabhéngig vom Reprasentaten der Aquivalenzklasse, denn fir A\, p € K* gilt
U((Azg oot Azy), (Yo t - pys)) = (AZofsyo @ - ot ATy @ .o 2 ATy 1Ys)
= (zoyo : - .. Ty .. TYs)
=W((xg:...ixp), (Yo e v 1 Ys))
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ABerdem gibt es einen Index 7y mit x;, # 0 und einen Index j, mit y;, # 0, so dass also
Ti,Yj, # 0 gilt, woraus folgt, dass V(x,y) nie in allen Koordinaten 0 ist.

U st injektiv: Denn seien & = (Zg : ... : &) € PY(K), g = (Jo : ... : Us) € P(K) zwei
weitere Punkte und es gelte ¥(z,y) = U(Z,y). Dann gibt es ein A € K*, so dass fiir alle
(1,7) €4{0,...,r} x {0,...,s}
Ty = ATy

gilt. Fiir beliebiges j und ¢ = iy wie oben ist y; = )\%gj, und da y;, # 0 ist, folgt /\% #0.
Somit gilt y = y.Genauso zeigt man x = Z; insgesamt folgt, dass ¥ injektiv ist.
In der Ubung haben wir bereits gesehen, dass es reicht V (Kern(®)) = Bild(¥) zu zeigen.
Es gilt Bild(¥) C V(Kern(®)), denn sei F' € Kern(®) und (z,y) € P"(K) x P*(K). Dann
ist

F(VU(x,y) = F({(zoyo: ---:xys)) = ®(F)(xo, ., T, Yo ---,Ys) = 0.

Fiir die andere Inklusion betrachten wir fiir (4, 5), (¢, j') € {0,...,7} x{0,..., s} die Poly-
nome
Zz]Zl/]’ — ZZ]/ZZ/]

Diese liegen im Kern von ®. Sei J das von ihnen erzeugte Ideal, also

J = (ZijZi’j’ — Zij’ i | (Z,j), (i/,j,) S {0, cee ,7’} X {0, e S})
Es ist J C Kern(®), also V(J) O V(Kern(®)). Wenn wir zeigen, dass V(J) C Bild(V) gilt,
so sind wir fertig.

Es sei z = (290 : ... : 2r5) € V(J). Zunéchst gibt es ein Paar (i, jo), fur das z;,;, 7# 0 gilt.
Es ist

ijZiojo = Fijo~iogs

was aquivalent ist zu

_ RijoRiog
Zig = — .
“iojo
Wir setzen z; = 2;;, und y; = 2;,;. Dies definiert zwei Punkte o = (... : 2; : ...) € P"(K)

und y = (... y;:...) € P°(K), und es gilt

\I/(x,y):(...:zijozioj:...):(...:%:...):(...:Zij:...).
20J0

Somit ist z € Bild(WV).
Aus b) erhalten wir unter anderem Bild(V) = V/(J), und es gilt fir r =s =1

J = (ZOOZH - ZOlzl(])u

denn alle anderen Erzeuger sind 0.
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Ubung 8 vom 9. Dezember 2011

Auf diesem Blatt bezeichne k immer einen algebraisch abgeschlossenen Korper.

Aufgabe 1 (3 Punkte)
Inzwischen wissen wir, was Morphismen in der Kategorie der projektiven Varietéten sind. Dar-
um hier noch einmal Aufgabe 2 von Ubungsblatt 6:

Bestimme die Automorphismen von P!(k), d.h. die Menge aller Isomorphismen ¢: P!(k) —
P (k).
Tipp: Benutze Aufgabe 4 von Ubungsblatt 5.

Aufgabe 2 (3 Punkte)
Es sei ¢ : P"(k) — P™(k) ein Morphismus. Zeige, dass es homogene Polynome fy,..., fi, €
k[Xo, ..., X, gibt, alle vom gleichen Grad, mit

p(x) = (folx) : ... : fin(w))
fir alle x € P"(k).

Aufgabe 3 (3 Punkte)

Der Nikolaus hat dir und deiner Schwester je eine nichtleere, irreduzible, projektive Varietéat
im P"(k) geschenkt. Deine ist isomorph zu einer affinen Varietit, die deiner Schwester besteht
nur aus einem Punkt. Doch der Nikolaus behauptet, dass er keinen von Euch benachteiligt hat.
Wieso?

Aufgabe 4 (Veronese-FEinbettung 7 Punkte)
Es seien Mg, My, ..., My die Monome von Grad d in k[Xo, ..., X,]. (Hierbei ist N(d) =

(nj;d) — 1.) Der Morphismus
pa P"(K) =+ PNO(R)  w s (Mo(a) = ... - Mgy (2)

heifit Veronese-FEinbettung.
a) Wir identifizieren den Koordinatenring k[PY¥ (k)] von PV @ (k) mit

k[YV |v=(rvo,...,vn) € NgTH anui = d}.
i=0
Zeige, dass fiir den k-Algebrenhomomorphismus
Oy k[PYD(R)] = k[Xo,..., Xn], Y= XV =X X0
gilt: Bild(pa) C V (Kern(®y)).
b) Zeige: Die Mengen
Uo = D(Y(ap,...0)) NV (Kern(®y)), ..., U, = D(Y,.04) NV (Kern(®q))

bilden eine offene Uberdeckung von V (Kern(®,)).

¢) Bestimme fiir jedes ¢ € {0,...,n} einen Umkehrmorphismus ¢/, : U; — P"(k) von p; und
begriinde, warum sich diese zu einem globalen Umkehrmorphismus ¥4 von py ,,verkleben*
lassen.
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d)

e)

Folgere, dass pg ein Isomorphismus zwischen P"(k) und einer irreduziblen, projektiven Va-
rietit in PV (k) ist.

Zeige: Fir jedes homogene Polynom f € k[Xy,...,X,] von Grad d gibt es ein lineares,
homogenes Polynom F' € k[Yy, ..., Ynw)], so dass

pa(V (f)) = V(F) N Bild(pa)-

Losung 4
Die Losung von Aufgabenteil a) und b) haben wir bereits in der Ubung gesehen. Sei

c)
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S={veNg"|> v =d}

i=0
Sei zur besseren Notation ¢ = 0. Wir definieren fiir y € Uy (d.h. yay,..0) # 0)
¢3(y) = (y(d,o ..... 0) - Yd-1,1,0,..,0) * -+ - : y(d—l,O,...,O,l)) € Pn(k)

(Allgemein steht an der i-ten Stelle d, bzw. d — 1.) 49 ist ein wohldefinierter Morphismus.
Wir zeigen nun, dass ¢9 invers zu py| o= (Us) ist.

Sei x € p;'(Up). Dann gilt d # 0 und
Vopglx) = Yy...:a":..)

_ (d0,0) . .(d=1,1,0,...,0) . ... (d—10,..0,1)
= (x L L )
= (zd: 202 cad )

z0#0
= (z9: 11 CXp) =

Als néchstes zeigen wir pg o ¢ = idy,. Dazu brauchen wir noch eine weitere Relation. Fiir
v e X ist

(I)d(Y(d,O ..... 0 Y1100 Y(dfl,o,...,o,nyn) = XgVOX(gdil)Vlel e ‘X(gdil)ynXZ”
— Xéd_l)ZLO XX X
_ Xéd—l)de
= O4(Y,)Pa(Yap.,.., 0)(d_1))-
Das bedeutet: Fir alle v € X gilt
Yao0,..0"Ya-1,10,..0" Ya-10,..00" — Y. Yao.,., 0)(d71) € Kern(®,).

Damit folgt fiir y € Uy, d.h. yep,..0) # 0,

Pd © ¢2(?J) = Pd(y(d,o ..... 0) - Y(d-1,1,0,....0) * -+ - : y(d—l,O,...,O,l))
=(...: Y(d,0,..,0) " Y(d-1,1,0,..00 " Y(d-1,0,..00) " : - y
_ Y(d,0,..., #0
= (.- YWY @o,... 0)(d D o) (.9,..,0) y

Auf U; N Uj sind ¢} und qﬁg beides Umkehrabbildungen zu p;. Wegen der Eindeutigkeit der
Umkehrabbildung gilt fir alle y € U; N U;

Ui(y) = ¥i(y).
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Damit verkleben sich die ¢!, zu einem Morphismus
g V(Kern(®y)) — P,

der ein Umkehrmorphismus zu py ist.
Der Morphismus py ist nach c) ein Isomorphismus zwischen P"(k) und V(Kern(®,)).

Der Homomorphismus @, ist homogen vom Grad d, denn jedes Y, wird auf ein homogenes
Polynom von Grad d geschickt. (Es gilt ®4(k[PV @ (k)].) C k[P"(k)]q. fiir alle e € Ny.) Damit
ist Kern(®4) ein homogenes Ideal und V(Kern(®,)) eine projektive Varietét.

Kern(®y) ist ein Primideal, denn Bild(®4) C k[P (k)] ist nullteilerfrei. Somit ist V (Kern(®y))
irreduzibel, wie gefordert.

Sei f € k[Xo, ..., X,] homogen von Grad d,

f= Z a, X".

vey

Wir setzen F' =3, x5 a,Y,. Dann ist F(py(z)) = f(z) und es folgt

pa(V(f)) = V(F) N Bild(pa).
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Ubung 9 vom 16. Dezember 2011

Die Ubung vor Weihnachten wird vom 23.12. auf den 22.12. vorverlegt. Sie findet am Donners-
tag, den 22.12., im 5. Block (15:45-17:15) im Raum 1C-01 statt.

Auf diesem Blatt bezeichne k immer einen Korper, der nicht notwendigerweise algebraisch
abgeschlossen ist.

Aufgabe 1 (4 Punkte)
Seien n > 1,d > 0, V ein n-dimensionaler k-Vektorraum und A: V¢ — ATV (vy,...,v4)
vy A -+ Ay die aus der Vorlesung bekannte multilineare, alternierende Abbildung.

a) Zeige, dass das duBere Produkt A%V folgende UAE erfiillt: Fiir jeden k-Vektorraum W
und jede multilineare, alternierende Abbildung ®: V¢ — W existiert genau eine lineare

Abbildung ¥: AV — W mit Vo A = .
b) Sei A°V := k. Zeige, dass @ A’V durch
d>0
(Vv Ao Avg) - (Wi A= Awy) = (V1 A Avg Awy A L. owy)

fir v;, w; € V zu einer k-Algebra wird.

Aufgabe 2 (5 Punkte)
a) Zeige, dass die GraBmann-Varietit G(2,3) isomorph zu P?(k) ist.

b) Die GraBmann-Varietdt G(2,4) ist die erste, die kein projektiver Raum ist.

Die Charakteristik von & sei nicht 2. Zeige, dass G(2,4), aufgefasst als Untervarietit des
P(A? k*) und beziiglich einer geeigneten Wahl der Koordinaten, gleich der Verschwindungs-
menge von

Xi12X34 — X3 Xos + X14Xo3
ist.

Hinweis: Zeige, dass 0 #w € A*k* genau dann total zerlegbar ist, wenn w A w = 0 gilt.

Aufgabe 3 (7 Punkte)
Es seienn >1,d € {0,...,n}, W < k" ein Untervektorraum der Dimension (n — d) und

U:={VeGdn)|VaW=Ek}

Zeige:

a) U ist offen in G(d,n).

b) U ist isomorph zu A"~ (k).
Hinweis: Interpretiere U als Menge der linearen Projektionen £ — W.
Auch die UAE des dufleren Produkts konnte hilfreich sein.

c) Ist k ein unendlicher Korper, so ist G(d, n) irreduzibel.
Losung 3

Aufgabenteil a) haben wir bereits in der Ubung geldst, die Aufgabenteile b) und c¢) haben wir
nur skizziert, darum kommt hier noch einmal die ausfiihrlichere Losung.
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b) Sei P := {p : k" — W | pist eine Projektion} C Hom(k™, W) und F = {e1,...,e,}

eine Basis von k", so dass W = (egqy1,...,€,). Fir jede Projektion p € P gilt dann fir
Je{l,...,d}: plej) = Xigpq age; mit a;; € kund fiir j € {d+1,...,n}: p(e;) =e,.

0 o o 0
0 : o 0
Beziiglich E hat p also folgende Gestalt: | @a+11 -+ Qa1 1 0 ... 0
: ) 0 )
: 0
ni .. Gpqg 0 ... 0 1

Zu jeder Wahl der a;; € k, i € {d+1,...,n},j € {1,...,d} gehort genau ein p € P, so dass
wir eine Bijektion zwischen P und A%"~%) (k) bekommen.

Wir definieren nun die (naheliegende) Bijektion zwischen U und P,

& u — P
MV o= (VeWe—Ww)

mit Umkehrabbildung ®~': P — U,p — Kern(p). Es bleibt zu zeigen, dass ® und &~ !
regular sind.

Sei zunachst V' = (vq,...,v4) € U. Dann ist {v1,...,v4, €441, - ., €, } eine Basis von k™, also
ist A:= (v1]...|vdleqs1] ... |en) invertierbar. Beziiglich E hat ®(V') die Darstellungsmatrix

0 0

0 0

0 0 1 0 0.4
0

0O ... 0 0 .. 0 1

Zu zeigen bleibt damit, dass die Eintrdge a;; von A~! regulire Funktionen auf U sind.
Es gilt aj; = (—1)"7 - det(A)~" - det(A’), wobei A" aus A durch Streichen der i-ten Zeile
und j-ten Spalte entsteht. Wie im Aufgabenteil a) sind det(A) und det(A’) durch lineare
Polynome gegeben (dort haben wir die UAE des dufleren Produkts verwendet). Auerdem
ist det(A) # 0 auf ganz U. Damit ist gezeigt, dass ® regulér ist.

Fiir ®~! betrachten wir p € P.

0 o e 0 —1 0

) ; 0

0 c . 0 : 0

Kern(p) = Kern( | @a+1,1 --- @ayra 10 ... 0y = (] 0 U e B
: : 0 - : : Ad41,1 Ad41,d
0
n1 .. Gpqg O ... 0 1 an,1 Qn,d
= (v1,...,0q)
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Damit gilt ®~!(p) = vy A+ -+ A vy, was linear in den a;; ist.

c¢) Nach b) ist U isomorph zu A4"~9 (k) und da k unendlich ist, ist A¥"=9 (k) irreduzibel.
Wir zeigen, dass U dicht in G(n, d) liegt. Damit ist dann auch U = G(d, n) irreduzibel.
Sei V' € G(d,n). Zu zeigen ist, dass V' im Abschluss von U liegt.
Es gibt ein W/ mit k" = V@ W' alsoist V e U :={V' € G(d,n) | V' & W' = k"}. Aus
der Linearen Algebra wissen wir, dass UNU' ={V : VW =V W' = K"} # () gilt. Die
Varietét U’ ist (nach b) ) irreduzibel also ist U N U’ = U’ und damit V. e UNU’' C U.
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Ubung 10 vom 22. Dezember 2011

Auf diesem Blatt bezeichne k& immer einen Korper.

Aufgabe 1 ( unschitzbarem Wert, 4 Punkte)

Vergleiche affine Varietdten mit projektiven Varietaten. Wo unterscheiden sich die Definitionen
von Morphismen, reguldren Abbildungen, ...und wo nicht? Welche wichtigen Zusammenhénge
und Satze gibt es in der affinen und welche in der projektiven Welt?

Ziel dieser Aufgabe ist also, dass ihr euch einen Uberblick dariiber verschafft, was wir in den
ersten beiden Kapiteln gelernt haben.

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Sei V' eine quasiprojektive Varietit iiber £ und = € V.

a) Sei weiter Oy, der lokale Ring von V' in x. Weiter sei fiir eine offene Umgebung U C V' von
x der in der Vorlesung eingefiihrte k-Algebren-Homomorphismus ¥ : Oy (U) — Oy, f +
fe = 1(U, )],

Zeige, dass die ¥ zusammen mit den Restriktionsabbildungen pY, : Oy (U) — Oy (U’) fiir
offene U’ C U C V ein injektives System bilden. Zeige also:
i) ¥ o pgr = ¢f und
ii) fiir jede k-Algebra A mit Homomorphismen ¢V : Oy (U) — A fiir offene Umgebungen
U C V von z, so dass fiir alle offenen U’ C U stets ¢U" o pl, = ¢U gilt, gibt es genau
einen Homomorphismus ® : Oy, — A mit ® o ¥ = ¢V fiir alle offenen Umgebungen
UCV von z.

b) Sei nun V' = U;c; V; die Zerlegung von V' in irreduzible Komponenten und U eine offene

Umgebung von z in V.

Zeige: Gilt fiir alle 7 € [ mit ¢ V;, dass U N'V; = 0, so ist ¢¥ injektiv.
Aufgabe 3 (2 Punkte)
Die Charakteristik von k sei # 2. Fiir die getwistete Kubik V; = V(Y — X%, Z — X3) C A3(k)
gilt bekanntlich 7(V;) = (Y — X%, Z — X?). Die Varietat Vo = V(X% + Y? — Z2) C A3(k) ist
ein Doppelkegel.

Bestimme jeweils eine Basis des Tangentialraums 7y, , fiir jeden Punkt p = (a,b,c) € V;.

Aufgabe 4 ((Aufblasung der Ebene)6 Punkte)
Nun sei k£ algebraisch abgeschlossen und

X = {((x1,22), (1 : 1)) € A%(k) x PY(k) | 2192 = wotn }-

Man nennt X die Aufblasung von A%(k) im Punkt (0,0). AuBerhalb von (0,0) sicht X aus
wie die affine Ebene, aber den Ursprung hat man zu einer projektiven Geraden ,aufgeblasen®.
Die Punkte des P!(k) entsprechen den Richtungen von Geraden durch den Nullpunkt.

Sei m: X — A%(k) die Projektion auf den ersten Faktor. Die Faser E = 7~1((0,0)) iiber dem
Ursprung nennt man exzeptionelle Kurve der Aufblasung. Fiir eine Kurve C' C A?(k) mit
(0,0) € C heifit der Abschluss von 7=1(C'\ {(0,0)}) in X die strikte Transformierte von C.

Zeige:

a) X wird vermége der Segre-Einbettung ¥ : P?(k) x P'(k) — P5(k) von Blatt 7 zu einer
irreduziblen quasiprojektiven Varietat.
Hinweis: Fir die Irreduzibilitdt helfen b) und c).
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b)

c)

7 ist ein surjektiver Morphismus, der Xg = {x € X | n(z) # (0,0)} isomorph auf A?(k) \
{(0,0)} abbildet.
Es sei [v] € P!(k) die Aquivalenzklasse von v € A?(k) \ {(0,0)} und L, = {tv | t € k} die

Ursprungsgerade in Richtung v. Zeige, dass die strike Transformierte von L, durch
{(tv,[v]) € X | t € k}

gegeben ist. Folgere, dass jeder Punkt in F/ im Abschluss einer Menge aus X, liegt.

Durch Aufblasen kann man algebraische Varietaten desingularisieren. Im einfachsten Fall
sieht eine Singularitit zum Beispiel wie der Punkt (0,0) des Achsenkreuzes V(XY C A%(k)
aus.

Zeige, dass sich die strikten Transformierten der - und der y-Achse in X nicht mehr schnei-
den.

Eine weitere Verwendung der Aufblasung besteht darin, aus rationalen Abbildungen Mor-
phismen zu machen. Als Beispiel betrachten wir

0 A%(k) - PYE) , (21, 20) = (211 29).

Zeige, dass ein Morphismus ¢ : X — P!(k) existiert, so dass @(z) = pom(z) fir alle z € X,
gilt.

WIR WUNSCHEN EUCH EIN SCHONES WEIHNACHTSFEST
UND ALLES GUTE FUR DAS JAHR 2012!

Losung 2

a)

i) Sei f € Ov(U): (v 0 pfi)(f) = ¢ (flu) = [(U", flun] = [(U, £)] = ¥ (f)-

ii) Sei A eine k-Algebra und fiir jedes U C V offen, mit x € U, ein k-Algebren-

Homomorphismus Y : Oy (U) — A gegeben, so dass ¢ o p¥, = Y fiir alle offenen
U' CU mit x € U'. Zu zeigen ist, dass es genau einen Homomorphismus ® : Oy, — A
gibt, mit ® o ¥ = U fiir alle offenen Umgebungen U C V von .
Wegen ®oyp¥ = U muss ®([(U, f)]) = ©Y(f) gelten. Das ist eindeutig! Zu zeigen bleibt,
dass es auch wohldefiniert ist. Sei also [(U, f)] = [(U’, f')], dann ist f|yror = f'lono-
Damit gilt auch ¢i/(f) = ¢ 0 pliiy (f) = 8 (flunwr) = o (' luewr) = ¢ "o
v (f) = ¢l (f).

b) Sei f € Oy(U) mit ¥Y(f) = 0. Dann gibt es eine offene Umgebung U’ C U von x mit
flor =0.Firallei € I mit x ¢ V; gilt V,NU' =0 (U’ CU). Fir allei € I mit z € V;
ist z € V;NU’, also ist V; N U’ # () und da Vj irreduzibel ist, gilt V; N U’ = V;. Damit ist
fv.au = 0 fur alle V; mit V; N U # (. Es folgt, dass f|y = 0.

Losung 3

Nach Ubungsblatt 2 Aufgabe 2ist I(V;) = (Y —X? Z—X3). Setze f := Y —-X?und g := Z— X3,
Im Punkt p = (a,b,¢) € V4 gilt Dy(f) = —2aX +Y sowie D,(g) = —3a*X + Z und damit

Tv,p =V (=2aX +Y,-3a’X + Z) = {(t,2at,3a’t) | t € k}.

Eine Basis von Ty, , ist zum Beispiel {(1, 2a, 3a*)}.

100



Ubung 10 vom 22. Dezember 2011

ZuVy = V(X2 +Y?% - Z?) C A%(k) bestimmen wir zunichst das Verschwindungsideal. Da
Y2—-22=(Y - Z)(Y + Z) kein Quadrat in k[Y, Z][X] ist, ist h := X? +Y? — Z? irreduzibel
und I(Vo) = (X2 +Y?— Z?). Fiir p = (a,b,¢) € V3 gilt demnach D,(h) = 2aX + 2bY — 2¢Z.
Ist p = (0,0,0), so ist Dy(h) = 0 und Ty,, = k* mit Basis {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}. Fir
p # (0,0,0) ist Ty, , = V(2aX + 2bY — 2¢Z) = {(x,y, 2) | 2ax + 2by — 2cz = 0} und hat als
Basis {(b, —a,0), (¢,0,a)}.

Losung 4

a)

In der Ubung habe ich bereits gezeigt, dass X vemoge W zu einer quasiprojektiven Varietét
wird. Zu zeigen bleibt, dass X irreduzibel ist. A%(k) \ {(0,0)} ist irreduzibel, also nach b)
auch X = {z € X | m(z) # (0,0)}. Es gilt X = X,UFE. Wenn wir noch zeigen, dass £ C X,
ist, dann ist X = X, und somit irreduzibel. Sei dazu p € E. Nach c¢) gibt es ein M C X,
mit p € M. Mit M C X, folgt F C X,.

In der Ubung habe ich gezeigt, dass 7 ein surjektiver Morphismus ist. Was noch fehlt ist ein
Umkehrmorphismus zu 7|x, : Xo — A%(k) \ {(0,0)}. Setze

i { AE)\{(0,0} = X,

(1, 22) = (@1, 22), (21 1 22))

Wegen (z1,x2) # (0,0) und zy29 = w2y ist Bild(o) C Xy und die Abbildung ist wohl-
definiert. Weiter gilt (0 o 7|x,)((z1,22), (11 : y2)) = ((x1,22), (x1 : 22)). Aus T1y2 = Taip
folgt mit (z1,x9) # (0,0), dass (y1 : y2) = (21 : z2) gilt. Es folgt o o 7|x, = id|x,. Die
Gleichung W‘AQ(I@)\{(O,O)} oo = id |A2(k)\{(0,0)} ist offensichtlich. Somit ist o der gewiinschte
Umkehrabbildung.

Es bleibt zu zeigen, dass o ein Morphismus ist. Dafiir miissen wir (wie in b)) Woo: A%(k) \
{(0,0)} — ¥(X,) C P3(k) betrachten. Wobei wir A?(k) \ {(0,0)} als Teilraum von P?(k)
betrachten.

(Woa)Zo: x1:12) = (Yoo) (1;“;“) _ (“;“;(551)2:1’1:1:2 BTy (“)2)

To o To To \Zo x3 x3 Zo

. 2 . .2
= (womy : Toxg 1 XY 1 T1To T 1Ty ¢ T5)

Damit haben wir gezeigt, dass ¥ o ¢ durch homogene Polynome vom Grad 2 gegeben ist,
und folglich ein Morphismus ist.

Wir wollen zeigen, dass L, := 7-1(L, \ {(0,0)}) = {(tv,[v]) € X | t € k} =: H. Definiere
dazu die Abbildung h: A'(k) — X,t — (tv,[v]), mit Bild H. Diese Abbildung ist ein

#0
Morphismus, denn (¥ o h)(t) = (vy : v : tv} : tvyvy @ tvivy @ tvd) oder genauer (W o h)(tg
D ty) = (tovg @ tovy : 1107 ¢ tvive ¢ tiugvg : tvd). AM(E) ist irreduzibel und damit auch
Bild(¥ o h).
Behauptung: Bild(¥ o h) = U(X) N V(11 Z; — v2Zy) (daraus folgt dann insbesondere, dass
Bild(¥ o h) abgeschlossen ist).
Beweis der Behauptung: Die Inklusion ,C¢ ist klar. Sei umgekehrt z € W(X) NV (1 Z; —
v9 7). Dann sind (v, ve) und (29, 21) linear abhéngig und wegen a) gilt 2 = (2 : 21 : 722 :
T2021 1 TZ021 : TZ1) mit 7 € k geeignet. Damit liegt 2z in Bild(W o h).
Es gilt ¥ (7 1(L,\{(0,0)})) = (Voo)(L,\{(0,0)}) = {(vo : vy : tv3 : tvguy : tugvy : tvd) |t €
k}. Somit ist Bild(Woh) = (71 (L,\{(0,0)}))U{(vo : v1 : 0:0:0:0)} und weil Bild(¥oh)
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irreduzibel ist und {(vo : v; : 0: 0 : 0 : 0)} abgeschlossen, muss ¥ (7~ !(L, \ {(0,0)})) offen

sein. Da Bild(W o h) abgeschlossen ist folgt W(L,) = Bild(¢ o h) = ¥(H).
Es bleibt zu folgern, dass fiir alle p € E = 71((0,0)) ein M C X, existiert mit p € M:
Sei ((0,0), [v]) € E, also v € A2(k) \ {(0,0)}. Dann ist L, N E = {(vg: v1: 0: 0: 0: 0)} vy
{((0,0), [v])}, also ist ((0,0), [v]) im Abschluss von 7=*(L, \ {(0,0)}) enthalten und 7= (L, \
{(0,0)}) € Xo.
Nach ¢) gilt Lo = {((t,0),(1:0)) | t € k} und L1y = {((0,£),(0 : 1)) | t € k}. Die
Gleichung L1,0) N Lo,1) = 0 ist offensichtlich erfillt.
Wir definieren

¢: X = PUK),  ((z1,22), (11 :42)) = (412 12).

Zunéchst sollte man sich klarmachen, dass ¢ wirklich ein Morphismus (fir die von ¥ indu-
zierte Struktur als quasiprojektive Varietét) ist. Es gilt

oV U(X) =P (K), z=(20:...:25) (20:21),

was auf D(Zy) U D(Z;) D V(X)) wohldefiniert ist.

@ setzt ¢ fort, denn sei p = ((z1,22), (v : ¥2)) € Xo. Dann sind wegen x1ys = x9y; die
Vektoren (z1,x2) und (y;,y2) linear abhéngig und beide # (0,0), also gilt

pom(p) =p(w1,22) = (71 : 22) = (y1 : y2) = P(p).
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Ubung 11 vom 13. Januar 2011

Aufgabe 0 (1 Punkt)
Um das neue Jahr zu feiern, bekommt jeder, der abgibt, einen Punkt geschenkt.

Aufgabe 1 (2 Punkte)
Sei R ein Ring und D: R[X] — R[X] die Ableitung d/dX, d.h. D ist gegeben durch
DX ya; XY =" ia; X1 Zeige, dass D eine Derivation ist.

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Sei R ein Ring, A eine R-Algebra. Mit A-Mod bezeichnen wir die Kategorie der A-Moduln.

a) Wir werden zeigen, dass der Funktor von A-Mod nach A-Mod mit M — Derg(A, M) dar-
stellbar ist.

Betrachte dazu den freien A-Modul F' mit der Basis A, wobei X, das Basiselement zu f € A
bezeichne. Weiter sei U der Untermodul von F, der von allen Xy, — X5 — Xy, Xop — AX
und X, — f- X, —g- Xy fir f,g € Aund X € R erzeugt wird.

Zeige, dass der sogenannte Differentialmodul Qa/r = F/U zusammen mit d: A —
Qu/r, [ = X; =: df folgende universelle Abbildungseigenschaft erfiillt:

Zu jedem A-Modul M und jeder R-Derivation 6: A — M existiert genau eine A-lineare
Abbildung ¢: Q4/p — M mit 6 = pod.

b) Zeige, dass fir A = R[X;,...,X,] der Differentialmodul €24, ein freier Modul mit Basis
dX,, ..., dX, ist.

Aufgabe 3 (4 Punkte)

Zeige, dass Z[X] die Krulldimension 2 hat.

Hinweis: Wie viele Erzeuger bendtigt ein Primideal p in Z[X]| mit Z Np # {0} héchstens, wie
viele bendtigt eines mit Z Np = {0} hochstens?

Aufgabe 4 (5 Punkte)
Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper der Charakteristik ungleich 2. Es sei

SO(2) = {A € k¥? | det(A) =1, At = AT}
a) Zeige, dass SO(2) eine affine Varietat ist und bestimme Erzeuger des Verschwindungsideals

I(SO(2)). Ist SO(2) irreduzibel?
b) Bestimme die lokale Dimension dim4 SO(2) fiir einen Punkt A € SO(2).

Losung 3
b) In der Ubung bin ich bei der linearen Unabhingigkeit der dX; ins straucheln gekommen,
deshalb hier jetzt noch mal der richtige Beweis dazu:
Seien ay,...,a, € A= R[Xy,...,X,] und Y71 a; dX; = 0 in Qyu/g.
Za zeigen ist, dass dann schon alle a; gleich 0 sind.
Wir betrachen die Derivationen -%-: R[X,...,X,] — R[X1,...,X,]. Nach a) existiert

ax; -
jeweils ein eindeutiges R[ X7, ..., X, |-lineares ¢;: Qa/p — R[X1,..., X,] mit % = p;od.
Aus X7 a;dX; = 0folgt 0 = ¢; (X a; dX;) ™ R S i (d(X5)) = Siy ai 55 (Xi) =
aj.

103



Anhang A: Ubungen

Ubung 12 vom 20. Januar 2011

Auf diesem Blatt bezeichne k (fast) immer einen algebraisch abgeschlossenen Kérper.

Aufgabe 1 (3 Punkte)
a) Essei f € k[X1,..., X,] ein nichtkonstantes Polynom. Zeige, dass I(V(f)) = (f) genau dann
gilt, wenn f quadratfrei ist, d.h. wenn kein irreduzibler Faktor von f mehrfach vorkommt.

b) Ist f € k[X3,...,X,] ein nichtkonstantes Polynom, das nicht quadratfrei ist, so enthalt
0 0
V —f ., =
<f7aX1f7 7aan>
eine Hyperfliche in A"(k).

Aufgabe 2 (5 Punkte)
a) Es sei char(k) # 2. Bestimme die singuldren Punkte der folgenden affinen Varietdten in
A%(k) bzw. in A3(k):

V(X*4+Y* - X?) V(X 4+ Y%~ XY)
VIX*+ Y+ Y2 - X?) V(X*+Y* - XY — XY?)
V(XY? - Z%

Hinweis: Benutze Aufgabe 1 zur Bestimmung der Verschwindungsideale.
b) Nun sei k = R. Welche der obigen Kurven in A?(k) gehért zu welchem Bild?

Aufgabe 3 (4 Punkte)
Fiir diese Aufgabe habe der Korper k£ die Charakteristik 0. Sei V' eine projektive Hyperflidche
in P"(k), d.h. V = V(f) fir ein homogenes, quadratfreies Polynom f € k[Xo,..., X,] \ k.

a) Zeige, dass f € k[Xy,...,X,] \ k, homogen vom Grad d, die folgende Differentialgleichung
(von Euler) erfillt: > X;-20 =d- f.
7=0

ox;

b) Ein Punkt z € V ist genau dann singuldr, wenn %(m) =0firj=0,...,n.
J

¢) Bestimme die singuldren Punkte der Bernoullischen Lemniskate

B:=V((X*+Y?? 222 — X22%)) C PX(k).

Aufgabe 4 (4 Punkte)

Die Charakteristik von k£ sei weder 2 noch 3. Fir A € k betrachten wir die Kurve F, =
V(Y? - X(X —1)(X = \)).

a) Fur welche )\ ist E) singular?

Hinweis: Benutze Aufgabe 1 zur Bestimmung von I(FE)).
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b) Bestimme den projektiven Abschluss E\ von E) und untersuche, ob er singulire Punkte
enthalt.

c) Was passiert fiir char(k) = 2 oder 37

Losung 2

a) Die Singularititen von V(XY?2 — Z?2) habe ich in der Ubung berechnet. Bei allen anderen
Varietéten ist Sy := V(f, a%(lf’ o %f) = {(0,0)} und damit, nach Aufgabe 1, (0,0) die
einzige Singularitat von V(f).

Losung 4

Sei fi= Y%~ X(X — 1)(X —A) = Y2 — X%+ (A + 1)X? — AX.

a) Sei p = (z,y) € E\. Es gilt J;(p) = (=32 + 2(A + 1)z — A, 2y) und damit J;(p) = (0,0) <
y=0A=-322+2A+ 1)z —A=0. Ausy = 0 und p € E, folgt z(z — 1)(z — \) = 0, also
xz €{0,1,A\}. Setzen wir das in die zweite Bedingung fir J;(p) = (0, 0) ein, so erhalten wir:

o firz=0.-A=0,alsoA=0

o firz=1-3+2A+1)—A=0,alsoA=1

o firz =X\ —3A2+20+ DA —A=0s N2+ A=0s \e {0,1}
Die Menge Sy := V(f, a% fs a% f) ist folglich fiir alle A\ € k endlich. Mit Aufgabe 1 folgt, dass
I(E\) = (f). Somit ist Ej fiir A ¢ {0, 1} nichtsinguldr. Fir A = 0 hat E) die Singularitét
(0,0), fur A =1 die Singularitat (1,0).

b) In der Ubung habt ihr mir hoffentlich schon geglaubt, dass E\ = V(Hz(f)) = V(ZY? —
X34+ (AN +1)X2Z — XX Z?). Weiter ist Ey\, = (E\ND(Z))U(ExNV(Z))=E,UV(X,Z) =
E\U{(0:1:0)}. Alle Punkte aus E) haben wir schon untersucht (,singular® ist eine lokale
Eigenschaft). Fir p = (0:1:0) und F := Hz(f) gilt

(&F) (p) = (=3X*+20+1)XZ - )\Z%(p)=0

<£/F> ») = 2YZ)p) =0

<8F> (p) = Y*+OA+DX?-2XX2)(p) =1#0

Somit ist p fiir alle A € k nichtsinguldr und E) hat genau die Singularititen von E).

c) Der Punkt p=(0:1:0) im projektiven Abschluss von FE) ist unabhéngig von der Charak-
teristik nichtsingulér. Sei als p = (z,y) € E).

char(k) =2: Hier ist Jy(p) = (=322 — \,0) = (0,0) & z = ii\/g. Aus p € E, folgt

2 = h(x) mit h(z) = z(x — 1)(x — A). Fir A # 0 ist der Punkt x = ii\/g keine
Nullstelle von h, also hat F\ die 4 Singularitaten

(PR ()

Fir A = 0 ist (0,0) die einzige Singularitét.

Insgesamt sieht man, dass fiir char(k) = 2 alle Kurven E) singular sind.
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char(k) =3: Esgilt Jr(p) = 2(A+ 1)z — X, 2y) = (0,0) & y = 0A2(A+ 1)z = A\ Fir

106

A = —1 sind diese Bedingungen nicht zu erfiillen und F) ist nichtsingular. Fir A # —1
erfullt p = (ﬁ, 0) die Bedingung J¢(p) = (0,0). Einsetzen in f(p) = 0 liefert nach
1

etwas Rechnen A € {—3, —2}. Fiir diese A ist (ﬁ, 0) eine Singularitét von E), fiir

alle anderen \ ist F, nichtsingular.
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Ubung 13 vom 27. Januar 2011

Auf diesem Blatt bezeichne k immer einen algebraisch abgeschlossenen Koérper.

Aufgabe 1 (5 Punkte)
Seien X und Y quasiprojektive Varietéten in P™(k). Sind die folgenden Aussagen richtig oder
falsch? Begriinde jeweils Deine Antwort.

a) X,Y nichtsingular = X NY nichtsingular.
b) X,Y nichtsinguldr = X UY nichtsingulér.
¢) X,Y singular = X NY singular.

d) X,Y singular = X UY singular.

e) 0 #Sing(Y)C XNY = X NY ist singular.

Hinweis: Alle notwendigen Gegenbeispiele konnen im affinen Raum gefunden werden.

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Es sei f € k[X,Y]\ k ein quadratfreies Polynom und V' = V(f). fiir einen Punkt p € V()
definieren wir die Vielfachheit y,(V') in p folgendermafen:

Es sei ¢: A*(k) — A*(k) eine Translation (d.h. p(z) = x4t fir ein t € k?), so dass ¢(p) = (0, 0)
gilt. Wir schreiben f = f o ¢! als Summe seiner homogenen Komponenten

f=Jo+ -+ fu

Dann sei 1,(V) = min{r € Ny | f, # 0}.
Zeige, dass p genau dann ein singuldrer Punkt von V' ist, wenn p,(V) > 1 gilt.

Bestimme die Vielfachheiten der Singularititen der Kurven in A2(k) aus Aufgabe 2 von Ubungs-
blatt 12.

Aufgabe 3 (3 Punkte)
Die Charakteristik von k sei 0. Fiir ein nichtkonstantes Polynom f € k[X] und eine natiirliche

Zahln > 1sei C:= V(Y™ — f) C A%(k).

Fiir welche n und f ist C' eine nichtsingulare Kurve?

Aufgabe 4 (4 Punkte)
Seien Iy, ..., I, Ideale in einem Ring R und J C R ein Ideal mit J Q L firi=1,...,n.

Zeige, dass auch J ¢ U, I; gilt, falls mindestens n — 2 der Ideale I; Primideale sind.
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Ubung 14 vom 3. Februar 2011

Auf diesem Blatt bezeichne k£ immer einen algebraisch abgeschlossenen Korper.

Aufgabe 1 (4 Punkte)
Sei R ein nullteilerfreier, noetherscher Ring mit Quotientenkérper K # R. Zeige die Aquivalenz
der folgenden Aussagen:

i) R ist ein diskreter Bewertungsring.

ii) Fiir jedes z € K gilt x € R oder 27! € R.

111

)
)
iv)
)

Die Menge der Hauptideale von R ist beziiglich Inklusion total geordnet.
iv) Die Menge aller Ideale von R ist beziiglich Inklusion total geordnet.

v) R ist ein lokaler Hauptidealring.

Aufgabe 2 (6 Punkte)
Die Charakteristik von k sei nicht 2. Wir betrachten C =V (Y* - XZ(X - Z)(X + Z)) C P?(k).

a) Zeige, dass C eine nichtsinguldre Kurve ist.

b) Essei h: C — PYk), (z:y:2)— (z:2). Bestimme den Grad von h und fiir jeden Punkt
P € C den Verzweigungsindex ep(h).

c) Bestimme die Divisoren der rationalen Funktionen z/z und x/y € k(C).

Aufgabe 3 (6 Punkte)

Es sei C' C P"(k) eine irreduzible, nichtsingulare, projektive Kurve und G € k[X,, ..., X,]

ein homogenes Polynom, so dass C' ¢ V(G) gilt. Wir definieren den Schnittdivisor div(G)

zu G folgendermaflen: Fiir einen Punkt P € (' wahlen wir ein homogenes Polynom H &

k[Xo,..., X, mit H(P) # 0 und deg(H) = deg(G) und setzen np = ordp(G/H). Dann sei

le(G) = ZPEC np- P.

a) Zeige, dass div(G) wohldefiniert ist.

b) Seinun Gy, Gy € k[Xo, ..., X,] mit deg(G) = deg(G2). Zeige, dass die zwei Schnittdivisoren
div(Gy) und div(Gy) linear dquivalent sind.

c¢) Es sei char(k) # 2. Bestimme fiir C =V (Y?Z — X(X — Z)(X + Z)) C P?(k) die Schnittdi-
visoren von X, Y und Z. Welche geometrische Bedeutung haben diese Divisoren?

d) Der Grad d von C sei der Grad des Schnittdivisors eines homogenen Polynoms von Grad
1. Zeige: Ist n = 2 und C' = V(F) fir ein homogenes Polynom F' € k[X,, X1, X3], so gilt
deg(F) = d.

Hinweis: Man kann ohne Einschrankung voraussetzen, dass (0 : 0 : 1) & V(F). (Wieso?)
Dann hilft es, den Morphismus C — PY (k) , (x:y:2)— (z:y) zu betrachten.

e) Zeige eine Version des Satzes von Bézout fir nichtsingulidre Kurven: Ist G € k[Xo,..., X,)]
ein homogenes Polynom von Grad e, so dass C' ¢ V(G), und ist d wieder der Grad von C,
so gilt

deg(div(G)) =d - e.

Losung 3

a) Fiir P € C, P = (zo: ...: x,) gibt es ein i mit z; # 0. Also erfiillt X **“) die Bedingungen
an H. Aufierdem ist C' echt in P"(k) enthalten und irreduzibel, also hat V(G)NC Dimension
0 (kleinere Dimension als C') und ist somit endlich. Damit ist nur fir endlich viele P € C
ordp(G/H) # 0 und die formale Summe in div(G) endlich.
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Es bleibt zu zeigen, dass die Definition nicht von der Wahl von H abhangt. Sei dazu H' €
k[Xo, ..., X, ein weiteres homogenes Polynom mit deg(H') = deg(G) und H'(P) # 0. Dann
ist ordp(G/H) = ordp(G/H - H'/H') = ordp(G/H') + ordp(H'/H). Wegen H'(P) # 0 ist
ordp(H'/H) = 0.

Wir zeigen div(Gy) — div(Ge) = div(G1/G2).

Sei P € C, H € k[Xy,...,X,] homogen mit deg(H) = deg(G;) und H(P) # 0. Es gilt
ordp(G1/Ge) = ordp(G1/H - H/Gy) = ordp(G1/H) — ordp(Go/H).

Zunachst berechnen wir die Uniformisierende im Punkt P = (a : b : ¢) € C, also einen
Erzeuger des maximalen Ideals mp von O¢ p.

1. Fall: PeCnND(Z),b#0.

Das Ideal mp wird von % — ¢ und %

X a

b erzeugt. Uniformisierende ist 7 — %, da

Cc

Z2 2 73 A3 73 3
B <X a) X? N aX N a? .
N 7 ¢ 72 cZ @ c?

und % + 2 € OF p fiir b # 0.
2. Fall: PeCND(Z),b=0.Hierist P {(0:0:1),(1:0:1),(—=1:0:1)}. Es gilt

Y b Y b Y2 0 YZ Ve XX-Z)X+Z) ala—c)(a+c)
(=2 (z+0) - 75 )

AN (2
Z 7l

72 73 73 7

Y2 YZ X(X-Z)(X+2) X(X )(X )

Fir P=(0:0:1)sind £ —1€ Ofpund £ +1€ Ofp, also ist & = x—~—15 €

(%). Analog sind fir P = (1 :0: 1) bzw. P = (=1 : 0 : 1) die Erzeuger & — 1 =
y? Y X _ y? Y

. )ﬁe(i) bZW?‘i‘l— ! ﬁe(f)

XX XX
2(F+1 Zz(z-1

Das maximale Ideal mp wird folglich von % erzeugt.

3.Fall: P=(0:1:0)

Es gilt £ = Y22 — XXX _ X2 XZ27 ynd somit Z(1 4+ ¥4) = (¥£)%. Da
L+ % € O¢ p folgt % € (%) und damit mp = (%)

Nun konnen wir die Schnittdivisoren berechnen:

Zunéchst stellen wir fest, dass ord(gp.e)(3) = 0 fiir @ # 0. Aus (0:b: ¢) € C folgt b =0
oder ¢ = 0. Somit gilt

div(X) = ordoon, ()Z() (0:0: 1) +ord oo (;() (0:1:0)=2-(0:0:1)+1-(0:1:0).

Analog folgt
div(Y)=1-(0:0:1)+1-(1:0:1)+1-(=1:0:1) und div(Z)=3-(0:1:0).

Die geometrische Bedeutung des Schnittdivisors ist genau das, was der Name suggeriert.
Schneidet man C' mit V(G) und zahlt die Schnittpunkte mit Vielfachheit, so bekommt
man den Schnittdivisor div(G). Die Abbildungen A.1 und A.2 zeigen zwei reelle Bilder zur
geometrischen Bedeutung.
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1 1

! l
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Abbildung A.1: C'N D(Z) mit V(X) (y-Achse) und V(Y') (z-Achse).

2

1 1 1 1m _9

|
-2-15-1-05 0 05 1 15 2

Abbildung A.2: C'N D(Y) mit V(Z) (a-Achse).

d) Es gibt ein P = (a : b : ¢) € P2\ V(F) und eine lineare Abbildung ® € GLj(k) mit
®(a,b,c) = (0,0,1). Dieses ® induziert einen Isomorphismus ®: V(F) — V(F), (z : y
2) = ®(x:y: 2), wobei F' = F o ®~' (etwas sehrr dhnliches haben wir auf Ubungsblatt 13
in Aufgabe 2 schon einmal gemacht). Wegen F((0:0:1)) = (Fo® 1)((0:0:1)) = F((a :
b:c)) #0ist (0:0: 1) nicht in V(F) enthalten. Folglich gilt ohne Einschrinkung, dass
(0:0:1)¢C.

Wir betrachten den Morphismus i : C' — PY(k), (z : y : 2) = (x : y). Dieser ist wohldefiniert,
da (0:0:1) ¢ C.

Behauptung 1: div(X) = h*((0: 1)).

Beweis Beh. 1: Sei P € C. Ist P € D(Y), so gilt ordp(div(X)) = ordp(3) = ordp(%)oh) —
ep(h) = ordp(h*(0 : 1)). Ist andernfalls P = (a : 0 : ¢) € V(Y), dann ist h(P) # (0 : 1)
und damit ordp(h*(0 : 1)) = 0. ABerdem folgt aus (0 : 0 : 1) ¢ C, dass a # 0 und damit
ordp(div(X)) = 0.

Behauptung 2: degh = deg F'.

110



Ubung 14 vom 3. Februar 2011

Aus Behauptung 1 und 2 folgt dann wie gewiinscht

d = deg(div(X)) = deg(h*((0:1))) = ep(h) =degh =degF .
h(P)=(0:1)

Beweis Beh. 2: Nach Definition gilt degh = [k(C) : k(P ( ))]. Betrachte die Einschrankung
h* von h auf C* = C'N D(Y) nach P'(k) N D(Y) = Al(k). Der Morphismus h® : C* —
AY(k),(x : 1 : 2z) = z induziert einen Morphismus (h%)* : k(AY(k)) = k(X) — k(C?) =
k(x,z), X — x, wobei x und z die Restklassen von X und Z in k[C%] bezeichnen.

Das Bild von (h%)* ist k(z) und fir z gilt F(x,1,2z) = 0. Sei m der Grad von F und
F =3 jhem i X YIZF Wegen (0:0: 1) ¢ C ist agom # 0 und die Dehomogenisierung
von FnachY, f:= F(X,1,7), hat Grad m in Z. Da F irreduzibel in k[ X, Y Z] ist, ist auch
f irreduzibel in k[ X, Z]. Eine einfache Folgerung aus dem Lemma von Gauf3? sagt, dass dann
f auch iber k(X)[Z] irreduzibel ist. Wegen C* = V (f), gilt k(C*) = Quot(k[X, Z]/(f)) =
k(X)[Z]/(f) und somit degh® = [k(C) : k(X)] = deg f.

Die Inklusion C* < (' hat eine dominante rationale Umkehrabbildung id: C' --+» C'**. Daher
ist k(C%) = k(C). Genauso ist auch k(P'(k)) = k(A'(k)) und es folgt degh = [k(C) :
k(PY(k))] = [k(C?) : k(AY(k))] = deg h®. Insgesamt gilt deg F' = deg f = deg h® = deg h.
Sei H € K[Xy,...,X,] homogen, deg(H) =1,C ¢ V(H) (z.B. H = X;). Dann ist deg(G) =
deg(H*®). Nach b) sind div(G) und div(H¢) linear Aquivalent, es gilt also deg(div(G))
deg(div(H?)). Weiterhin gilt deg(div(H*)) = e - deg(div(H))) = e - d, denn ordp(div(H)) =
np < ordp(H/H) = np, wobei H € k[Xy,...,X,] mit deg(H) = 1 und H(P) # 0 und
damit ordp(div(H¢)) = ordp(H¢/H®) = e - ordp(H/H) = e - np.

Zsiehe Hilfssatz 2.2.6 in ,,Algebra im WS 2011/2012“ von Dr. Stefan Kiihnlein
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Anhang B
Gastebuch

Hier kann jeder, der géBere Anderungen oder Korrekturen am Skript vorgenommen hat, seinen
Namen und einen Kommentar hinterlassen. Kleinigkeiten wie Rechtschreibfehler miissen nicht
unbedingt sein (und bei meinen Tippfehlern wéire das Géastebuch grofler als das Skript), aber
ein korrigierter Satz, ein vervollstandigter Beweis, solche Sachen, einfach damit jemand der eine
altere Version des Skriptes hat schnell den Unterschied finden kann. Oder hinterlasst einfach
ein Paar nette Worte :-)

Zum Schreiben im Géstebuch stehen euch folgende Umgebungen zur Verfiigung (neben den
tiblichen aus dem Skript):

\begin{gast} \begin{komm} \begin{korr}

\end{gast} \end{komm} \énd{korr}

Gastebucheintrige sind fiir alle Arten von Eintragen gedacht. Kommentare sollten nur fiir
wichtige Sachen verwendet werden und auch blo; wenn man sie nicht direkt in das Skript
einbauen kann. Korrekturen sind da um groflere und wichtige Korrekturen festzuhalten, damit
man schnell weilwas sich seit der letzten Version wichtiges gedndert hat.

Dieser Teil ist absichtlich am Ende, damit man ihn beim Drucken einfach weglassen kann. Wenn
jemand einen weiteren Anhang einfiigen mochte, dann tut das bitte vor dem Géstebuch.

Giastebucheintrag (von Aleks am 23. April 2012)
Ich habe das Géastebuch angelegt. Thr konnt hier Aufzdhlungen verwenden:

1) Ist das nicht toll?

2) Ich kann sogar einen Link zu einem Eintrag setzen, wie zum Beispiel Folgerung 1.2

Gistebucheintrag (Chris)
Dankbar mit dem Skript gearbeitet und durchkorrigiert (kleinere Fehler und ein paar Sachen
erganzt).
Mir sind noch ein paar Sachen aufgefallen, an die ich mich ohne Originalmitschrieb nicht dran
traute (s. auch meine LaTeX-Fahigkeiten) (kann man, wenn korrigiert, léschen):
e Bew. von Satz 3 steht Zeile doppelt und die Nummerierung ist seltsam (hab grad keinen
Aufschrieb da); an der Stelle ist noch mehr vermurkst
e 8.6 fehlt Bew.: konnte z.B. so gehn: ,,<=“ Seien g,h € k[W]:go f =ho f = g(f
h(f(x))Ve € Vf(V)dicht = g = h,=“Ang.fnichtdom. = I(f( ) ;é dg
Tundg o f = 0W1id.zuinj.
e Bew. von 10.6 konnte man auf aff. Varietaten verweisen, so ist da noch ne Liicke (mit
dem Verweis, wir die geschlossen)

()

m |l

)
0
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Anhang B: Géstebuch

e Bew. Satz 7 a) 2. Beh. etwas aufpassen bei k[V]; x f7, eigentlich ist es viel eher
k[X,1, ..., X,,m] wobei U,l N D(f) # 0 sein muss!
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