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Vorwort

Uber dieses Skriptum

Dies ist ein Mitschrieb der Vorlesung ,, Algebraische Geometrie 11 von Prof. Dr. F. Herrlich im Som-
mersemester 09 an der Universitit Karlsruhe. Die Mitschriebe der Vorlesung werden mit ausdriicklicher
Genehmigung von Prof. Dr. F. Herrlich hier verdffentlicht, Prof. Dr. F. Herrlich ist fiir den Inhalt nicht
verantwortlich.

Wer

Getippt wurde das Skriptum soweit von .. ..

Wo

Alle Kapitel inklusive I¥TEX-Quellen kénnen unter http://mitschriebwiki.nomeata.de abgerufen
werden. Dort ist ein von Joachim Breitner programmiertes Wiki, basierend auf http://latexki.
nomeata.de installiert. Das heif3t, jeder kann Fehler nachbessern und sich an der Entwicklung betei-
ligen. Auf Wunsch ist auch ein Zugang iiber Subversion moglich.


http://mitschriebwiki.nomeata.de
http://latexki.nomeata.de
http://latexki.nomeata.de

1 Schemata

§1 Garben

Definition 1.1.1 (Prigarbe)
Sei X ein topologischer Raum, Off(X') die Menge der offenenen Teilmengen von X und C eine Kate-
gorie. Eine Prdgarbe auf X mit Werten in C ist ein kontravarianter Funktor

F:Off(X)—=C
wobei Off(X) die Kategorie mit den Objekten Off(X) und den Morphismen

i:U—=U fallsU CU’

Mor(U,U") = {
%) sonst

ist. Fiir U C U’ heiBt pY = F(U < U’) Restriktionsmorphismus. Ist U C U’ und f € F(U'), so
schreibt man statt pg/( f)auch f [ U.

Definition 1.1.2 (Garbe)

Eine Pragarbe F auf X heifit Garbe, falls folgende Bedingung erfiillt ist:

Ist U C X offen, (U;);es eine offene Uberdeckung von U und ist fiir jedes i € I ein s; € F(U;) gegeben,
sodass s; [ UyNU;j = s; | UyNUj fiir alle ¢, € I, dann gibt es genau ein s € F(U), so dass fiir alle
1 €1 gilt: s [ U; = s;.

Beispiele 1.1.3

(a) Sei X quasi-projektive Varietéit, Ox (U) der Ring der regulédren Funktionen auf U, dann ist Ox
Garbe auf X.

(b) Sei X ein topologischer Raum, C(U) die Menge der stetigen Funktionen f: X — R. C ist Garbe
von Ringen auf X. Ist X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, dann sind auch C*°(U) und
C*(U) Garben von Ringen auf X.

(c) Sei X ein topologischer Raum, G eine (abelsche) Gruppe. Definiere G(U) = G fiir jedes offene
U C X und wahle als Restriktionsmorphismen pg/ = idg fiir alle U C U".

G ist offenbar Pragarbe, muss aber nicht zwingend Garbe sein. Gibt es in X disjunkte offene
Mengen Uy, Us, dann ist U = Uy UUs offen und {Uy, Uz} ist eine Uberdeckung von U. Jedoch gibt
es fir g1 € G(U1), g2 € G(Uz) mit g1 # g kein g € G(U), so dass g | U1 = g1 und g | Uz = gs.

G kann zur Garbe gemacht werden, indem man G(U) = G #Zsh.-komp. von U getrt

Bemerkung 1.1.4
Ist F Garbe von abelschen Gruppen auf X, so ist F(&) = 0.

Beweis Sei G = F(2). Offenbar kann @ durch eine leere Uberdeckung von offenen Teilmengen
iiberdeckt werden. Fiir jedes g € G und jedes ¢ € I gilt also g [ U; = g;. Da F eine Garbe ist, kann es
also nur ein g € G geben und somit ist G = 0. O

Definition 1.1.5 (Morphismen von Prigarben)

Sei X ein topologischer Raum und F, G Prigarben auf X mit Werten in C. Ein Morphismus ¢: F — G
ist eine natiirliche Transformation von F nach G, d.h. fir jedes offene U C X ist ein Morphismus
wu: F(U) = G(U) gegeben, so dass folgendes Diagramm fiir alle U, U’ mit U C U’ kommutiert:
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Im Folgenden ist mit einer Garbe auf X immer eine Garbe von abelschen Gruppen gemeint.

Definition 1.1.6 (Halm und Keim)
Sei X ein topologischer Raum, x € X und F eine Priagarbe auf X.

(a)

Fo= lim  F(U)
2€UEOR(X)

hei3t Halm von F in x. Dabeli ist
lim F(U) = {(U,f) | U € O (X),x € U, f € F(U)} / ~

mit (U, f) ~ (U', f) :& es gibt eine offene Menge U” CUNU',;sodass x € U und f [U" = f' |
u”.
(b) Fiir eine offene Menge U C X mit z € U sei

FU) = Fo, f=2 (U N~ = fo
der natiirliche Morphismus. f, heiit Keim von f in z.

Bemerkung 1.1.7
Sei F eine Garbe auf X, U C X eine offene Teilmenge und f € F(U). Dann gilt:

f=0s fp=0firallex e U

Beweis ,,=": Ist f =0, dann ist offenbar f, = 0 fiir alle z € U.

»w<="1 Sei f, =0 fir alle x € U. Dann gibt es fir jedes x € U eine offene Umgebung U, von z, so dass
(Uy,0) € f, und damit insbesondere (U,,0) ~ (U, f). Die U, iiberdecken U und daher gibt es
genau ein g € F(U) mit g [ U, =0 fir jedesz € X = 0=g = f. O

Das folgende Beispiel zeigt, dass die Aussage aus Bemerkung 1.1.7 fiir Pragarben nicht unbedingt gilt.

Beispiele 1.1.8
Sei X ein topologischer Raum, so dass jedes x € X eine offene Umgebung U # X besitzt.

Z U=X

0 sonst

f(U)Z{

mit den natiirlichen Restriktionsmorphismen ist eine Pragarbe von abelschen Gruppen auf X. Fiir alle
x € X ist F, =0, also ist auch fiir jedes f € F(X) und jedes x € X f; =0 — auch wenn f # 0.

Bemerkung 1.1.9
Jeder Morphismus ¢: F — G von Prigarben induziert fiir jedes z € X einen natiirlichen Morphismus
Oz Fo — Gz



1 Schemata

Beweis Sei x € X. Definiere

Pt Fo— gw? [(Uv f)]N = [(U> @U(f)]N
Fir (U, f) ~ (U, f') ist f | U" = f' | U” fiir ein geeignetes U” und daher

e (f) 10" = our(f 1U0") = oun(f 1U") = u(f) 1U"
Somit ist auch (U, oy (f)) ~ (U, op(f")) und ¢, ist wohldefiniert. O

Bemerkung 1.1.10
Seien F,G Garben abelscher Gruppen, ¢: F — G ein Morphismus. Dann gilt:
(a) VYU € Off(X): oy ist injektiv < Vz e X: y, ist injektiv.
(b) VU € Off(X): oy ist surjektiv = Vz € X: p, ist surjektiv.
(¢) VU € Off(X): oy ist Isomorphismus <= Vz € X: ¢, ist Isomorphismus.

Beweis (a) ,=": Seien x € X und f, € F, mit ¢, (f;) = 0. Dann ist [(U, ¢y (f))]~ = 0 fir einen
Représentanten (U, f) von f,. Ohne Einschriankung ist ¢y (f) = 0 und nach Vorraussetzung
somit auch f =0= f, =0.

w<=": Seien U € Off(X) und f € F(U) mit @y (f) = 0. Fiir alle 2 € U ist dann ¢, (f;) = 0 und
somit auch f, = 0. Nach Bemerkung 1.1.7 ist f = 0.

(b) Sei g, € G, fiir ein x € X und sei (U, g) ein Reprasentant von g,. Nach Vorraussetzung gibt es ein

feFU),sodass py(f) = g. Insgesamt ist dann ¢, (fz) = ga-

(¢) »=": Folgt aus (a) und (b).

»<"1 Nach (a) ist ¢y injektiv und es bleibt nur zu zeigen, dass o surjektiv ist. Sei also g € G(U).
Fiir jedes z € U sei f, = ¢;'(g,) und (U®), f®) ein Reprisentant von f,. Offenbar ist
(U (x))weU eine offene Uberdeckung von U. Weiterhin kann man die U(*) klein genug wihlen,

so dass @U(z)(f(x)) = ¢ | U®. Dann ist f®) = cp(;}z) (g | U®) und fiir alle z, 2’ € U gilt:

FO U@ AUE) = ool (g U@ AUE) = f6) ) @)
Da F Garbe ist, gibt es genau ein f € F(U) mit f | U® = f® fiir alle € U. Offenbar ist
dann oy (f) [ U® =g [ U® fiir jedes 2 € U und somit auch oy (f) = g. O

Das folgende Beispiel zeigt, dass die Aussage (b) aus Bemerkung 1.1.10 keine Aquivalenz ist.

Beispiele 1.1.11
Sei X = C\ {0} und F die Garbe der invertierbaren, holomorphen Funktionen. Weiter sei ¢: F — F
durch f — f? gegeben. Dann ist ¢, fiir jedes z € X surjektiv, px hingegen nicht.

Bemerkung + Definition 1.1.12 (Assoziierte Garbe)
Sei X ein topologischer Raum, F eine Priagarbe von abelschen Gruppen auf X.

(a) Es gibt genau eine Garbe F1 auf X und einen Morphismus 9: F — FT, so dass ¥,: Fp — F,°
fiir jedes x € X ein Isomorphismus ist.

(b) F* heifit die zu F assoziierte Garbe.

(¢) Zu jeder Garbe G auf X und jedem Morphismus ¢: F — G von Priagarben gibt es genau einen
Morphismus ¢t : F* — G, so dass folgendes Diagramm kommutiert:
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Ur

Us

Abbildung 1.1: Uberlagerung von S* durch U; (rot) und Us (blau)

Beweis (a) Fiir jede offene Menge U C X sei

FHU) = {s: U— U Fy | Yo € U ist s(x) € F und 3 Umgebung U, von x

zelU

und ein f € F(U,) mit s(y) = f, fiir jedes y € U, }

Dann ist FT zusammen mit den offensichtlichen Restriktionen Garbe auf X. Weiter ist 9 : F —
F*, 9y(f) = (z — f.) ein Morphismus und ¢, ist Isomorphismus fiir jedes x € X. Die Eindeutigkeit
von F1 und 9 folgt aus (c). TODC

(c) Sei p: F — G ein Morphismus von Priagarben. Ist s € F1(U), dann ist (U,)zey eine offene Beweis |
Uberdeckung von U. Fiir z,2' € U gibt es f®) € F(U,) und f*) € F(U,), so dass s(y) = fé”’ fiir = rer mache
jedesy € U, und z € {z,z'}. Daher ist féx) = f;‘r,) fiir jedes y € U,NU, und fiir jedes y € U,NU, gibt
es eine Umgebung U’ von y, so dass f®) | U’ = &) | U’. Weil die U’ eine Uberdeckung von Uy N U,
sind, ist f(*) | U,NUy = f) | U,NU, und insbesondere oy, (f@) [ UpNUy = o, (f)) | UpNU,.

Da G eine Garbe ist, gibt es ein eindeutig bestimmtes g € G(U), so dass g | U, = @, (f*)). Definiert
man nun ¢ (s) = g, dann ist offenbar ¢ = p* o und ™ ist eindeutig. O

Bemerkung + Definition 1.1.13 (Kern, Bild, Mono- und Epimorphismen)
Sei ¢: F — G ein Morphismus von Garben auf X.

(a) Kern(y) mit Kern(p)(U) = Kern(pr) ist Garbe.
(b) Bild(¢p) sei die zu U — Bild(yyr) assoziierte Garbe.
(c) ¢ heiBBt Monomorphismus, falls Kern(p) = 0.

(d) ¢ heiit Epimorphismus, falls Bild(y) = G.
Definition 1.1.14 (Quotientengarbe)

Seien G < F Garben von abelschen Gruppen auf X. Die zur Pragarbe U — F(U)/G(U) assoziierte
Garbe heifit Quotientengarbe von F nach G.

Beispiele 1.1.15
Sei F = C, die Garbe der stetigen Funktionen von S I nach R und G die konstante Garbe zu Z auf S*.

In Abbildung 1.1 ist eine Uberlagerung von S' durch Uy, Us zu sehen, so dass Uy N Us = Dy U Do fiir
zwei offene Mengen Dy, Ds.

Seien nun 0 = f1 € fQUl) und fy € F(Us) mit fo | Dy = 0 und fo | Dy = 1. Dann ist fo — f1 €
G(U1 NUs) und daher f; = fy in F/G(S1).
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Bemerkung + Definition 1.1.16 (Direkte und inverse Bildgarbe)
Sei f: X — Y stetig.

(a) Sei F Garbe auf X, dann ist die Priigarbe U +— F(f~1(U)) auf Y eine Garbe. Sie heifit die direkte
Bildgarbe und wird mit f.JF bezeichnet.

(b) Sei G Garbe auf Y, dann heifit die zur Pragarbe
U lim o G(V)
VCY offen
fU)cv
assoziierte Garbe f—lg inverse Bildgarbe zu G.
(c) f« und f~! sind kovariante Funktoren

(d) f~!ist linksadjungiert zu f., d.h. es gibt natiirliche Bijektionen
Hom(f~'G, F) — Hom(G, f.F)

Beweis (a) Da F Garbe auf X und f~(U) offen ist fiir jedes U C Y, ist f.F Garbe auf Y.
(¢) Offensichtlich.
(d) Es sollen natiirliche Bijektionen Hom(f~'G, F) — Hom(G, f..F) konstruiert werden.

Der Weg von Hom(f~'G, F) nach Hom(G, f.F)

Jedes a € Hom(f~1G, F) induziert einen Morphismus f.(a): fif'G — fo.F.
f«() kann fortgesetzt werden zu einem Morphismus

G Yo g Y F

Dazu ist folgende Konstruktion nétig: Die universelle Eigenschaft des direkten Limes liefert einen
natiirlichen Morphismus

g(v)—  lm  gW)= lm  GW)
f-t(v))ewev F(fFL(v)w

Dabei beruht die Gleichheit der direkten Limetes darauf, dass f(f~*(V)) € V und somit ohne
Einschrinkung jedes W D f(f~1(V)) mit V geschnitten werden kann. Nun ist f~1G die zu

Vi lim G(W)
FV)Ew

assoziierte Garbe und man erhalt ¥g(V): G(V) — f1G(f~Y(V)) = f f1G(V)

Der Weg von Hom(G, f..F) nach Hom(f~'G, F)

Jedes 8 € Hom(G, f.F) induziert einen Morphismus f~'(8): f~'G — f~ 1 f.F
Auch f=1(B) lisst sich fortsetzen zu

f—lg f_l(ﬁ) f—]_f*f SO_F> .F

fLf F ist die zu
U lim LF(V)= lim F(fH(V))
l(olag fHcv

assoziierte Garbe und daher reicht es fiir jedes U einen Morphismus

xr(U): lm F(FUV)) = FOU)
fu)cv



1 Schemata

zu konstruieren. Fiir jedes V mit f(U) C V ist U C f~1(V), also gibt es Restriktionsmorphismen
F(f~Y(V)) — F(U). Die universelle Eigenschaft des direkten Limes liefert nun einen eindeutigen
Morphismus x#(U) der wiederum ¢r(U) induziert.

Die beiden Konstruktionen sind zueinander invers
Das ist so. O

Bemerkung 1.1.17

Sei X topologischer Raum, U C X offen. Dann ist F — F(U) linksexakter, kovarianter Funktor.
TODC
Beweis Ist ¢: F — G Morphismus, so ist ¢y : F(U) — G(U) der zugehorige Morphismus. Sei nun Beweis |

W rer mache
0F L FSF =0

eine kurze exakte Sequenz von Garben. Nach Definition ist F — F(U) linksexakt, falls
0 F(U) L% F(U) 2 F'(U)

exakt ist.
Nach Definition 1.1.13 und Bemerkung 1.1.10 ist

0— F, — Fp— Fy—0
exakt fiir jedes z € X. Wiederum nach Bemerkung 1.1.10 ist
0— F(U)— FU)— F"(U)

exakt. 0

§2 Affine Schemata

Bemerkung + Definition 1.2.1 (Spektrum, Zariski-Topologie und Verschwindungsideal)

Sei R ein Ring.

(a) Spec R = {p C R | p Primideal} heifit Spektrum von R.

(b) Fir  CRsei V(I)={p € SpecR | I Cp}.
Es gilt V (I) = V((I)).

(¢) {V (I) | I ist Ideal in R} sind abgeschlossene Mengen einer Topologie auf Spec R, der Zariski-
Topologie.

(d) Fiir Z C Spec R sei I (Z) = ez b das Verschwindungsideal von Z.

Anmerkung 1
(a) Ist AC B C Spec R, dann ist I (A) D I(B).

(b) Ist I CJ C R, dann ist V (I) D V(J).

Beweis (a) Ist A C B, dann ist

(b) Ist I C J, dann ist

<
=
|
—~—
=3
~
N
k=3
—
N
<
—~—
=3
<
N
=3
—
I
<
=
O
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Bemerkung 1.2.2
(&) V{I(2)=2

(b) I(V(I))=V1T

Beweis (a) ,,0“: Nach Definition ist V (I (Z)) abgeschlossen und daher gilt Z C V (I (Z)).
,»C“: Nach Definition ist

Z= () V()
I Ideal
ZCV(I)
Aus Z C V (I) folgt I C p fiir alle p € Z. Somit ist
IC(\p=1(2)

peZ

und deshalb V (I) D V(I(Z)).

(b)
I = N r= ) p=VvI
peV(I) p Primideal
Icp ]

Anmerkung 2
(a) Sind (I;);. ; Ideale, dann ist

V) =v (ZIJ’)

jeJ jeJ
(b) Sind Iy, I> Ideale, dann ist
VYUV L) =V (L -I) =V (IND)
Beweis (a) “C”: Ist p € (V (I;), dann ist I; C p fir jedes j € J. Also ist auch > I; € p und somit
peV (L)
“D": Ist pe V(D I;), dann ist I; C Y I; C p fiir jedes j € J und somit ist p € (\V (I;).
(b) “C": Ist p € V (I;) UV(I2), dann ist I;1 C p oder Is C p. Auf jeden Fall ist aber Iy - Is Cpund 1 NI, Cp
und somit V (I;) UV ([;) CV (I; - Iz) und V(1) UV (I2) CV (I; N I).
“D": Esgilt: I1 - I C Iy N1y und somit V (I - I3) 2 V (I N I3). Also gentigt es zu zeigen, dass V (I - Iz) C
V(1) UV (I3).
Ist also p € V (I1 - L), dann ist I, - I, C p. Angenommen I, ¢ p. Dann gibt es ein a € I, so dass

a ¢ p. Nach Vorraussetzung ist aber al; C p und somit ist auch I; C p, insbesondere also p € V (I).
O

Bemerkung 1.2.3
Sei @ # V C Spec R abgeschlossen. I (V) ist ein Primideal, genau dann wenn V' irreduzibel ist.

Beweis ,,<": Sei V' C Spec R abgeschlossen, dann gibt es ein Ideal I C R, so dass V =V (I). Seien
nun a,b € R mit ab € I (V). Nach Definition ist

(V)=

Icp

und daher ist fiir jedes Primideal p mit I C p offenbar a € p oder b € p. Definiere nun V, =
{p | p Primideal mit I C p und a € p} und V} analog. Offenbar ist V' =V, UV}, und V,,V, sind
abgeschlossen. Da V' irreduzibel ist, kann man ohne Einschrankung V, = V annehmen. Dann ist
aber offenbar auch a € T (V).

10
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»="1 Sei V' C Spec R abgeschlossen, so dass I(V') Primideal ist und seien V1 = V (1) und Vo = V (I2)
abgeschlossene Mengen mit V' = V; U Vo. Ohne Einschrankung sind 17, Io Radikalideale, da
V(VE) = V(I(Vi) = Vi = Vi fiir i € {1,2}

Dann ist V =V (I1) UV (I2) = V(I N I2). Da I, I, Radikalideale sind, ist I; N I, Radikalideal
und daher ist I3 N Is = /I; N Io = I(V) ein Primideal.

Ist nun I ¢_ I, dann gibt es ein b € I\ [;. Fiir jedes a € I; ist ab € I1 N 15 und daher a € 1 N1,
oder b € I} N I. Da b aber aus Is \ I gewédhlt war, muss a € I N I und somit I; C I; N I3 sein.

Somit ist aber Vi =V (I1) D V(1 NI) =V =V =V O

Proposition 1.2.4
Jeder Morphismus a: R — R’ von Ringen induziert durch f, (p) = a~!(p) eine stetige Abbildung
fa: Spec R' — Spec R.

Beweis a ! (p) ist Primideal. Ist V(I) C Spec R abgeschlossen, dann ist f;1 (V (I)) =V (a (1)) O

Bemerkung 1.2.5
Sei k algebraisch abgeschlossen, V' C A™ (k) affine Varietéit. Dann ist

m:V — Speck[V], z — my
stetig und injektiv.

Beweis Die maximalen Ideale in k[V] entsprechen bijektiv den Punkten in V. Also ist m injektiv. Sei
nun V' (I) C Spec k[V] abgeschlossen, dann ist

m (V) ={z eV |m,cV ()}
:{er\Isz}
={zeV | f(x)=0furallex €I}

=V (I) im Sinne von affinen Varietéten O

Bemerkung + Definition 1.2.6 (Generischer Punkt) L
(a) Ein Punkt z in einem topologischen Raum X heifit generisch, falls {z} = X.

(b) Jede abgeschlossene, irreduzible Teilmenge von Spec R (R ein Ring) besitzt genau einen generi-
schen Punkt.

(c) Die maximalen, irreduziblen Teilmengen von Spec R entsprechen bijektiv den minimalen Prim-
idealen in R.

Beweis (b) Sei V =V (I) C Spec R abgeschlossen und irreduzibel. Nach Bemerkung 1.2.3 ist I (V') =
V/T ein Primideal. Es ist I C +/T und somit auch VI € V. Ist W = V' (J) eine abgeschlossene
Menge mit vI € W, dann ist J C /T und fiir jedes Primideal p mit I C p ist J € VI C p
= {ﬁ } =V.

(c) Folgt aus Bemerkung 1.2.3. O

Bemerkung + Definition 1.2.7
Fiir jedes f € Rist D(f) = Spec R\ V(f) = {p € SpecR | f ¢ p} offen in SpecR. {D (f) | f € R}
ist eine Basis der Zariski-Topologie auf Spec R.

Beweis Sei U C Spec R offen und p € U. V = Spec R \ U ist abgeschlossen, also V' = V (I) fir ein
Ideal I C R. Fiir jedes f € I gilt V(I) C V (f), also D(f) CU. Nunist p e U = {q | I € q}, also
gibt es ein f € I, so dass f ¢ p und somit ist p € D (f). O

11
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Anmerkung 3
Ist (U;);e; eine offene Uberdeckung von A C X, dann kann man ohne Einschrinkung annehmen, dass U; =
D (f;) fiir geeignete f; € R.

Beweis Die D (f) mit f € R bilden eine Basis der Topologie, also ist jedes U; Vereinigung von D (f)’s, woraus
die Behauptung folgt. O

Bemerkung 1.2.8
Spec R ist quasi-kompakt.

Beweis Sei (U;),c; offene Uberdeckung von Spec R. Ohne Einschréinkung sei U; = D (f;) fiir geeigne-
tes f; € R. Dann gilt:

UD(fi)=SpecR= (V(fi)=o

icl icl
= <Z (fi)) =R
i€l
und daher gilt fiir geeignete a; und eine endliche Menge J C I:
1= Z ajfj
Jj€J

bzw.

U D (fj) = SpecR
jeJ (I

Bemerkung 1.2.9
Fiir jedes f € R ist D (f) C Spec R quasi-kompakt bzgl. der induzierten Topologie.

Beweis Sei (U;),c; offene Uberdeckung von Spec R. Ohne Einschrénkung sei U; = D (f;) N D (f) fiir
geeignetes f; € R. Dann gilt:

U@ nD () =D(f) = JD(fi) 2D(f)
el i€l

SOV SV

iel

S (fi) 2(f)

el
und daher gilt fiir geeignete a; und eine endliche Menge J C I:
F=>af;
jeJ
bzw.

U D) 2D(f)

jeJ |

12
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Beispiele 1.2.10
Dieses Beispiel soll zeigen, dass Spec R alleine nicht ausreichend ist und so die folgende Definition
motivieren. Seien k ein Kérper und R = k[e]/ (¢2). Dann ist Spec R = {(¢)} und

a:R—>k, e—0

ist ein k-Algebra-Homomorphismus. « induziert eine stetige Abbildung f,. Aus offensichtlichen Griin-
den ist fo: Speck — Spec R sogar ein Homéomorphismus.

Fazit: Spec R besitzt zu wenig Information iiber R.

Bemerkung + Definition 1.2.11 (Strukturgarbe und affines Schema)
Sei R ein Ring, X = Spec R.
(a) Fiir U C X offen sei

Ox(U)Z{Si U— U R, ‘ Fir alle p € U ist s (p) € Ry
peU

und es gibt eine Umgebung U, von p sowie f,g € R

SodassfiiralleqEUp:g¢qunds(q):g }

(b) Ox ist eine Garbe von Ringen auf X. Sie heifit Strukturgarbe von Spec R.
(¢) (X,0Ox) heiBt affines Schema.

Proposition 1.2.12
Sei (X = Spec R, Ox) ein affines Schema. Dann gilt:

(a) Fiir jedes p € X ist Oxp = R,
(b) Fiir jedes f € R ist Ox (D(f)) = Ry

Beweis (a) Definiere ¢: Ox, — R, durch [(U, s)]~ — s(p).
1) ist wohldefinierter Ringhomomorphismus

1 ist surjektiv
Sei ¢ € Rymita € R, f € R\p.Esistp € U fir U = D (f). Fiir ein q € U definiere s (q) =
=Y ([(U,s)]~) = > wobei (U, 9)]~ € Oxp.

7 € Ry

1 ist injektiv
Sei [(U, s)]~ € Oxp mit ¥([(U, s)]~) =0, also s (p) = 0 in R,. Ohne Einschrénkung gilt s (q) =
fiir alle ¢ € U und geeignete a € R, f € R\ Uyep 4
s(p) = 0 in R, bedeutet, dass es ein h € R\ p mit ha = 0 gibt. U’ = U N D (h) ist eine offene
Umgebung von p mit h ¢ q fir alle g € U’. Also ist $=0in Ry fir alle g € U’
= (U,s) ~ (U',s) ~0

(b) Definiere ¢: Ry — Ox (D(f)) durch 77 — (p — 7).

a
!

 ist wohldefinierter Ringhomomorphismus

p ist injektiv

Sei ¢ (fi“) = 0. Dann ist fiir jedes p € D (f) offenbar fi“ = 0 in Rp. Also gibt es hy € R\ p, so
dass hya = 0. Sei nun a = {r € R | r-a = 0} der Annihilator von a. a ist ein Ideal und a € p
fir alle p € D (f), da alle hy, € a. Somit ist V (a) N D(f) = &, also V(a) C V(f). Dann ist aber
fel(V(f) CI(V(a)) =+/a. Also gibt es ein n € N, so dass f™ € a, also ist 77 = 01in Ry.

13
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p ist surjektiv
Sei s € Ox (D(f)). Fiir jedes p € D (f) gibt es eine Umgebung U, von p und a, h € R, so dass fiir
alle q € Uy gilt: h ¢ q und s (q) = a/h.
D (f) ist quasi-kompakt und die U, iiberdecken D(f), also muss es endlich viele p1,...,p, geben,
so dass U; = Uy, fiiri € {1,...,n} eine Uberdeckung von D(f) ist. Seien ay, ..., an, hi,...,h, € R,
so dass fiir alle q € U; gilt: h; ¢ q und s (q) = a;/h;. Ohne Einschrénkung kann man U; = D (h;)
annehmen und erhélt .

V (f) 2 SpecR\ | D(hi) = () V(hs)

i=1 i=1

Insbesondere gilt dann

ferwicr (ﬁ v<h,~>> IVt b)) = /(s )
=1

Somit gibt es ein n € N und b; € R, so dass f* = > 1" | b;h;. Wahlt man nun a = ;" bja;, dann
gilt:
a,jfm = Z biajhz- Eins:chub Z bz-az-hj = ahj
i=1 i=1
und somit a;/h; = a/f™ = ¢ (a/f™) =5

Einschub
Ohne Einschrénkung gilt a;h; = a;h; in R
Auf U; NU; gilt Z— = Z—j, also gibt es ein y; ; € R, so dass y; ; ¢ q fiir jedes q € U; U U;.

Yijaih; = yijajhi
a; = a; Hyi,j und h; = hl Hyi,j
J J

dann ist offenbar a}/h} = a;/h; und

a;hy = yi jaih; H Yik Hyj,k = Yi,ja;hi H Yik Hy]k = ajh;

k#j k k+#j k O

Wahlt man nun

Beispiele 1.2.13
Sei R ein diskreter Bewertungsring. Dann gilt:

(a
(b
(c

(e
(f

)
) O
(d)
)
)

)

Spec R = {(0), m}
offene Mengen sind: @, Spec R, {(0)}
x ({(0)}) = Ry = Quot(R) =: K
( )} =D(f) fir 0# f¢m
OSpecR (Spec R) OSpec Rm — Rm =R
Ospecr ({(0)}) = Ospec ry0) = K

14
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§3 Die Kategorie der Schemata

Definition 1.3.1
(a) Ein geringter Raum ist ein Paar (X, Ox) mit einem topologischen Raum X und einer Garbe von
Ringen Ox auf X.

(b) Ein geringter Raum (X, Ox) heifit lokal geringt, wenn Ox , fiir jedes z € X ein lokaler Ring ist.

Beispiele 1.3.2
Fir X = Spec R und Ox = Ogpec g die Strukturgarbe aus 1.2.11 ist (Spec R, Ospec r) lokal geringter
Raum.

Definition 1.3.3
(a) Ein Morphismus zwischen lokal geringten Raumen (X, Ox) und (Y, Oy ) ist ein Paar ( 1, fﬂ>, wobei

f: X — Y eine stetige Abbildung und f*: Oy — f.Ox ein Homomorphismus von Garben auf X
ist.

(b) Sind (X,Ox) und (Y,Oy) lokal geringte Rdume, so ist ein Morphismus (f, fﬁ> : (X,0x) —
(Y, Oy) ein Morphismus von lokal geringten Rdumen, wenn fiir jedes z € X gilt: Die induzierte
Abbildung f2 : Oy f(z) = Ox,z ist ein lokaler Homomorphismus (das heifit f2 (m f(x)) C my).

Beispiele 1.3.4

Sei R ein lokaler nullteilerfreier Ring, K = Quot(R) und i : R — K sei kein lokaler Homomorphismus.
Aber i induziert einen Morphismus lokal geringter Rdume zwischen X = Spec K und Y = Spec R
durch f : X — Y,(0) — (0) und f* : Ospec R = f+Ospec k gegeben durch i. Es gilt fiir alle offenen
U # 9 fiOspec i U) = Ospec K (f_l(U)) = Ospec K ((0)) = K und OSpeCR(U) =R firRCR CK

Proposition 1.3.5
Die Kategorie der affinen Schemata ist dquivalent zur Kategorie der Ringe.

Beweis Fiir Objekte ist dies klar, denn Ogpec g (Spec R) = R.
Ist ( f, fﬁ) : (Spec R, Ospecr) — (Spec R', Ospec g7) ein Morphismus affiner Schemata, so ist f* :
R = Ogpec v (Spec R') — fiOspec r (Spec R') = Ospec g (f 1 (Spec R)) = R ein Ringhomomorphismus
R — R.
Sei umgekehrt o : R* — R ein Ringhomomorphismus. Dann wird durch « induziert:

o fo:SpecR — R,p+— a 1(p) (stetig)

o f1: Ospec R = (fa)«Ospec r' induziert durch § +— O‘(a), a,be Rb&...

a(b)
Auf den Halmen induziert f! die Abbildung o := (fg)p/ i Rp-1(p) = Ospec R, fu(p) — OSpec R pr = R;,
Es ist o/ (a/71(p")) C p’ O

Bemerkung 1.3.6
Ist (X,0x) Schema und U C X offen, so ist (U, Ox | U) auch ein Schema, offenes Unterschema
genannt.

Beweis Sei (U;);e; Uberdeckung von X durch affine Schemata. Dann ist (U N U;);es offene Uberde-
ckung von U. (Achtung: i. A. ist (U N U;) kein affines Schema) Aber (U N U;) ist Vereinigung von
D(fi;) fiir geeignete f;; € R;. Es gilt D(f;;) ist affines Schema und Ogpec r [ D(fij) = Ospec Ry, O

Bemerkung 1.3.7

Aus zwei Schemata kann man durch Verkleben ldngs isomorpher Unterschemata ein neues Schema er-
halten. Genauer: Seien X7, Xo Schemata @ # U; C X; offene Unterschemata und ¢ : (U1, Ox, | U1) —
(Uz, Ox, | Us) ein Isomorphismus von Schemata. Sei ~ die Aquivalenzrelation, die durch z ~ ¢(z)
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erzeugt wird. Dann ist X = (U;UUs).~ topologischer Raum versehen mit der Quotiententopologie. Fiir
U € X offen sei Ox (U) := {(s1,52) € Ox(U) x Ox(U)]s1 [ UL N1~ (U2) = ¢ 1) (2 T (U N U2) |
wobei Ul = (UN X1),U? = (U N Xa).

Beispiele 1.3.8

Sei X1 = X2 = A} := Speck[T] und Uy = Uy = A\ {0} = Spec k[T]\ {(T)} sowie ¢ : Uy — Us, o1 =
id und ¢ : Uy — Uz, p2(T) = %

BILDER EINFUGEN WENN DIE JEMAND MITGESCHRIEBEN HAT

Proposition 1.3.9
Sei (X, Ox) ein Schema und R ein Ring. Dann ist die Zuordnung Mor (X, Spec R) — Hom(R, Ox (X)), (¢, ¢*) —

ke Dijektiv.

Beweis Definiere Umkehrabbildung: Sei o : R — Ox(X) ein Ringhomomorphismus. Fiir z € X sei
Ox, der Halm und m, das maximale Ideal in Ox . Weiter sei o, : R 2 Ox(X) — Ox,. Setze
va(z) = oz (my). Es gilt ¢, : X — Spec R ist stetig (Ubung). Der Garbenhomomorphismus ¥, :

Ospec R = Ox p wird definiert durch ¢ — 2%2). O

Definition 1.3.10
Sei S ein Schema.

(a) Ein S-Schema ist ein Schema (X, Ox) zusammen mit einem Morphismus ¢ : X — S.
(b) Ein Morphismus von S-Schemata (X, ) und (Y, ) ist ein Schema-Morphismus f : X — Y mit
p=1vof.

XL»Y

|/

S

Proposition 1.3.11

Sei k algebraisch abgeschlossener Korper. Die Zuordnung V' — Speck[V] (V affine Varietat iiber
k) induziert einen volltreuen Funktor ¢ von der Kategorie der k-Varietdten in die Kategorie der k-
Schemata.

Beweis V +— k[V] ist Aquivalenz von Kategorien (Algebraische Geometrie I Satz???). k[V]
Spec k[V] ist Aquivalenz von Kategorien. Das heifit, wie haben eine Aquivalenz von Kategorien k-
Algebren — affine k-Varietdten — affine Schemata. Die Behauptung folgt durch Verkleben. O

§4 Projektive Schemata

Definition 4+ Bemerkung 1.4.1
Sei S = @ >0 Sq graduierter Ring, S* := @ Sq
(a) ProjS:= {p C ProjS : p homogenes Primideal , ST ¢ p} heiBit homogenes Spektrum von S.

(b) Fir ein homogenes Ideal a in S sei V(a) := {p € ProjS : a C p}. Die V(a) bilden die abgeschlos-
senen Teilmengen einer Topologie auf Proj S.

(c) Fiir homogenes f € S sei D4 (f) :={p € ProjS: f € p} = Proj S\ V(f). Die D4 (f) bilden eine
Basis der Zariski-Topologie auf Proj S.

(d) Fiir p € ProjS sei S, := {§ € Sy : a,b homogen vom gleichen Grad}. S, ist lokaler Ring mit
maximalem Ideal pS(y) := {% ESpy:ac p}

16
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(e) Fir U C Proj S offen sei

Oprojs (U) = {s: U— U Sy | Fiir alle p € U ist s (p) € Sy

pelU

und es gibt eine Umgebung U,y von p sowie a,b € S
homogen vom gleichen Grad, so dass fiir alle q € Ugpy: b ¢ q

unds(q):% }

(f) (Proj S, Oprojs) ist lokal geringter Raum mit Opyojs, = Sty

(2)

(Proj S, Oproj 5) ist Schema, wobei Proj S = { U D+(f)} und D4 (f) = Proj Sy).
f€S,f homogen

Beweis Sei S graduierter Ring. Proj S = {p homogenes Primideal, S; ¢ p} und

Sy = {§ : a,b homogen vom gleichen Grad, b ¢ p}

sowie S(p) = {f% : @ homogen vom Grad n - deg(f)}

(g) (Proj S, Oprojs) ist Schema. Genauer D (f) = SpecpSy). O

Definition + Bemerkung 1.4.2

(a) Ein Schema (X, Ox) heifit projektiv, wenn es einen graduierten Ring S gibt, so dass (X, Ox)
(Proj S, Oproj 5) gilt.

(b) Ist R ein Ring, so heiit P} = Proj R[ Xy, ... Xy,] der n-dimensionale projektive Raum iiber R.

(c) Sei k ein Kérper und X = Pi. Dann ist Ox(X) = k.

12

Beweis (c)

n
Xo Xio1 Xipa
X = Di(X;),Ox(X;) =k|l—, ... .

ZL:J1 +( l)u X( Z) [Xla ) X@ ) X@ )

| 34

1

J]iOX(X):ﬁOX(XZ):k O
=1

Bemerkung 1.4.3
Sei k algebraisch abgeschlossener Korper, V/k eine projektive Varietat und S = k[V] ein homogener
Koordinatenring von V. Dann ist ¢(V) = Proj S (¢ wie in 1.3.11).

Beweis Fiir homogenes f € Sy ist Dy (f) = Spec S(y). AuBlerdem wissen wir aus der Algebraischen
Geometrie 1, dass Oy (D(f)) = S(y) = D+(f) = t(D(f)). Die Behauptung folgt durch Verkleben. [

Definition + Bemerkung 1.4.4
Sei X ein Schema und x € X:

(a) k(z) := Ox,z/m, heiBt Restklassenkérper von X in z.
(b) Sei f: X — Y ein Morphismus von Schemata und y = f(z), dann induziert f einen Korperho-
momorphismus x(y) < k().

(c) Sei k ein Korper. Genau dann gibt es einen Morphismus ¢ : Spec k — X mit ¢(0) = z, wenn k(x)
isomorph zu einem TeilkOérper von k ist.

(d) x (beziehungsweise genauer ¢) heifit k-wertiger Punkt von X.

Beweis (b) f induziert f% : Oy,y — Ox, mit fﬁ(my) C myg. Die Behauptung folgt aus dem
Homomorphiesatz.

(c) Sei U = Spec R affine Umgebung von x: ¢ ist &quivalent zu dem Ringhomomorphismus o : R — k
mit a(my) = (0) & o faktorisiert tiber x(z). O
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8§56 Faserprodukte

Sei S ein Schema und X, Y S-Schemata. Dann heifit das Produkt iiber X und Y in der Kategorie der
S-Schemata Faserprodukt von X und Y, geschrieben X xg Y.

Bemerkung 1.5.1

Das Faserprodukt X xg Y ist ein S-Schema zusammen mit S-Morphismen pry : X xg¥ — X und
pry : X xgY — Y, so dass fiir jedes S-Schema Z und alle S-Schemamorphismen f: Z — X, g: Z = Y
genau ein S-Schemamorphismus h : Z — X Xg Y existiert mit f = prx o h,g = pry o h.

Z
dh
f g
X Xg Y
prx pry
X Y
S

Satz 1
Das Faserprodukt X xg Y existiert fiir alle S-Schemata XY

Beweis Seien zunéchst X, Y und Z affin: X = Spec A,Y = Spec B und S = Spec R. Nach Voraus-
setzung sind A und B R-Algebren. Die UAE des Tensorprodukts A ® p B besagt:

Spec(A ®@p B) erfiillt die UAE des Faserprodukts fiir jedes affine Schema Z.

Noch zu zeigen: die UAE ist auch fiir beliebige Z erfiillt. Nach Proposition 1.3.9 entspricht f: 7 — X
einem R-Algebrenhomomorphismus ¢; : A — Oz(Z), ebenso gehort zu g ein w2 : B — Oz(Z). ¢1
und 9 induzieren einen R-Algebrenhomomorphismus ¢ : A ® g B — Oz(Z). Nach Proposition 1.3.9
induziert ¢ einen Schemamorphismus h : Z — Spec(A ®g B).

Fiir den allgemeinen Fall sei S; eine affine Uberdeckung von S

S = USi’ mit S; = Spec R;
Seien X; = p;(l(Si), Y, = p{,l auch affin iiberdeckt:
X; = UXZ'j, mit X;; = Spec A;;
Y; = i, mit Yj; = Spec Bj,
Nach dem affinen Fall oben existieren die Faserprodukte X;; xg, Yy, fiir alle ¢, j, k.

Behauptung (1)
Sei T ein Schema, V, W T-Schemata, (V]) offene Uberdeckung von V, dann gilt:

Existiert V; xp W fiir jedes [, so existiert auch V xp W

Wende diese Behauptung an auf

T=28,V=X;, Vi=Xy, W=Y

18
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womit X; xg, Y flir alle 7, k existiert. Damit lasst sich die Behauptung auf
T:Si) Vl:Y;l» V:}/;) W:Xl

anwenden. Dies zeigt die Existenz von X; xg, Y; fiir alle i.

Behauptung (2)
Fiir jedes ¢ gilt

Xi xsi}/i%Xi ><5Y
Daraus folgt der Satz aus Behauptung (1) mit

T=SV=X,V=X,W=Y O

Beweis (Behauptung (1)) Idee: Verklebe die V; x7 W!
Fiir Indizes [, m seien

U i=pr; "(ViNVin) C Vi xe W
und Uy == pri (ViN Vi) C Vi X0 W

Es gilt: Uy, = (ViNVy,) xp W, weil in der Situation

VA

VZXTW

pr \

gilt:
hz) Cpr H(f(2) Sprp H(ViN Vi) = Up,

Also ist Uy, Faserprodukt von V; NV, und W. Genauso: U,,; ist Faserprodukt von V; N V,, und W.
Die UAE liefert einen eindeutigen Isomorphismus Uy,, — U,;. Verklebe die Vi x7 W lédngs der Uy, zu
einem Schema V.

Noch zu zeigen: V erfiillt die UAE von V xp W. Seien Z ein T-Schema, f: Z — V und g: Z — W
T-Morphismen. Sei Z; := f~1(V}).

Nach Voraussetzung existiert fiir jedes [ genau ein hy : Z; — V; xp W < V, mit ...

Die h; bestimmen einen eindeutigen Morphismus h : Z — V. (Il

Beweis (Behauptung (2)) Der Beweis war Ubungsaufgabe

Zu zeigen:

Xi xg, Y; ist ein Faserprodukt von X; und Y iiber S;.

Sei Z ein S-Schema mit S-Morphismen f: Z — X; und g : Z — Y. Weil
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Z
/ \g
X; Y
i /

S

kommutiert, gilt:
pi(Xi) € Si = (pog)(Y) € Si = Bildg C Y;

Damit faktorisiert das eindeutige h der UAE vom Faserprodukt X; xg, ¥; f und g. Also ist X; xg, Y;
Faserprodukt von X; und Y tiber S. [l

Bemerkung 1.5.2
Seien X, Y S-Schemata. Dann ist die Abbildung

XxgY — {(z,y) e X xY :px(z) =py(y)}

F . — (prx(2),pry(z))

stetig und surjektiv.

Beweis Stetig: Klar.

surjektiv:

Seien z € X,y € Y mit px(z) = py(y) =: s € S. Seien weiter k := k(s), k(z), k(y) die Restklassen-
korper. Dann ist k C k(x),k C K(y).

Sei K/k eine Korpererweiterung mit x(z) C K, x(y) € K und Z := Spec K. Nach 1.4.4 gibt es einen
Morphismen f: Z — X und g : Z — Y mit f(0) = z,¢9(0) = y. f und ¢ sind S-Morphismen. Also
gibt esein h: Z — X xg Y mit prx(h(0)) = z und pry (h(0)) = y. Daraus folgt: F(h(0)) = (z,y). O

Definition 4+ Bemerkung 1.5.3
(a) Fiir y € Y heiBt X, := f~1(y) = X xy Spec(x(y)) Faser von f iiber y.
(b) prx : X, — X ist injektiv, das heifit

Xy =»{zeX: f(z) =y}

ist bijektiv.

(c) Ist y ein abgeschlossener Punkt, so ist X, abgeschlossen in X.

Beweis (c) Klar.
(b) Fir 21,20 € Xy mit prx(z1) = prx(z2) = x gilt f(z) =v.
Seien Z := Speck(z) und ¢ : Z — X mit ¢(0) = x. Sei weiter ¢ : Z — Speck(y) der von f
induzierte Morphismus.
Nach 1.4.4 (b) gibt es Morphismen h; : Z — X, mit h;(0) = z; fiir i € {1,2}.
Es ist prx o h; = ¢, woraus mit der UAE des Faserprodukts X, folgt: h1 = hg, also 21 = 2. O
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Beispiele
Sei

1 1
Ay — Ay
T — z?

f:

Dann ist f~1(0) = Spec(k[X] ®jx) k) = Spec(k[X]/(X2)).

Definition + Bemerkung 1.5.4
Sei g : S — S ein Morphismus.

(a) Ist f: X — S ein S-Schema, so ist X' := X xg S5’ ein §’-Schema mit ' : X’ — 5" und f' = prg.

X — X
g/
f/ h f h
S —— 8
g
X' hei3t das durch Basiswechsel g aus X hervorgegangene Schema.

(b) Basiswechsel ist ein kovarianter Funktor S — Sch — S — Sch.

(c) Basiswechsel ist transitiv:

X" = (X X8 Sl) X g S” =X XS S//

Definition 1.5.5

Ein Schema (X, Ox) heifit lokal noethersch, wenn es eine offene Uberdeckung von X durch affine
Schemata U; = Spec R; gibt, sodass jedes R; noetherscher Ring ist.

(X, Ox) heifit noethersch, wenn es eine endliche solche Uberdeckung gibt.

Proposition 1.5.6
(a) Ein affines Schema X = Spec R ist genau dann noethersch, wenn R noethersch ist.

(b) Ein Schema (X, Ox) ist genau dann lokal noethersch, wenn fiir jedes offene affine U = Spec R
gilt: R ist noethersch.

Beweis (a) “«<” Klar.

“=" folgt aus (b) “=".
(b) “«<” Klar.

“="
Sei U = Spec R C X offen und (U;);ez eine offene Uberdeckung von X mit U; = Spec R;, R;
noethersch. Dann folgt: U; N U ist offen in U;, also U; NU = |J D(f;;) fiir geeignete f;; € R;.
Nach Proposition 1.2.12 (b) ist D(f;;) = Spec R;; mit R;; = (R;)y,,- Damit sind die R;; auch
noethersch. D( fi;) ist auch offen in U, wird also iiberdeckt von D(g;j;) mit g;;r € R. D(fi;) = U
induziert, vermége Einschrdnkungen, einen Schemamorphismus Spec R — Spec R;; und damit
auch einen Ringhomomorphismus ¢;; : B — R;;. Es gilt Ry, = (Rij)<P(gijk)7 weil die Einschrén-
kung hier die Identitét ist. (R25),(g,;,) ist noethersch, also auch Ry, .
Dies liefert eine Uberdeckung U = J;c7 D(hi), wobei fiir jedes i € Z gilt: Rj, ist noethersch.
Wegen |J D(h;) = U, gilt 3" ;c7(h;) = R und damit

n
1= Zaihi, mit a; € R
=1
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1 Schemata

Sei nun I; C I, C ... eine aufsteigende Kette von Idealen in R. Fiir i = 1,...,n wird

@i(I1) - Rp, € wi(l2) - Ry, € ...

stationdr (wobei ¢; : R — R}, der natiirliche Homomorphismus a +— ¢ sei). Es geniigt also zu

1
zeigen:

Behauptung
Fiir jedes Ideal I in R gilt:

= (Yo (eul) - Ruy)
=1

Beweis (der Behauptung) “C” Klar.

“27” Sei b€ Ny w; *(wi(I) - Rp,), dann gibt es fiir jedes i ein b; € I und k; € N mit
b b,
I = W m Rhi

KA
Also existiert m; > 0 mit h;" (bhfi —b)=0in R
ki4+m; i
= byt = hMb € T

Die hF*™ erzeugen R, denn:

Sei J = (h’f1+m1, ..., hEnFma) “dann ist nach Definition der h; v/J = R, also J = R.

= es existieren a;, sodass Zaihfieri = 1.

=bel O
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2 Morphismen von Schemata

§6 Einbettungen

Definition 2.6.1
Sei i : (Y,0) — (X, Ox) ein Morphismus von Schemata.
(a) 7 heilt offene Einbettung, wenn i ein Isomorphismus auf ein offenes Unterschema von X ist.
(b) ¢ heifit abgeschlossene Einbettung, wenn i ein Homéomorphismus auf eine abgeschlossene Teil-
menge Z :=i(Y) von X ist und i¥ : Oy — i, Oy surjektiv ist. (Z,,0) heiBt dann abgeschlossenes
Unterschema von X.

Beispiele 2.6.2
(a) Sei X = Spec R affin. Die abgeschlossenen Teilmengen von X sind die V'(I), (I C R Ideal). V(1)

wird zum abgeschlossenen Unterschema durch die Schemastruktur als Spec(R/ T)- Die abgeschlos-
sene Einbettung Spec(R/ 7) — Spec R wird induziert von der Restklassenabbildung R — R/ T
Warnung: V(1) = V(I2), aber £/f = B/j2 gilt im Allgemeinen nicht!

(b) Seien k ein Kérper, R = k[X,Y] und I = (X2, XY) C (X). Es gilt V(I) = V(X) (y-Achse).
In V(I) ist auBlerhalb von 0 = (0,0) = V(X,Y), also auf

D(Y) = Spec (k:[X, Y]/I)Y = Spec(k[Y]y)

das abgeschlossene Unterschema V' (I), also Spec(R/ ), isomorph zu Spec(R/( X)) ?

Aber: O R enthélt ein nilpotentes Element, ndmlich X.
Spec( /_[),0

Erinnerung / Definition 2.6.3

(Ubungblatt 3, Aufgabe 1)

Ein Schema (X, Ox) heifit reduziert, wenn fiir jedes z € X der Halm Ox, ein reduzierter Ring ist.
Aquivalent: Fiir jedes offene U C X ist Ox(U) ein reduzierter Ring.

Proposition 2.6.4

Zu jedem Schema (X,Ox) gibt es ein eindeutiges abgeschlossenes Unterschema X,.q von X, das
folgende UAE erfiillt:

Ist f:Y — X ein Morphismus von einem reduzierten Schema Y, so gibt es genau einen Morphismus
f:Y — X,eq mit

f=iof. Dabeiist X = X,eq (gleich als topologische Rdume).
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2 Morphismen von Schemata

Beweis (1) Sei X = Spec R affin. Setze X4 := Spec(R/\/@), dann ist X,..q ein reduziertes abge-
schlossenes Unterschema.
UAE: Sei Y reduziert, f : ¥ — X ein Morphismus mit zugehdrigem Ringhomomorphismus
agf . R — Oy (Y)
Zu zeigen: /(0) C Kern(ay)
Sei also a € /(0), also a™ = 0 fiir n > 1. Daraus folgt: (af(a))” = 0. Und weil Y reduziert ist:
ayr(a) = 0.

(2) Allgemeiner Fall:

Benutze:

(Bvw), = ilym O

Folgerung 2.6.5
Zu jedem abgeschlossenen Unterschema Z von X gibt es ein eindeutig bestimmtes reduziertes Unter-
schema 7,4 (die “reduzierte induzierte Struktur”).

§7 Separierte Morphismen

Definition 2.7.1
(a) Ein Morphismus f : X — S von Schemata heifit separiert, wenn der “Diagonalmorphismus”
Ay : X — X xg X eine abgeschlossene Einbettung ist.

(b) X heifit separiert, wenn X — SpecZ separiert ist.

Beispiele

Sei X die affine Gerade mit doppeltem Nullpunkt. X ist nicht separiert (iiber k):

Seien also S = Speck, U = A}\{(0,0)} = Spec(k[X]x) und X die Verklebung von A} mit sich selbst
langs U. Es ist

U xg U = A} — “Achsenkreuz”
A=A¢(X)={(u,u) :ueU}U{(01,01),(02,02)}

Es gilt
A = AU{(01,02), (02,01)}

denn: jede Umgebung von (01, 02) enthélt Punkte von Al



2 Morphismen von Schemata

Bemerkung 2.7.2
Jeder Morphismus von affinen Schemata ist separiert.

Beweis Sei X = SpecB,Y = SpecA,f: X — Y, : A — B, a der Ringhomomorphismus zu f.
Dann ist X xy X = Spec(B ®4 B). A wird induziert von

 B®.B — B
by ®by +—— b1-by

 ist surjektiv, also ist A abgeschlossen. (Das ist so, weil ein surjektiver Ringhomomorphismus Prim-
ideale auf Primideale abbildet und deswegen alle Primideale, die

)

p Primideal
enthalten, schon Urbilder von Primidealen waren.) ]

Bemerkung 2.7.3
Seien f,g: X — Y Morphismen von S-Schemata. Ist Y iiber S separiert, so ist

E(f,g) ={r € X : f(z) =g(x)}
abgeschlossen in X.

Beweis Sei h: X - Y XgY der von f und g induzierte Morphismus.
h
f 7
Y X8 Y
Y Y
\ /

Dann ist E(f,g) = h™}(A), (A = A,(Y)). Also ist E(f, g) abgeschlossen. O

X
S

Proposition 2.7.4
Seien (X, Ox) ein Schema, R ein diskreter Bewertungsring, K = Quot(R), T' = Spec R. Dann gibt es
eine natiirliche Bijektion

Hom(T, X) — {(xo,x1,7) : 9,21 € X mit z9 € {x1},7: k(z1) = K Koérperhomomorphismus
mit i(Oz4,) € Rund i(myzz,) = mrNi(Ozg,)},

wobei Z = {x1},,., sei. Dann ist Oz, = k(x1) = OX,m/mm.

Beweis Fiir f : T — X sei zo := f(mg),z1 = f(0),i = fi . DaT reduziert ist, “ist” f ein Morphismus
nach Z:
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2 Morphismen von Schemata

TL>X

N

Z

f* induziert also einen Morphismus
Oz,xo — OT,m =R

mit fH(my ) C m.
Umgekehrt induziert jedes i : Oz ., — R einen Morphismus

Spec R =T — Spec(Oz4,) = Z = X O

Satz 2
Sei f: X — Y ein Morphismus noetherscher Schemata. f ist genau dann separiert, wenn es zu jedem

“Bewertungsdiagramm”
“h

T ——Y

(T = Spec R, R diskreter Bewertungsring, U = Spec K, K = Quot R)
hochstens einen Morphismus h : T" — X gibt, der das Diagramm kommutativ macht.

Beispiele

Seien X die affine Gerade mit doppeltem Nullpunkt, ¥ = Speck fiir einen Korper k, R = k[X](x),
K = k(X). Sei weiter X’ = Spec k[X], dann existiert ein Morphismus, der das Bewertungsdiagramm
kommutativ macht:

Also gibt es fiir beide offenen Teile von X, die gleich A} sind, je eine Fortsetzung.

Beweis “=" Sei ein Bewertungsdiagramm (mit den tiblichen Bezeichnungen) gegeben. Zwei hq, hy :
T — X Fortsetzungen von hg : U — X, induzieren einen Morphismus h:
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2 Morphismen von Schemata

T
h
h1 h2
X ny
X X
DN

=h(0) € A=A (X) = h(m) e {h(0)} CA
:>h1(m) = hg(m)

Y

Es ist hl (0) = ho(O) = hQ(O)

“«” Nach Ubungsblatt 6, Aufgabe 1 geniigt es zu zeigen: A ist abgeschlossen in X xy X.

Behauptung (1)
Ist fiir jedes x1 € A auch {z1} C A, so ist A abgeschlossen.

Seien also x1 € A, g € {1}, Z :={21},04: O := Oz4y, K = Oz, = k(1)

red’

Behauptung (2)
Es gibt einen diskreten Bewertungsring R C K, der O dominiert, das heifit O C R und mp =
mprNO.

Dann gibt es nach Proposition 2.7.4 einen Morphismus h : T'= Spec R — X xy X mit h(0) = z1
und h(m) = xg. Fir h; =pr;oh,i=1,2,ist foh; = fohg, hy : T — X.
Da x; € A, ist hl(O) = hQ(O) Mit hg := h|U fOlgt! h1=hy = h(m) e A. |

Beweis (2) m = mp ist endlich erzeugt, etwa m = (z1,...,2,). Sei O’ = (’)[%, ce %} und I =

X, O.(EI£0)

Krullscherr Hauptidealsatz: es gibt ein Primideal p C O" der Hohe 1 mit I C p (Eisenbud Theorem
10.1)

(’),’J ist ein noetherscher lokaler Ring der Dimension 1. Sei O der ganze Abschluss von (’)]’J in K.

= O ist normal, dim O = 1, & O lokal, O ist noethersch (Satz von Krull-Akizuki, Eisenbud Theorem
11.13)

= O ist diskreter Bewertungsring. Es gilt:

ma N O C me: Klar.

maNO 2 me, weil Xq,..., X, € 1. O

Behauptung 1 ist (fiir f = A) ein Spezialfall von

Proposition 2.7.5
Sei f: W — X Morphismus noetherscher Schemata. Dann gilt:

f(W) ist abgeschlossen
< f(W) ist abgeschlossen unter Spezialisierung: Fiir z1 € f(W) und xg € {x1} ist g € f(W).
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2 Morphismen von Schemata

Beweis “=" Klar.

“<=" Sei Y = f(W) (als abgeschlossenes Unterschema mit reduzierter Struktur)
Sei y € Y; zu zeigen: y € f(W).
(E Y = Spec A affin, sei B = Ow (W). f wird also induziert von a : A — B und « ist injektiv,
weil f dominant ist (AG I, Proposition 6.8 (b) ). Sei ' C y ein minimales Primideal, dann gilt
y € {y'}. Also geniigt es zu zeigen: i € f(W) (das ist die Voraussetzung)
Es gilt f~1(y') = Spec(B ®4 £(y')). Zu zeigen: R # {0}

T

Esist k(y') = Ay’/y/ Ay und A, ist ein Korper, weil A reduziert ist. ? Damit gilt: R = B®a Ay
Weiter gilt: AC B = A®a Ay C B®sg Ay = R. Und A, ist ein flacher A-Modul, weil er eine
Lokalisierung ist. O

Beispiele
A=MEY) i vy, = (X) = Ay = k(Y).

Folgerung 2.7.6
Fir noethersche Schemata gilt:

(a) Affine und abgeschlossene Einbettungen sind separiert.
(b) Die Komposition separierter Morphismen ist separiert.
(
(d

(e) “separiert” ist lokal beziiglich der Basis, das heif3t:
f: X =Y separiert < es existiert eine offene Uberdeckung (U;) von Y, sodass

)
)
c) “separiert” ist stabil unter Basiswechsel.
) go f separiert = f separiert.

)

flf 1) - £ 1(U;) — U; separiert

Beweis Ubung! O

§8 Eigentliche Morphismen

Definition 2.8.1
Sei f: X — Y ein Morphismus von Schemata.

(a) f hei3t lokal von endlichem Typ, wenn es eine offene Uberdeckung (U;);ez, mit U; = Spec A;, von
Y gibt und fiir jedes i € Z eine offene Uberdeckung (U;;);e7, mit U;; = Spec B;j, von f~1(U;)
existiert, sodass fiir alle 4, j B;; vermoge f* zu einer endlich erzeugten A;-Algebra wird.

(b) f heifit von endlichem Typ, wenn in (a) alle J; endlich gewéhlt werden konnen.

(c) f heiit endlich, wenn in (a) jedes J; einelementig gewithlt werden kann (also f~1(U;) =: Spec B;)
und B; ein endlich erzeugter A;-Modul ist.

Bemerkung 2.8.2
In Definition 2.8.1 kann “es gibt eine offene affine Uberdeckung” ersetzt werden durch “fiir jedes offene
affine U C Y gilt”.

Beweis (a) Ubungsblatt 5, Aufgabe 2, (b) und (c) analog. O

Bemerkung 2.8.3
Ist f: X — Y endlich, so ist f~!(y) fiir jedes y € Y eine endliche Menge.
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2 Morphismen von Schemata

Beweis Sei (E Y = Spec A affin. Dann ist auch X = Spec B affin. Es ist f~1(y) = Spec(B ®4 x(y)).
B ®4 k(y) ist eine k(y)-Algebra und, da B ein endlich erzeugter A-Modul ist, ist B® 4 x(y) ein endlich
dimensionaler (y)-Vektorraum. Es ist dim(B ®4 k(y)) = 0 (?), also Spec(B ® 4 £(y)) endlich. O

Definition 2.8.4
Ein Morphismus f : X — Y heifit eigentlich, wenn er von endlichem Typ, separiert und universell
abgeschlossen ist, das heifit fiir jeden Basiswechsel

XxyY — X

Y’ Y
ist f/ abgeschlossen.
Beispiele
f: A}C — Spec k ist abgeschlossen. Basiswechsel:
Af A
f f

A,f/, —— Speck

f! ist nicht abgeschlossen, denn:
V = V(XY —1) ist abgeschlossene Teilmenge von A7, aber f/(V) = A}l — {0} ist nicht abgeschlossen.

Satz 3
Seien X, Y noethersche Schemata, f : X — Y ein Morphismus von endlichem Typ. f ist genau dann
eigentlich, wenn es zu jedem Bewertungsdidagramm

U x

" h

T— Y

genau eine Fortsetzung h gibt.
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3 Kohomologie von Garben

8§89 Ox-Modulgarben

Definition 3.9.1
Sei (X,Oyx) ein lokal geringter Raum, F eine Garbe von abelschen Gruppen auf X. F heifit Ox-
Modulgarbe, wenn gilt:
(i) Fiir jedes offene U C X ist F(U) ein Ox-Modul
(ii) Fur U’ C U C X offen ist F(U) — F(U’) ein Ox(U)-Modulhomomorphismus, wobei F(U’)
durch den Ringhomomorphismus Ox (U) — Ox (U’) zum Ox (U)-Modul wird.

Bemerkung 3.9.2
Die Ox-Modulgarben bilden mit den Ox-linearen Abbildungen eine Kategorie Ox — Mod.

Beispiele

Sei X eine nichtsinguldre Kurve tiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper k und D = ) pcx npP
ein Divisor auf X.

Fir offenes U C X sei

L(D)(U) :={f € k(X) : div f[lU + D|U > 0}
={f€k(X):VPeU:ordp(f)+np >0}
L(D) ist eine Ox-Modulgarbe, denn div(f - g) = div(f) + div(g).

Definition 4+ Bemerkung 3.9.3
Seien F,G Ox-Modulgarben.

(a) F ®oy G seidie zu U — F(U) ®@p () G(U) assoziierte Garbe.
(b) Fiir offenes U C X sei

Hom(F,G)(U) :=Homp i (F|U,GIU)
F ® G und Hom(F,G) sind Ox-Modulgarben.

Definition 4+ Bemerkung 3.9.4
Sei f: X — Y ein Morphismus von lokalgeringten Raumen.

(a) Fir jede Ox-Modulgarbe F ist f.F eine Oy-Modulgarbe auf Y.
(b) Fiir jede Oy-Modulgarbe G ist f~1G eine f~'Oy-Modulgarbe und
f*g = f_lg ®f710Y OX
eine O x-Modulgarbe.

Beweis (a) Fiir offenes U C Y ist £, F(U) = F(f~1(U)) ein Ox(f~1(U))-Modul. f(ﬁ] ist ein Ring-
homomorphismus Oy (U) — Ox (f~1(U)). Dadurch wird f.F(U) zu einem Oy (U)-Modul.
(b) Den Garbenhomomorphismus f~1Oy — Oy erhilt man aus f L0y — f.0x

F7HH £ 0y = fTHOx = Ox
den hinteren Morphismus liefert 1.1.16 (d). ]
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3 Kohomologie von Garben

§10 Quasikoharente Ox-Modulgarben

Definition 4+ Bemerkung 3.10.1
Sei X = Spec R ein affines Schema, M ein R-Modul. Fiir offenes U C X sei

M(U) ={s:U — U M, : fiir jedes p € U gibt es eine Umgebung U,

pelU
und Elemente m, € M, f, € R — q, sodass
fiir alle q € U, gilt: s(q) = % e M,}
p

wobei M, = M ®pr R, ist.
Proposition 3.10.2
Seien X = Spec R, M, M wie in 10.1.
(a) Fir jedes p € X ist Mp = M,.
(b) Fiir jedes f € R ist M(D(f)) = M, (insbesondere M(X) = M).

Beweis Wie fir Ox. O

Bemerkung 3.10.3
M — M ist ein exakter, volltreuer Funktor R — Mod — Ox — Mod, denn:
Lokalisieren ist exakt, da R, flacher R-Modul ist (was Tensorieren exakt macht).

Bemerglylg 3.10;4 N
(a) M@RNgM(X)@XN

(b) @ M; = @ M,

Beweis (a) (M ®r N) ®r Ry = (M ®@r Ry) ®g, (N ®r Ry) O

Bemerkung 3.10.5
Sei f: X — Y ein Morphismus, X = SpecR,Y = Spec R, : R' — R der zugehorige Ringhomomor-
phismus.

(a) Fiir jeden R-Modul M ist f,M = oM (oM sei M aufgefasst als R'-Modul iiber ).

(b) Fiir jeden R'-Modul N ist f*N = N @ R

Beweis (a)
fMU) =M (f~H(U)) als Oy (U)-Modul
:on(U)

(b) f*N(X) = (f"'N ®@;-10, Ox)(X) =N ®p R O

Definition 3.10.6
Sei (X, Ox) ein Schema, F eine Ox-Modulgarbe.

(a) F heiit quasi-kohdrent, wenn es eine offene affine Uberdeckung (U; = Spec R;);c; von X und
R;-Moduln M; gibt, sodass

FIU; = M;

fiir alle ¢ € I gilt.
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3 Kohomologie von Garben

(b) F heifit kohdrent, wenn in (a) jedes M; endlich erzeugbarer R;-Modul ist.

Proposition 3.10.7
Eine Ox-Modulgarbe F auf einem Schema X ist genau dann quasi-kohérent, wenn fiir jedes offene

affine U = Spec R C X ein R-Modul M existiert mit F|U = M.

Beweis 1. Schritt: Sei X (% affin, denn:
Sei U = Spec R C X offen und affin, (U; = Spec R;) die gegebene Uberdeckung von X. (U N U;) ist
eine offene Uberdeckung von U. Uberdecke U N U; durch D(f ij)s fij € Ri. Dann gilt:

—_—

FID(fij) = (FIU)|D(fij) = M;|D(f;;) = (Mi)y,,

2. Schritt: FEHLT NOCH ]
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