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Kapitel I

Affine Varietäten

§ 1 Nullstellenmengen und Verschwindungsideale

Sei K ein Körper, n P N.

Definition 1.1 Eine Menge V Ď Kn heißt affine Varietät, falls es eine Teilmenge F Ď KrX1, . . . , Xns

gibt, sodass gilt

V “ V pF q “ tx P Kn | fpxq “ 0 für alle f P F u

Beispiel 1.2 (i) Wir definieren Kn :“ V pt0uq “ V pHq. Damit wird Kn zur affinen Varietät.

(ii) Mit V pt1uq “ V p1q “ H wird H zur affinen Varietät.

(iii) Für jedes a “ pa1, . . . , anq P Kn ist txu affine Varietät via

tau “ V pX1 ´ a1, . . . , Xn ´ anq

(iv) Allgemeiner gilt: Jeder affine Untervektorraum des Kn ist affine Varietät.

Bemerkung 1.3 (i) Aus F1 Ď F2 folgt V pF1q Ě V pF2q.

(ii) Für f1, f2 P KrX1, . . . , Xns gilt V pf1f2q “ V pf1q Y V pf2q.

(iii) Für F Ď KrX1, . . . , Xns gilt V pF q “ V pxF yq, wobei xF y das von F erzeugte Ideal bezeichnet.

Beweis. (i) Ist x P V pF2q, so gilt fpxq “ 0 für alle f P F2. Wegen F1 Ď F2 folgt fpxq “ 0 für alle

f P F1, also x P V pF1q.

(ii) Es gilt x P V pf1f2q genau dann, wenn pf1f2qpxq “ 0, also f1pxq “ 0 oder f2pxq “ 0 und damit

x P V pf1q Y V pf2q.

(iii) ” Ě ” folgt aus (i) mit F Ď xF y. Für die andere Inklusion wähle x P V pF q und f P xF y. Schreibe

f “
r
ÿ

i“0

aifi, ai P KrX1, . . . , Xns, fi P F

Dann ist

fpxq “
r
ÿ

i“0

aipxqfipxq “ 0

und damit x P V pxF y. l
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Folgerung 1.4 Sei V Ď Kn affine Varietät.

(i) Dann gibt es ein Ideal I P KrX1, . . . , Xns mit V “ V pIq.

(ii) Dann gibt es es f1, . . . , fr P KrX1, . . . , Xns mit V “ V pf1, . . . , frq.

Beweis.

(i) Für V “ V pF q wähle I “ xF y.

(ii) Folgt aus dem Hilbertschen Basissatz. l

Bemerkung + Definition 1.5 (i) Sei R (kommutativer) Ring (mit 1) und I P R ein Ideal. Dann

heißt
?
I :“ tf P R | es existiert n P N mit fn P Iu

das Radikal von I.

(ii)
?
I ist Ideal.

(iii) I heißt Radikalideal, falls I “
?
I.

(iv) Jedes Primadeal ist Radikalideal.

(v) nZ ist Radikalideal genau dann, wenn n quadratfrei ist, d.h. νppnq P t0, 1u für alle p P P.
(vi) Für jedes Ideal I P KrX1, . . . , Xns gilt V pIq “ V p

?
Iq.

Definition + Bemerkung 1.6 Sei V Ď Kn.

(i) Das Verschwindungsideal von V ist

IpV q :“ tf P KrX1, . . . , Xns | fpxq “ 0 für alle x P V u

(ii) IpV q P KrX1, . . . , Xns ist Radikalideal.

(iii) V pIpV qq Ě V .

Beweis. (i) Folgt aus pf ` gqpxq “ fpxq ` gpxq und ph ¨ fqpxq “ hpxqfpxq.

(ii) Folgt aus fdpxq “ fpfp. . . fpxq . . .qq “ fpxqd.

(iii) Klar. l

Beispiel 1.7 (i) IpHq “ KrX1, . . . , Xns.

(ii) IpKnq “ t0u genau dann wenn (!) K unendlich ist.

(iii) Für n “ 2 betrachte V “ tp0, 0qu Ď K2. Dann ist

IpV q “

#

f “
n
ÿ

i“1

m
ÿ

j“1

ai,jX
iY j

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

a0,0 “ 0

+

Proposition 1.8 Seien V, V1, V2 affine Varietäten in Kn. Dann gilt

(i) V pIpV qq “ V .

(ii) V1 Ď V2 genau dann, wenn IpV1q Ě IpV2q.

Beweis. (i) "Ě" Klar.

"Ď" Sei V “ V pI 1q für ein Ideal I 1 P KrX1, . . . , Xns. Dann ist I 1 Ď IpV q, denn für f P I 1 ist

fpxq “ 0 für alle x P V “ V pI 1q, also V pI 1q Ě V pIpV qq.

(ii) Folgt aus (i) und 1.2. l
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Bemerkung 1.9 Frage: Gilt auch IpV pIqq “ I für ein Radikalideal? Antwort: Nicht uneingeschränkt!

Betrachte

I “ xX2 ` 1y P KrXs

Dann ist für K “ R V pIq “ H, also IpV pIqq “ IpHq “ RrXs.
Gehen wir dagegen in einen algebraisch abgeschlossenen Körper, z.B. C über:

Dann ist V pIq “ ti,´iu, also

IpV pIqq “ xX ´ iy X xX ` iy “ xX2 ` 1y.

Unser Ziel soll es also sein, zu zeigen, dass dies allgemein in algebraisch abgeschlossenen Körpern gilt.

Definition + Bemerkung 1.10 Sei V Ď Kn affine Varietät, IpV q das Verschwindungsideal.

(i) Wir definieren die affine Algebra bzw. den affinen Koordinatenring zu V als

ApV q :“ KrX1, . . . , Xns
L

IpV q

(ii) ApV q ist eine endlich erzeugte, reduzierte K-Algebra, d.h. ApV q enthält keine nilpotenten Ele-

mente, d.h. für a ‰ 0 gilt ad ‰ 0 für alle d P N.
(iii) Ist V 1 Ď V affine Varietät, so erhalten wir einen surjektiven Homomorphismus von K-Algebren

p : ApV q ÝÑ ApV 1q.

Beweis. (ii) Sei a P ApV q mit a ‰ 0 und ad “ 0 für ein d ě 1. Wähle f P KrX1, . . . , Xns mit f “ a

in ApV q. Dann ist fd P IpV q, denn fd “ f
d
“ ad “ 0, und damit auch f P IpV q, da IpV q

Radikalideal ist. Dann gilt a “ 0, also ein Widerspruch.

(iii) Wegen 1.6 ist IpV 1q Ě IpV q. Mit dem Homomorphiesatz erhalten wir eine Faktorisierung

KrX1, . . . , Xns //

''

ApV 1q

ApV q

p

;;

welche den gewünschten Homomorphismus liefert. l

§ 2 Die Zariski-Topologie

Es sei K ein Körper, n P N.

Definition + Bemerkung 2.1 (i) Die affinen Varietäten inKn bilden die abgeschlossenen Mengen

einer Topologie auf Kn.

(ii) Diese Topologie heißt Zariski-Topologie.

(iii) Es bezeichne AnpKq den topologischen Raum Kn mit der Zariski-Topologie.

Beweis. Wir rechnen die Axiome einer Topologie nach.

(1) Per Definition sind Kn “ V p0q und H “ V p1q affine Varietäten.
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(2) Seien V1 “ V pI1q, V2 “ V pI2q affine Varietäten.

Beh. (a) Es gilt V pI1I2q
piq
Ď V1 Y V2

piiq
Ď V pI1 Y I2q

piiiq
Ď V pI1I2q.

Dann gilt an jeder Stelle Gleichheit und damit ist auch V1 Y V2 affine Varietät.

Bew. (a) Es gilt

(iii) I1I2 Ď I1 X I2, also V pI1I2q Ě V pI1 X I2q.

(ii) Es ist Ik X I2 Ď Ik, also Vk Ď V pI1 X I2q für k P t1, 2u, also auch V1 Y V2 Ď V pI1 X I2q.

(i) Sei x P V pI1I2q, ohne Einschränkung x R V1. Zu zeigen: x P V2.

Da x R V1, gibt es ein f P I1, sodass fpxq ‰ 0. Sei nun g P I2. Nach Voraussetzung ist

dann

0 “ pf ¨ gqpxq “ fpxq ¨ gpxq

und damit gpxq “ 0. Dies impliziert x P VpI2q “ V2.

(3) Seien für eine beliebige Indexmenge J Vi, i P J affine Varietäten, es gelte Vi “ V pIiq. Dann ist

č

iPJ

Vi “ V

˜

ď

iPJ

Ii

¸

“ V

˜

B

ď

iPJ

Ii

F

¸

:“ V

˜

ÿ

iPJ

Ii

¸

ebenfalls affine Varietät, was zu zeigen war. l

Beispiel 2.2 Betrachte n “ 1. Dann ist V Ď A1pKq abgeschlossen genau dann, wenn V “ A1pKq oder
V endlich ist. Insbesondere ist A1pKq damit nicht hausdorffsch.

Beispiel 2.3 Ist K endlich, so ist die Zariski-Topologie auf Kn die diskrete Topologie.

Proposition 2.4 Sei K unendlich. Dann ist AnpKq nicht hausdorffsch.

Beweis. Siehe Übung.

Proposition 2.5 Für f P KrX1, . . . , Xns sei

Dpfq :“ tx P Kn | fpxq ‰ 0u “ KnzV pfq

Dann bildet die Familie tDpfqufPKrX1,...,Xns eine Basis der Zariski-Topologie auf AnpKq.

Beweis. Sei U Ď AnpKq offen. Es ist zu zeigen, dass U eine Menge Dpfq für ein geeignetes f enthält.

Offenbar ist V :“ KnzU abgeschlossen, also eine affine Varietät. Dann schreibe V “ V pIq für ein Ideal

I P KrX1, . . . , Xns.

Sei nun x P U . Da x R V existiert ein f P IpV q, sodass gilt fpxq ‰ 0, also x P Dpfq. Da f P I, gilt

xfy Ď I, also V pfq Ě V pIq “ V und damit Dpfq Ď U , was zu zeigen war. l

Definition + Bemerkung 2.6 Für jede affine Varietät V Ď AnpKq heißt die Spurtopologie ebenfalls
Zariski-Topologie.

Für f P ApV qzK sei

Dpfq :“ tx P V | fpxq ‰ 0u

Dann ist die Familie tDpF qufPApV qzK offen und eine Basis der Zariski-Topologie.
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§ 3 Irreduzible Varietäten

Definition 3.1 Sei X ein topologischer Raum.

(i) X heißt reduzibel, falls es echte abgeschlossene Teilmengen V,W Ă X gibt mit V YW “ X.

(ii) Ist X nicht reduzibel, so heißt X irreduzibel.

(iii) Eine maximale irreduzible Teilmenge von X heißt irreduzible Komponente.

Beispiel 3.2 Sei X ein Hausdorffraum. Dann ist X irreduzibel genau dann wenn |X| ď 1, also X P

ttptu,Hu.

Beweis. Seien x, y P X, x ‰ y und Ux, Uy offene Umgebungen von x, y mit Ux X Uy “ H. Dann sind

Vx :“ XzUx, Vy :“ XzUy abgeschlossene Mengen mit

Vx Y Vy “ pXzUxq Y pXzUyq “ XzpUx X Uyq “ X

Bemerkung 3.3 (i) Sei X topologischer Raum, V Ď X irreduzibel. Dann ist auch V irreduzibel.

(ii) Irreduzible Komponenten sind abgeschlossen.

Beispiel 3.4 (i) Sei K unendlicher Körper. Dann ist AnpKq irreduzibel für alle n P N.
Beweis. Sei AnpKq “ V pI1q Y V pI2q mit I1 ‰ x0y ‰ I2. Dann gilt nach Bemerkung 2.1

AnpKq “ V pI1q Y V pI2q “ V pI2I2q

Wähle also f P I2zt0u, g P I2zt0u. Dann gilt für alle x P Kn pf ¨ gqpxq “ 0, also f ¨ g “ 0, ein

Widerspruch zur Nullteilerfreiheit.

V pX ¨ Y q Ď A2pKq ist reduzibel mit V pX ¨ Y q “ V pXq Y V pY q.

Satz 3.5 Sei V Ď AnpKq affine Varietät, V ‰ H. Dann gilt

V ist irreduzibel ðñ IpV q P KrX1, . . . , Xns ist Primideal

Beweis. "ñ" Seien f, g P KrX1, . . . , Xns mit fg P IpV q, ohne Einschränkung f R IpV q. Dann gibt

es x P V mit fpxq ‰ 0, das heißt es gilt V Ę V pfq, nach Voraussetzung aber V Ď V pfgq “

V pfq Y V pgq. Damit ist

pV X V pfqq Y pV X V pgqq “ V

Da V aber irreduzibel ist und V X V pfq ‰ V , muss gelten V X V pgq “ V , also V pgq Ď V und

damit g P IpV q.

"ð" Sei V “ V1 Y V2 ein Zerlegung von V in zwei abgeschlossene Teilmengen V1 und V2. Dann ist

V1 “ V pI1q, V2 “ V pI2q für Ideale I1, I2 P KrX1, . . . , Xns. Sei ohne Einschränkung V ‰ V1, also

V Ę V pI1q. Dann gibt es x P V, f P I1 mit fpxq ‰ 0, also f R IpV q. Zeige also V Ď V pI2q. Hierfür

genügt zu zeigen I2 Ď IpV q.

Sei nun g P I2. Dann ist fg P I1I2. Wegen V “ V1 Y V2, also V “ V pI1q Y V pI2q “ V pI1I2q, gilt

I1I2 Ď IpV q, also fg P IpV q. Da IpV q prim ist und f R IpV q, gilt g P IpV q und damit I2 Ď IpV q.
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Satz 3.6 Sei V Ď AnpKq affine Varietät. Dann gilt

(i) V ist endliche Vereinigung irreduzibler Varietäten.

(ii) Gilt V “ V1 Y . . . Y Vr mit irreduziblen Varietäten V1, . . . , Vr und Vi Ę Vj für i ‰ j (das heißt,

kein Vi ist überflüssig), so sind die Vi die irreduziblen Komponenten von V , also insbesondere

eindeutig.

Beweis. (i) Definiere

B :“ tV | V ist nicht endliche Vereinigung irreduzibler Varietäten u

I :“ tIpV q | V P Bu

Zu zeigen: B, I sind leer.

Angenommen I ‰ H. Dann enthält I ein maximales Element I0, denn KrX1, . . . , Xns ist

noethersch, also wird jede aufsteigende Kette von Idealen stationär. Schreibe I0 “ IpV0q mit

V0 P B. V0 ist reduzibel, schreibe also V0 “ V1 Y V2 mit abgeschlossenen Mengen V1 Ĺ V0 Ľ V2,

also gilt dann IpV1q Ľ I0 Ĺ IpV2q. Da I0 maximal ist, ist IpV1q, IpV2q R I und damit V1, V2 R |B.

Per Definition sind dann also V1, V2 darstellbar als endliche Vereinigungen irreduzibler Varietäten:

V1 “
n
ď

i“1

Ui, V2 “
m
ď

i“n`1

Ui

Damit ist aber V endliche Vereinigung von irreduziblen Komponenten, also V P B, ein Wider-

spruch zur Voraussetzung.

(ii) Zeige zunächst die Eindeutigkeit. Sei hierfürW Ď V irreduzible Komponente. Zu zeigen:W “ Vi

für ein 1 ď i ď r. Schreibe

W “W X V “
r
ď

i“1

pW X Viq
loooomoooon

abgeschlossen

Da W irreduzibel ist, gilt bereits W X Vi “ W , also W Ď Vi für ein 1 ď i ď r. Da aber auch Vi
irreduzibel ist, gilt W “ Vi.

Zeige nun, dass V1, . . . , Vr irreduzible Komponenten sind. Sei 1 ď i ď r. Dann existiert eine

irreduzible Komponente W von V mit Vi ĎW , also W “ Vj für ein j P t1, . . . , ru. Also erhalten

wir Vi Ď Vj und wegen Vi Ę Vj dann i “ j und schließlich W “ Vi. Damit ist Vi irreduzible

Komponente.

Folgerung 3.7 Sei V Ď AnpKq affine Varietät, I “ IpV q ihr Verschwindungsideal und ApV q :“

KrX1, . . . , XN s
L

IpV q :“ KrV s ihr affiner Koordinatenring. Dann gilt

(i) KrV s hat nur endlich viele minimale Primideale.

(ii) In KrX1, . . . , Xns gibt es nur endlich viele Primideale, die I umfassen und minimal mit dieser

Eigenschaft sind.

Beweis. (i) Folgt aus (ii), denn (surjektive) (Ur-)Bilder von Primidealen sind wieder Primideale.

(ii) Ist p P KrX1, . . . , Xns prim sodass p Ě I und minimal mit dieser Eigenschaft. Dann ist V ppq Ď

V pIq irreduzible Komponente und nach 3.5 ist die Anzahl dieser endlich.
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§ 4 Der Hilbertsche Nullstellensatz

Satz 4.1 (Hilbertscher Nullstellensatz) Sei K algebraisch abgeschlossener Körper, n P N.

(i) Für jedes Ideal t0u ‰ I P KrX1, . . . , Xns ist V pIq ‰ H.

(ii) Für jedes Ideal I P KrX1, . . . , Xns ist IpV pIqq “
?
I.

Satz 4.2 (Algebraische Version des Hilbertschen Nullstellensatzes) Sei K Körper, n P N, mŸKrX1, . . . , Xns

ein maximales Ideal. Dann ist L :“ KrX1, . . . , Xns {m eine algebraische Körpererweiterung von K.

Folgerung 4.3 Sei K algebraisch abgeschlossener Körper, n P N. Dann gibt es Bijektionen zwischen

folgenden Mengen:

(i) tx “ px1, . . . , xnq P Knu

(ii) Ideale tIx “ xX1 ´ x1, . . . , Xn ´ xny P KrX1 . . . , Xnsu

(iii) Maximale Ideale tmŸKrX1, . . . , Xnsu.

Beweis. "(i)ñ(ii)" Klar.

"(ii)ñ(iii)" Sei für x P Kn φ : KrX1, . . . , Xns ÝÑ K, f ÞÑ fpx1, . . . , xnq. Dann ist offenbar kerpφq “ Ix,

und da φ surjektiv ist damit
KrX1, . . . , Xns {Ix – K

"(iii)ñ(ii)" Sei mŸKrX1, . . . , Xns maximales Ideal. Mit Satz 4.2 gilt also

KrX1, . . . , Xns {m – K

Sei nun

φ : KrX1, . . . , Xns ÝÑ KrX1, . . . , Xns {m – K

die Restklassenabbildung, xi :“ φpXiq. Dann gilt m “ kerpφq und m “ Ix. l

Beweis von Satz 4.1. (i) Sei I ŸKrX1, . . . , Xns ein echtes Ideal. Dann existiert nach Zorn’s Lemma

ein maximales Ideal I Ď mŸKrX1, . . . , Xns. Damit gilt V pIq Ě V pmq. Nach Folgerung 4.3 gibt

es damit x “ px1, . . . , xnq P Kn mit

m “ xX1 ´ x1, . . . , X1 ´ x1y

und damit x P V pmq Ď V pIq, also gerade V pIq ‰ H.

(ii) Sei I P KrX1, . . . , Xns Ideal. Dann gilt offenbar
?
I Ď IpV pIqq. Zu zeigen ist somit IpV pIqq Ď

?
I.

Sei also g P IpV pIqq. Zeige: Es existiert d P N mit gd P
?
I. Seien dazu f1, . . . , fm Erzeuger von

I und

J P KrX1, . . . , Xn, Y s

das von f1 . . . , fm und dem Polynom gY ´ 1 erzeugte Ideal.

Beh. (a) Es gilt V pJq “ H.
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Bew. (a) Sei das Tupel px1, . . . , xn, yq :“ px1, yq :“ x P V pJq. Dann gilt für alle i P t1, . . . ,mu

0 “ fipxq “ fipx
1q ùñ x1 P V pIq

Da g P IpV pIqq, gilt gpx1q “ 0, denn x1 P V pIq. Dann folgt wegen gpx1q “ 0

0 “ pgY ´ 1qpxq “ pgpxqY pxq ´ 1q “ gpx1q ¨ Y ´ 1 “ ´1,

ein Widerspruch. Also gilt V pJq “ H.

Damit folgt J “ KrX1, . . . , Xns, also insbesondere 1 P J . Schreibe

1 “
m
ÿ

i“1

bifi ` c ¨ pgY ´ 1q, bi, c P KrX1, . . . , Xn, Y s

Betrachte nun den Ring

R :“ KrX1, . . . , Xns
L

xgY ´ 1y – KrX1, . . . , Xns

„

1

g



Für die Isomorphie betrachte den surjektiven Ringhomomorphismus

φ : KrX1, . . . , Xn, Y s ÝÑ KrX1, . . . , Xns

„

1

g



,

$

&

%

Xi ÞÑ Xi

Y ÞÑ 1
g

Für diesen gilt

kerpφq “

B"

Y “
1

g

*F

“ xgY ´ 1y

In R gilt

1 “

m
ÿ

i“1

bifi ` cpgY ´ 1q “
m
ÿ

i“1

bifi

Schreibe

bi “
di
ÿ

j“1

cj
1

gj
“

di
ÿ

j“1

c0g
di ` c1g

di´1 ` . . .` cdi
gdi

:“
ci
gdi

Sei d :“ max1ďiďmtdiu. Dann gilt gd bi P KrX1, . . . , Xns. Schließlich ist

gd “ gd ¨ 1 “ gd ¨
m
ÿ

j“1

bifi “
m
ÿ

j“1

gd bi
loomoon

PKrX1,...,Xns

fi P I,

was die Behauptung liefert. l

Beweis von Satz 4.2. Durch Induktion über n.

n=1 m “ xfy für ein irreduzibles Polynom f P KrXs (Algebra).
n>1 Angenommen L{K ist nicht algebraisch. Dann ist ohne Einschränkung X1 transzendent über K,

xi :“ Xi. Dann ist

KpXq “ QuotpKrXsq – Kpx1q Ď L
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Weiter wird L über Kpx1q von x2, . . . , xn erzeugt. Damit ist

L – Kpx1qrX2, . . . , Xns {m1

für ein maximales Ideal m1 Ÿ Kpx1qrX2, . . . , Xns. Per Induktionsvoraussetzung sind x2, . . . , xn

damit algebraisch über Kpx1q, es gibt also normierte Minimalpolynome f2, . . . , fm P Kpx1qrXs
aus denen Gleichungen

fipxiq “ xmii `

mi´1
ÿ

j“0

aijx
j
i “ 0

mit geeigneten aij P Kpx1q. Sei nun R der kleinste Teilring vom Kpx1q, der Krx1s und alle aij
enthält. Dann sind x2, . . . , xn ganz über R, also L{R eine ganze Ringerweiterung. Wir erhalten:

(1) R ist kein Körper, da Krx1s unendlich viele Primelemente enthält, R aber nur endlich viele

Primfaktoren als Nenner enthält.

(2) Jedes a P Rzt0u besitzt ein Inverses in R. Offenbar ist 1
a in L enthalten. Andererseits ist 1

a

ganz über R, das heißt es existiert eine Darstellung

ˆ

1

a

˙m

`

m´1
ÿ

j“0

bj

ˆ

1

a

˙j

“ 0

für geeignete bj P R. dann gilt aber

1 “ ´

m´1
ÿ

j“0

bj a
m´j “ ´a ¨

m´1
ÿ

j“0

bj a
m´j´1

und damit a P Rˆ, womit R zum Körper wird, also ein Widerspruch zu (1).

Damit war die Annahme zu Beginn falsch und x1, und damit auch L ist algebraisch über K. l

Folgerung 4.4 Für jeden Körper K und jedes n P N sei

VnpKq :“ tV Ď Kn | V is affine Varietät u

InpKq :“ tI P KrX1, . . . , Xns | I “
?
Iu

V :“ Vn,K : InpKq ÝÑ VnpKq, I ÞÑ V pIq

I :“ In,K : VnpKq ÝÑ InpKq, V ÞÑ IpV q

Dann gilt

K ist algebraisch abgeschlossen ðñ I und V sind zueinander invers

Bemerkung 4.5 Ist K algebraisch abgeschlossen und ist V Ď AnpKq affine Varietät, so entsprechen

die Punkte in V bijektiv den maximalen Idealen in ApV q :“ KrX1, . . . , Xns
L

IpV q .
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§ 5 Morphismen zwischen affinen Varietäten

Definition + Bemerkung 5.1 Sei K Körper, V Ď AnpKq,W Ď AmpKq affine Varietäten.

(i) Eine Abbildung f : V ÝÑ W heißt Morphismus, falls es Polynome f1, . . . , fm P KrX1, . . . , Xns

gibt mit fpxq “ pf1pxq, . . . , fmpxqq für alle x “ px1, . . . , xnq P V Ď Kn.

(ii) Jeder Morphiums f : V ÝÑW ist die Einschränkung eines Morphismus f̃ : AnpKq ÝÑ AmpKq.
(iii) Ein Morphismus f : V ÝÑW heißt Isomorphismus, falls es einen Morphismus g : W ÝÑ V gibt

mit f ˝ g “ idW und g ˝ f “ idV .

(iv) Die affinen Varietäten bilden zusammen mit den Morphismen eine Kategorie AffpKq

Beispiel 5.2 (0) Die Identität

idAnpKq : AnpKq ÝÑ AnpKq, px1, . . . , xnq ÞÑ px1, . . . , xnq

ist ein Morphismus mit fi “ Xi.

(i) Weitere Morphismen sind

Einbettungen: AnpKq ÝÑ An`mpKq, px1, . . . , xnq ÞÑ px1, . . . , xn, 0 . . . , 0q

Projektionen: An`mpKq ÝÑ AnpKq, px1, . . . xn`mq ÞÑ px1, . . . , xnq

Vertauschungen: AnpKq ÝÑ AnpKq, px1, . . . , xnq ÞÑ pxσp1q, . . . , xσpnqq, σ P Sn

(ii) Jedes f P KrX1, . . . , Xns ist ein Morphimsus f : AnpKq ÝÑ ApKq.
(iii) Sei V “ A1pKq, W “ V pY 2 ´X3q Ď A2pKq. Definiere

f : V ÝÑW, x ÞÑ px2, x3q

Dann ist f ein Morphismus. Außerdem ist f bijektiv mit Umkehrabbildung

gpx, yq “

$

&

%

y
x x ‰ 0

0 x “ 0

denn es gilt

fpgpx, yqq “ f
´y

x

¯

“

ˆ

y2

x2
,
y3

x3

˙

“

ˆ

x3

x2
,
y3

y2

˙

“ px, yq

gpfpxqq “ g
`

x2, x3
˘

“

ˆ

x3

x2

˙

“ x

Aber: g ist kein Morphismus (und f damit kein Isomorphismus), falls K algebraisch abgeschlossen

ist, denn andernfalls gäbe es ein Polynom h P KrX,Y s mit hpX,Y q “ Y
X , also

X ¨ h´ Y P IpW q “ IpV pxY 2 ´X3yqq “ xY 2 ´X3y

und damit X ¨ h´ Y “ H ¨ pY 2 ´X3q für ein H P KrX,Y s  .
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(iv) Sei charpKq “ p ą 0. Dann heißt

f : AnpKq ÝÑ AnpKq, px1, . . . , xnq ÞÑ pxp1, . . . , x
p
nq

Frobenius-Homomorphismus. Es gilt: f ist injektiv, denn für xp “ yp gilt

0 “ xp ´ yp “ px´ yqp ùñ x´ y “ 0 ùñ x “ y

f ist surjektiv, falls K enthalten ist in Fp (im Allgemeinen jedoch nicht!). Damit sind die Fix-

punkte unter f gerade jene, deren Koordinaten alle in Fp liegen, also

fpxq “ x ðñ x P Fnp für x “ px1, . . . , xnq

Bemerkung 5.3 Morphismen affiner Varietäten sind stetig bezüglich der Zariski-Toipologie.

Beweis. Seien V Ď AnpKq, W Ď AmpKq affine Varietäten und f : V ÝÑ W ein Morphismus. Zeige,

dass das Urbild abgeschlossener Mengen wieder abgeschlossen ist.

Sei Z ĎW abgeschlossen. Dann ist Z auch abgeschlossen in AmpKq, also existiert ein Ideal

J P KrX1, . . . , Xns

mit Z “ V pJq. Zeige: Z ist abgeschlossen, also affine Varietät.

Beh. (a) Es gilt f´1pZq “ V pIq mit I “ tg ˝ f | g P Ju P KrX1, . . . , Xns. Dazu:

Bew. (a) Zunächst sehen wir ein

AnpKq f
ÝÑ AmpKq g

ÝÑ A1pKq

Damit ist g ˝ f : AnpKq ÝÑ ApKq Morphismus, also gerade g ˝ f P KrX1, . . . , Xns. Nun gilt

x P f´1pZq ðñ fpxq P Z ðñ gpfpxqq “ 0 “ pg ˝ fqpxq für alle g P J

ðñ hpxq “ 0 für alle h P I

ðñ x P V pIq

also gerade die Behauptung. l

Bemerkung 5.4 Für jede affine Varietät V Ď AnpKq bilden die Morphismen V ÝÑ A1pKq eine

K-Algebra KrV s. Es gilt

KrV s – KrX1, . . . , Xns
L

IpV q “ ApV q

Beweis. Offenbar ist MorpV,A1pKqq eine K-Unteralgebra von AbbpV,Kq. Weiter ist die Abbildung

φ : KrX1, . . . , Xns ÝÑ KrV s, f ÞÑ f |V

surjektiver Homomorphimus mit kerpφq “ IpV q, also

KrV s – KrX1, . . . , Xns
L

IpV q ,

was zu zeigen war. l
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Proposition 5.5 Seien V Ď AnpKq, W Ď AmpKq affine Varietäten.

(i) Für jeden Morphismus f : V ÝÑW ist die Abbildung

f# : KrW s ÝÑ KrV s, g ÞÑ g ˝ f

ein Homomorphismus von K-Algebren.

(ii) Die Abbildung

α : MorpV ,W q ÝÑ HomKpKrW s,KrV sq, f ÞÑ f #

ist bijektiv.

Beweis. (i) g ˝ f ist als Komposition von Morphismen ein Morphismus g ˝ f : V ÝÑ AnpKq und es

gilt

pg1 ` g2q ˝ f “ g1 ˝ f ` g2 ˝ f

usw. (diese Eigenschaften kennen wir bereits lange). Damit ist f# Homomorphismus.

(ii) Offenbar ist die Abbildung mit (i) wohldefiniert. Für die Bijektivität zeige

injektiv. Seien f1, f2 P MorpV,W qmit f#1 “ f#2 , also g˝f1 “ g˝f2 für alle g P KrW s. Insbesondere
erhalten für die Projektionen pi anstelle von g für alle 1 ď i ď m

pi ˝ f1 “ pi ˝ f2 ùñ f1i “ f2i ùñ f1 “ f2

surjektiv. Sei φ : KrW s ÝÑ KrV sHomomorphismus vonK-Algebren, also φ P HomKpKrW s,KrV sq.
Definiere

f : V ÝÑ AmpKq, x ÞÑ pφpp1qpxq, . . . , φppmqpxqq

Zeige nun

Beh. (1) fpV q ĎW .

Beh. (2) f# “ φ.

Dann ist f ein Urbild von φ und die Behauptung folgt.

Bew. (2) Für i P t1, . . . ,mu gilt f#ppiq “ pi ˝ f
Def.
“ φppiq. Da die pi die K-Algebra KrW s

erzeugen, gilt f# “ φ.

Bew. (1) Zu zeigen ist fpV q Ď V pIpW qq Ď W . Sei also x P V und g P IpW q und zeige

gpfpxqq “ pg ˝ fqpxq “ 0. Sei dazu

φ̃ : KrX1, . . . , Xms ÝÑ KrX1, . . . , Xns

ein Homomorphismus, der die Xi abbildet auf eine Reptäsentanten von φppiq für 1 ď

i ď m. Genauer, betrachte

KrX1, . . . , Xms
φ̃ //

πW

��

KrX1, . . . , Xns

πV
��

W
φ // KrV s
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Es gilt φ̃pIpW qq Ď IpV q, also φ̃pgq P IpV q. Damit erhalten wir

0 “ φ̃pgqpxq “ g pφpp1qpxq, . . . , φppmqpxqq “ pg ˝ fqpxq

und damit die Behauptung. l

Folgerung 5.6 Die Zuordnung V ÝÑ KrV s ist ein kontravarianter (=richtungsumkehrender) und

volltreuer (=bijektiver) Funktor via

Φ : AffpKq ÝÑ K-Algred

Φ ist ein Morphismus auf Objekte:

Φpfq “ f#, ΦpV q “ KrV s

Für f P MorpV,W q ist

Φpfq : ΦpW q “ KrW s ÝÑ KrV s “ ΦpV q, g ÞÑ g ˝ f “ f#

Φpidq “ id “ id#

Φpf2 ˝ f1q “ pf2 ˝ f1q
#
“ f#1 ˝ f

#
2 “ Φpf1q ˝ Φpf2q

Das heißt, wir haben kommutative Diagramme

V
f1 //

f2˝f1

��

W

f2

��

KrZs

pf2˝f1q#

""

f#2 // KrW s

f#1

��
Z KrV s

Bemerkung 5.7 Seien V,W affine Varietäten über K und

φ : KrW s ÝÑ KrV s

ein Homomorphismus von K-Algebren. Ist f : V ÝÑW der zugehörige Morphismus (also f# “ φ), so

gilt für jedes x P V :

mfpxq “ φ´1pmxq

Beweis. Es gilt

mx “ tg P KrV s | gpxq “ 0u,

also

φ´1pmxq “ th P KrW s | φ ˝ h P mxu “ th P KrW s | hpfpxqq “ 0u “ mfpxq,

was zu zeigen war. l
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Beispiel 5.8 Betrachte die Abbildung

f : A1pKq ÝÑ V pY 2 ´X3q Ď A2pKq, x ÞÑ px2, x3q

Dann ist

f# : KrX,Y s
L

xY 2 ´X3y ÝÑ KrT s, X ÞÑ T 2, Y ÞÑ T 3

Offensichtlich ist f# Homomorphismus. Aber: Kein Isomorphismus, denn f# ist zwar injektiv (nach

Konstruktion), aber nicht surjektiv, da T R Bildpf#q.

Bemerkung: Bei Übergang in den Quotientenkörper existiert die Fortsetzung f̃#, da xX2 ´ Y 3y prim

und damit KrX,Y s
L

xY 2 ´X3y nullteilerfrei ist. Hier gilt T “ f̃#
`

y
x

˘

, f̃# ist also Isomorphismus.

Satz 5.9 Sei K algebraisch abgeschlossener Körper. Dann ist

Φ : AffpKq ÝÑ K-Algred, V ÞÑ KrV s

eine Äquivalenz von Kategorien, das heißt, es existiert ein Funktor

Ψ : K-Algred ÝÑ AffK

sodass Φ ˝Ψ und Ψ ˝ Φ (als Funktoren) isomorph zur Identität sind.

Beweis. Sei A endlich erzeugte, reduzierte K-Algebra und a1, . . . , an Erzeuger von A als K-Algebra.

Dann gibt es einen surjektiven Homomorphismus von K-Algebren

π : KrX1, . . . , Xns ÝÑ A, Xi ÞÑ ai

Setze V :“ V pkerpπqq. Dann ist

KrV s – KrX1, . . . , Xns
L

IpV pkerpπqq
HNS
“ KrX1, . . . , Xns

L

kerpπq “ A

§ 6 Reguläre Funktionen

In diesem Paragraph sei K stets ein algebraisch abgeschlossener Körper.

Bemerkung 6.1 Sei V Ď AnpKq affine Varietät, h P KrX1, . . . , Xns. Dann gilt

h P pKrV sqˆ ðñ V phq X V “ H

Beweis. Wir erhalten folgende Kette von Äquivalenzen:

V X V phq “ V pIpV q ` xhyq
!
“ H

ðñ HNS: IpV q ` xhy “ KrX1, . . . , Xns

ðñ 1 “ f ` gh für ein f P IpV q und g P KrX1, . . . , Xns

ðñ 1 “ gh mod KrV s
ðñ h P pKrV sqˆ.
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Definition 6.2 Sei V Ď AnpKq affine Varietät, U Ď V offen, x P U .

(i) Eine Abbildung f : U ÝÑ K heißt regulär in x, falls es eine offene Umgebung Ux Ď U von x und

g, h P KrV s gibt, sodass für alle y P Ux gilt

hpyq ‰ 0 und fpyq “
gpyq

hpyq

(ii) f heißt regulär auf U , falls f regulär in x ist für alle x P U .

(iii) Die Menge der regulären Funktionen auf U

OV pUq :“ tf : U ÝÑ K | f ist reguläre Funktion auf Uu

ist eine K-Algebra.

(iv) Die Einschränkung

ρU : KrV s ÝÑ OV pUq, f ÞÑ f |U

ist ein Homomorphismus von K-Algebren.

(v) ρU ist injektiv genau dann, wenn U dicht in V ist.

Beweis von (v) "ð" Sei f P kerpρU q, also f |U “ 0. Dann gilt U Ď V pfq, und da V pfq abgeschlossen

ist also auch U Ď V pfq. Da U dicht in V ist erhalten wir V “ U Ď V pfq und damit f “ 0 in

KrV s.
"ñ" Angenommen es gelte U ‰ V . Wähle x P V zU . Da V pIpUqq “ U , existiert f P IpUq mit fpxq ‰ 0.

Damit ist f ‰ 0 in KrV s mit f |U “ ρU pfq “ 0, also ist ρU nicht injektiv.

Beispiel 6.3 (i) V “ A1pKq, U “ A1pKqzt0u. Dann ist 1
X P OV pUq. Setze dafür gpyq “ 1 und

hpyq “ X.

(ii) V “ V pY 2 ´X3q, U “ V ztp0, 0qu. Dann ist Y
X P OV pUq.

(iii) V “ AnpKq, f P KrX1, . . . , Xns. Dann ist 1
f P OV pDpfqq.

Proposition + Definiton 6.4 Für jede affine Varietät V Ď AnpKq ist die Zuordnung U ÞÑ OV pUq

für alle U Ď V offen eine Garbe von Ringen auf V . Das bedeutet im Einzelnen:

(i) Für offene Teilmengen U 1 Ď U Ď V ist

ρUU 1 : OV pUq ÝÑ OV pU
1q, f ÞÑ f |U 1

ein Homomorphismus von K-Algebren und es gilt für U2 Ď U 1 Ď U Ď V offen:

ρUU2 “ ρU
1

U2 ˝ ρUU 1

(ii) Sei U Ď V offen, pUiqiPI offene Überdeckung von U . Dann gilt

(1) Für f P OV pUq ist f “ 0 ðñ ρUUipfq “ 0 für alle i P I.

(2) Ist für jedes i P I ein fi P OV pUiq gegeben, sodass

ρUiUiXUj pfiq “ ρ
Uj
UiXUj

pfjq für alle i, j P I

so gibt es f P OV pUq mit fi “ ρUUipfq für alle i P I.
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Proposition 6.5 Sei V Ď AnpKq affine Varietät. Dann gelten folgende Endlichkeitsaussagen:

(i) Jede absteigende Kette von abgeschlossenen Teilmengen von V wird stationär, d.h. V ist noether-

scher topologische Raum.

(ii) Jede offene Überdeckung von V besitzt eine endliche Teilüberdeckung, d.h. V ist kompakt.

(iii) Jede offene Teilmenge von V ist kompakt.

Beweis. (i) Sei V1 Ě V2 Ě V3 Ě . . . abgeschlossen in V , d.h. Vj “ V pIjq mit Idealen Ij P KrV s
für all j P I. Aus Vj Ě Vj`1 folgt Ij Ď Ij`1, also ist I1 Ď I2 Ď I3 Ď . . . absteigende Kette von

Idealen. Da KrV s noethersch ist, wird wird die Kette der Ideale stationär, so auch die Vj .

(ii) Folgt unmittelbar aus (iii).

(iii) Sei pUiqiPI offene Überdeckung von U Ď V offen. Angenommen, es gibt eine Folge pUkqkPN Ď

pUiqiPI mit
k
ď

n“1

Un ‰ U und Uk`1 Ę
k
ď

n“1

Un fÃŒr alle k P N.

FÃŒr

Vk :“ V z
k
ď

n“1

Un

wäre V1 Ľ V2 Ľ . . . eine nicht stationär werdende, absteigende Kette von abgeschlossenen Teil-

mengen, ein Widerspruch zu (i). l

Satz 6.6 Sei V Ď AnpKq affine Varietät, f P KrV szt0u. Dann ist

OV pDpfqq – KrV sf

wobei KrV sf die Lokalisierung von KrV s nach den Potenzen von f bezeichne, also gerade

KrV sf “
"

g

fd
ˇ

ˇ g P KrV s, d ě 0

*

Dabei gilt, da KrV s nicht notwendigerweise nullteilerfrei ist

g1
fd1

“
g2
fd2

ðñ fd
´

g1f
d2 ´ g2f

d1
¯

“ 0 für ein d ě 0

Insbesondere erhalten wir für f “ 1

OV pV q – KrV s

Beweis. Definiere

α : KrV sf ÝÑ OV pDpfqq ,
g

fd
pyq ÞÑ

gpyq

fpyqd

Zeige nun, dass α der gewünschte Isomorphismus ist.

wohldefiniert. Seien dafür für d1, d2 ě 0, g1, g2 P KrV s

g1
fd1

“
g2
fd2

in KrV s ðñ fd
´

g1f
d2 ´ g2f

d1
¯

“ 0 für ein d ě 0
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Damit gilt für alle y P V

fpyqd
`

g1pyqfpyq
d2 ´ g2pyqfpyq

d1
˘

“ 0,

wegen der Nullteilerfreiheit von K also

g1pyqfpyq
d2 ´ g2pyqfpyq

d1 “ 0 ðñ
g1pyq

fpyqd1
“

g2pyq

fpyqd2

injektiv. Sei
g

fd
P kerpαq ðñ α

ˆ

g

fd
pyq

˙

“
gpyq

fpyqd
“ 0 für alle y P Dpfq

Dann ist gpyq “ 0 auf ganz Dpfq, also g P IpDpfqq und somit f ¨ g “ 0 auf V . Dann gilt

f
`

g ¨ 1´ 1 ¨ 0
˘

“ 0 ðñ
g

1
“

0

1

und somit g “ 0. Folglich ist α injektiv.

surjektiv. Sei g P OV pV q. Finde g̃ P KrV sf mit αpg̃q “ g.

Für jedes x P Dpfq gibt es offene Umgebungen Ux Ď Dpfq, gx, hx P KrV s, sodass gilt

gpyq “
gxpyq

hxpyq
für alle y P Ux

Wegen 6.4 gibt es endlich viele x1, . . . xm P Dpfq mit

m
ď

i“1

Uxi “ Dpfq

Setze gi :“ gxi , hi :“ hxi , Ui :“ Uxi für alle 1 ď i ď m. Wegen Ui Ď Dphiq ist mit Komplementbildung

Dpfq “
m
ď

i“1

Ui Ď
m
ď

i“1

Dphiq

und damit

V pfq Ě
m
č

i“1

V phiq ðñ f P I

ˆ m
č

i“1

V phiq

˙

“
a

xh1, . . . , hny

Folglich finden wir d P N mit

fd “
m
ÿ

i“1

bihi für geeignete bi P KrV s

Sei

g̃ :“
m
ÿ

i“1

bigi P KrV s

Dann gilt für 1 ď j ď m und y P Uj :

gpyq “
gjpyq

hjpyq
“
pgjf

dqpyq

phjfdqpyq
“
gj
řm
i“1 bihi
hjfd

pyq
Beh.piq
“

`
řm
i“1 bigi

˘

hj

hjfd
pyq “

g̃

fd
pyq “

g̃pyq

fdpyq

Also αpg̃q “ g.



22 I AFFINE VARIETÄTEN

Es bleibt zu zeigen:

gj

ˆ m
ÿ

i“1

bihi

˙

“

ˆ m
ÿ

i“1

bigi

˙

hj

also gihj “ gjhi auf ganz Uj , nicht nur auf Uj X Ui. Dafür

Beh. (1) Ohne Einschränkung ist gihj “ gjhi in KrV s.
Beh. (2) Ohne Einschränkung ist Ui “ Dphiq.

Nun folgt die Behauptung des Satz.

Bew.(1) Aus Beh. (2) folgt gihj “ gjhi auf UiXUj , also gerade DphiqXDphjq “ Dphihjq.Weiter gilt

hihjpgihj ´ gjhiq “ 0 auf KrV s p˚q

Setze

g̃i :“ gihi, h̃i :“ h2i , g̃j :“ gjhj . h̃j :“ h2j

Dann wird p˚q zu

g̃ih̃j ´ g̃j h̃i “ 0 in KrV s

und es gilt
g̃i

h̃i
“
gi
hi
,

g̃j

h̃j
“
gj
hj

auf Ui X Uj

wobei Ui “ Dphiq und Dphjq “ Uj , also folgt die Behauptung.

Bew. (2) Es gilt Ui Ď Dphiq. Es bilden die tDphq | h P KrV su eine Basis der Zariski-Topologie, d.h.

es existiert h P KrV s mit xi P Dphq und Dphq Ď Ui.

ùñ Dphq Ď Dphiq ùñ V phq Ě V phiq

ùñ h P IpV phiqq “
?
hi.

Damit finden wir d P N, sodass gilt

hd “ a ¨ hi für ein a P KrV s

Ersetze nun gi durch gi ¨ a, hi durch hd “ a ¨ hi, Ui durch Dphiq und setze g̃i, h̃i wie oben. Dann

gilt für y P Dphq

gpyq “
gi
hi
pyq “

gi ¨ a

hi ¨ a
pyq “

g̃i

h̃i
pyq,

es folgt die Behauptung. l

Proposition 6.7 Seien V Ď AnpKq, W Ď AmpKq affine Varietäten, f : V ÝÑ W ein Morphismus,

U ĎW offen. Dann ist

f#U : OW pUq ÝÑ OV pf
´1pUqq, g ÞÑ g ˝ f

ein Homomorphismus von K-Algebren.

Beweis. Zu zeigen ist: g ˝ f P OV pf
´1pUqq. Seien dazu g P OW pUq, x P f´1pUq, y “ fpxq P U . Nach
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Voraussetzung gibt es eine Umgebung Uy Ď U von y, sodass

g “
gy
hy

für geeignete gy, hy P KrV s

Für z P f´1pUyq Ď f´1pUq ist dann

pg ˝ fqpzq “
gypfpzqq

hypfpzqq
“
gy ˝ f

hy ˝ f
pzq “

f#pgyq

f#phyq
pzq

mit f# : KrV s ÝÑ KrV s, g ÞÑ g ˝ f wie gewöhnlich. Damit ist g ˝ f regulär auf f´1pUyq und damit

insbesondere in x. l

Bemerkung + Definition 6.8 (i) Sind F ,G Garben, so ist ein Garbenmorphismus Φ : F ÝÑ G
eine Kollektion von Morphismen φU : FpUq ÝÑ GpUq, welche mit der Einschränkungsabbildung

verträglich sind.

(ii) Die Homomorphismen f#U für U ĎW offen bilden einen Garbenmorphismus

f# : OW ÝÑ f˚OV , U ÞÑ pf˚OV qpUq “ Ovpf
´1pUqq

d.h. für offene Mengen U 1 Ď U ĎW ist das folgende Diagramm kommutativ:

OW pUq
ρU
U 1 //

f#U

��

OW pU
1q

f#
U 1

��
OV pf

´1pUqq
ρ
f´1pUq

f´1pU 1q // OV pf
´1pU 1qq

Lemma 6.9 Seien V Ď AnpKq,W Ď AmpKq affine Varietäten. Dann ist eine Abbildung f : V ÝÑW

Morphismus genau dann, wenn für jedes offene U ĎW und jedes g P OW pUq gilt: g ˝f P OV pf
´1pUqq.

Beweis. "ñ" Siehe 6.6

"ð" Zu zeigen: pi ˝ f ist Polynom für jedes i P t1, . . . , nu, wobei

pi : AnpKq ÝÑ A1pKq, px1, . . . , xnq ÞÑ xi

die Projektionen auf die i-te Komponente ist.

Es gilt pi P OW pUq für jedes offene U ĎW , nach Voraussetzung also auch pi ˝ f P OV pf
´1pUqq.

Dann gilt pi ˝ f P OV pV q
6.5
“ KrV s. l

Beispiel 6.10 Sei U “ A1pKqzt0u. Dann ist g :“ 1
x P OA1pKqpUq. Sei

f : U ÝÑ A2pKq, x ÞÑ px, gpxqq “

ˆ

x,
1

x

˙

Dann ist

fpUq “ V pXY ´ 1q Ď A2pKq
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Die Projektion

p1 : A2pKq ÝÑ A1pKq, px, yq ÞÑ x

ist die Umkehrabbildung zu f .

Definition + Bemerkung 6.11 (i) Ein offene Teilmenge U Ď AnpKq heißt quasiaffine Varietät,

wenn U Zariski-offen in einer affinen Varietät V Ď AnpKq ist.
(ii) Eine Abbildung f : U1 ÝÑ U2 von quasiaffinen Varietäten heißt Morphismus oder auch regulär,

falls f stetig bezüglich der Zariski-Topologie ist und für jede offene Teilmenge U Ď U2 und

g P OU2pUq gilt: g ˝ f P OU1pf
´1pUqq.

(iii) Seien U1 Ď AnpKq, U2 Ď AmpKq quasiaffine Varietäten. Dann ist die Abbildung f : U1 ÝÑ U2

genau dann regulär, wenn es reguläre Funktionen f1, . . . , fm P OU1pU1q gibt, sodass

fpxq “ pf1pxq, . . . , fmpxqq für alle x P U1

(iv) Die quasiaffinen Varietäten bilden zusammen mit den regulären Abbildungen eine Kategorie, von

der AffpKq eine volle Unterkategorie ist.

(v) Eine quasioffene Varietät heißt affin (als abstrakte Varietät), falls sie isomorph zu einer affinen

Varietät, also einer Zariski-abgeschlossenen Teilmenge des AnpKq für ein n ě 1 ist.

Beweis. (iii) Folgt aus 6.8.

(iv) Zeige dass für affine Varietäten die regulären Abbildungen bereits Morphismen sind (also dass

AffpKq eine volle Unterkategorie bildet).

Sei f : V ÝÑW regulär zwischen affinen Varietäten V und W . Mit (iii) folgt

fpxq “ pf1pxq, . . . , fmpxqq für alle x P V

mit fi P OV pV q “ KrV s. Dann folgt bereits, dass f Morphismus ist. l

Bemerkung 6.12 Für f P KrX1, . . . Xns ist Dpfq affin als abstrakte Varietät.

Beweis. Definiere

G :“ f ¨Xn`1 ´ 1 P KrX1, . . . , Xn, Xn`1s

und V :“ V pGq Ď An`1pKq.
Die Projektion

πn`1 : An`1pKq ÝÑ AnpKq, px1, . . . , xn`1q ÞÑ px1, . . . , xnq

ist Morphismus mit πn`1pV q Ď Dpfq. Weiter ist

φ : Dpfq ÝÑ An`1pKq, x ÞÑ

ˆ

x,
1

fpxq

˙

regulär mit φpDpfqq Ď V . πn`1, φ sind invers zueinander, also gilt Dpfq – V . l
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§ 7 Rationale Abbildungen und Funktionenkörper

Sei K weiterhin algebraisch abgeschlossen.

Definition + Bemerkung 7.1 Sei V Ď AnpKq quasiaffine Varietät.

(i) Eine rationale Funktion auf V ist eine Äquivalenzklasse von Paaren pU, fq mit U Ď V offen und

dicht sowie f P OV pUq. Dabei sei

pU1, f1q „ pU2, f2q ðñ f1|U1XU2 “ f2|U1XU2

(ii) In jeder Äquivalenzklasse gibt es eine bezüglich der Inklusion maximalen Vertreter pUmax, fmaxq.

Umax heißt Definitionsbereich von pU, fq„. V zUmax heißt Polstellenmenge von pU, fq„.

(iii) Die rationalen Funktionen auf V bilden eine K-Algebra.

(iv) Ist V irreduzibel, so ist

RatpV q – KpV q “ QuotpKrV sq

der Funktionenkörper von V .

Beweis. (i) Zu zeigen ist lediglich die Transitivität: Gelte pU1, f1q „ pU2, f2q, pU2, f2q „ pU3, f3q.

Dann gilt per Definition f1|U1XU2XU3 “ f2|U1XU2XU3 und damit, da U1XU2XU3 dicht in U1XU3

ist: f1|U1XU3 “ f3|U1XU3 .

(ii) Setze Umax “
Ť

pU 1,f 1qPpU,fq„
U 1.

(iii) klar.

(iv) Sei

α : KpV q ÝÑ RatpV q,
f

g
ÞÑ

ˆ

Dpgq,
f

g

˙

„

Dann ist α offensichtlich Homomorphismus von K-Algebren.

injektiv: klar.

surjektiv: Sei pU, fq„ P RatpV q. Dann ist f P OV pUq und es existiert eine offene dichte Teilmenge

U 1 Ď U und g, h P OV pUq, sodass gilt

f “
g

h
auf U 1 ðñ α

´g

h

¯

“ f,

was zu zeigen war. l

Beispiel 7.2 Sei U Ď V von der Form U “ Dphq für ein h P KrV s. Dann ist

OV pDphqq “ KrV sh “
"

f

g
P QuotpKrV sq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f P KrV s, g “ hd für ein d P N0

*

Dann ist

Quot pOV pDphqqq “ QuotpKrV shq “ QuotpKrV sq “ KpV q,

denn es gilt

KrV s Ď KrV sh Ď KrV sKrV szt0u “ QuotpKrV sq.
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Definition + Bemerkung 7.3 Seien V,W quasi-affine Varietäten.

(i) Eine rationale Abbildung f : V 99K W ist eine Äquivalenzklasse von Paaren pU, fq mit U Ď V

offen und dicht sowie f : U ÝÑW reguläre Abbildung. Dabei gelte wieder

pU1, f1q „ pU2, f2q ðñ f1|U1XU2 “ f2|U1XU2

(ii) In jeder Äquivalenzklasse pU, fq„ gibt es ein maximales U :“ Defpfq. U heißt Definitionsbereich.

(iii) Rationale Abbildungen f : V 99K A1pKq entsprechen den rationalen Funktionen auf V .

Definition 7.4 Ein Morphismus f : V ÝÑ W von quasiaffinen Varietäten heißt dominant, falls

fpV q ĎW dicht in W ist.

Bemerkung + Definition 7.5 (i) Die irreduziblen quasiaffinen Varietäten über K bilden mit den

dominanten rationalen Abbildungen eine Kategorie.

(ii) Isomorphismen in dieser Kategorie heißen birationale Abbildungen.

Beweis von (i). Sind f : V 99K W, g : W 99K Z dominante rationale Abbildungen irreduzibler Varie-

täten V,W,Z, so ist f´1pDefpgqq offen und nichtleer, da f dominant ist.

Damit ist U :“ f´1pDefpgqq dicht in V .

ùñ U Ď Defpg ˝ fq, also ist g ˝ f rationale Abbildung. l

Beispiel 7.6 (i) Sei V “ V pXY q Ď A2pKq,

f : V ÝÑ A1pKq, px, yq ÞÑ x

g : A1pKq 99K A1pKq, x ÞÑ
1

x

Dann ist f surjektiv, g ist dominante rationale Abbildung. Aber es gilt Defpg ˝ fq “ V zV pXq ist

nicht dicht in V , also ist g ˝ f keine rationale Abbildung.

(ii) Betrachte

σ : A2pKq 99K A2pKq, pX,Y q ÞÑ

ˆ

1

X
,

1

Y

˙

σ ist rationale Abbildung mit Defpσq “ DpXY q, σ2 “ id als birationale Abbildung. Damit ist σ

eine birationale Abbildung.

Proposition 7.7 Sei f : V ÝÑW Morphismus von affinen Varietäten und

f# : KrV s ÝÑ KrV s, g ÞÑ g ˝ f

der induzierte K-Algebren Homomorphismus der zwischen den Koordinatenringen. Dann gilt

f# ist injektiv ðñ f ist dominant

Beweis. Beh. (1) Für Z ĎW abgeschlossen gilt

pf#q´1pIpZqq “ IpfpZqq “ IpfpZqq
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Bew. (1) Es gilt: g P pf#q´1pIpZqq

ðñ f#pgq P IpZq

ðñ g ˝ f P IpZq

ðñ gpfpzqq “ 0 für alle z P Z

ðñ gpyq “ 0 für alle y P fpZq

ðñ g P IpfpZqq “ IpfpZqq

Damit gilt für Z “ V wegen IpV q “ 0 in KrV s mit Beh. (1):

pf#q´1p0q “ pf#q´1pIpV qq “ IpfpV qq
dom.
“ IpW q “ 0

Also gerade kerpf#q “ t0u, also ist f# injektiv. l

Folgerung 7.8 Jede dominante Abbildung f : V 99KW zwischen irreduziblen quasiaffinen Varietäten

induziert einen Körperhomomorphismus f# : KpW q ÝÑ KpV q.

Beweis. Seien V,W affin. Ist f Morphismus, so ist

f# : KrW s ÝÑ KrV s, g ÞÑ g ˝ f

injektiv und lässt sich damit fortsetzen zu

f# : KpW q ÝÑ KpV q,
g

h
ÞÑ

f#pgq

f#phq

Ist Defpfq ‰ V , so sei g P KrV s mit Dpgq Ě Defpfq. Für h P KrW s ist dann

f#phq “ h ˝ f P OV pDpgqq,

also induziert f einen Homomorphismus

f# : KrW s ÝÑ OV pDpgqq “ KrV sg

Dpgq ist nach 6.10 affin, mit 7.6 folgt also die Injektivität von f#. Damit existiert die Fortsetzung

f# : KpW q ÝÑ QuotpKrV sgq “ QuotpKrV sq “ KpV q

Satz 7.9 Ist K algebraisch abgeschlossen, so ist die Zuordnung

Φ :

#

irreduzible, quasi-affine Varietäten

dominante rationale Abbildungen

+

ÝÑ

#

L{K endlich erzeugt

K-Algebra Homomorphismen

+

#

V

f : V 99KW

+

ÞÑ

#

KpV q
f# : KpW q ÝÑ KpV q

+

eine Äquivalenz von Kategorien.

Beweis. Offensichtlich ist Φ ein Funktor. Zu zeigen bleibt also noch
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(i) Zu jeder endlich erzeugten Körpererweiterung L{K gibt es V mit KpV q – L.
(ii) Die Zuordnung

RatDompV,W q ÝÑ HomKpKpW q,KpV qq, f ÞÑ f#

ist eine Bijektion.

zu (i) Seien x1, . . . , xn Erzeuger von L über K und A :“ Krx1, . . . , xns die von den xi erzeugte K-

Algebra. A ist als solche offenbar endlich erzeugt und reduziert, da A Teilmenge eines Körpers

ist. Damit existiert eine affine Varietät V mit A – KrV s. Da A nullteilerfrei ist, ist V sogar

irreduzibel und damit

KpV q “ QuotpKrV sq – QuotpAq “ L

zu (ii) Es gilt

injektiv. Seien f, g : V 99KW mit f# “ g#. Wähle U “ Dphq Ď Defpfq XDefpgq offen und affin.

f |U und g|U sind Morphismen von U nach W .

Diese induzieren K-Algebren Homomorphismen

g#U , f
#
U : KrW s ÝÑ KrU s Ď KpV q

surjektiv. Sei

α : KpW q ÝÑ KpV q

ein K-Algebren Homomorphismus. Wähle Erzeuger g1, . . . , gn von KrW s also K-Algebra. Für

jedes 1 ď i ď n ist αpgiq rationale Funktion auf V .

Da V irreduzibel ist, ist
n
č

i“1

Defpαpgiqq

offen und affin für geeignete g P KrV s. Nach Konstruktion induziert α einen K-Algebren Homo-

morphismus

α : K ÝÑ OU pUq “ KrU s

Damit gilt nach 5.8 gilt dann α “ f# für einen Morphismus f : U ÝÑW .

Da außerdem U dicht in V ist, ist pU, fq rationale Abbildung, denn f ist dominant, da f# als

Körperhomomorphismus injektiv ist. l



Kapitel II

Projektive Varietäten

§ 8 Varietäten im projektiven Raum

Erinnerung 8.1 Sei K ein Körper, n P N0.

(i) Der projektiven Raum ist

PnpKq :“ Kn`1
{„

mit

px0, . . . , xnq „ py0, . . . , ynq ðñ es ex. λ P Kˆ mit λxi “ yi für alle 0 ď i ď n

Anschaulich sind die Elemente des projektiven Raums gerade die Ursprungsgeraden des Kn`1.

Schreibeweise: Es sei px0 : . . . : xnq P PnpKq die Äquivalenzklasse von px0, . . . , xnq P Kn`1.

(ii) Für i P t0, . . . , nu sei

Ui :“ tpx0 : . . . xnq P PnpKq | xi ‰ 0u

Es gilt PnpKq “ U0 Y . . .Y Un. Für ein festes i P t0, . . . , nu betrachte

ψi : Kn ÝÑ PnpKq, py1, . . . , ynq ÞÑ py1 : . . . yi : 1 : yi`1 : . . . ynq

Offenbar ist ψi injektiv mit Bildpψiq “ Ui. Die Umkehrabbildung ist

φi : Ui ÝÑ Kn, px0 : . . . : xnq ÞÑ

ˆ

x0
xi
, . . . ,

xi´1
xi

,
xi`1
xi

, . . . ,
xn
xi

˙

(iii) Die Abbildung

ρi : PnpKqzUi ÝÑ Pn´1pKq, px0 : . . . : xnq ÞÑ px0 : . . . xi´1 : xi`1 : . . . xnq

ist bijektiv. Induktiv erhalten wir

PnpKq “ Kn YKn´1 Y ¨ ¨ ¨ YK2 YKY t8u

29
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wobei die Wahl von 8 willkürlich ist. Insbesondere gilt also

P1pKq “ KY t8u

(iv) PnpRq und PpCq sind n-dmensionale Mannigfaltigkeiten.

Definition + Bemerkung 8.2 Sei K ein Körper, n P N0.

(i) Ein Polynom

f “
ă8
ÿ

pi0...inqPNn`1
0

ai0...inX
i0
0 . . . Xin

n P KrX0, . . . , Xns

heißt homogen von Grad d ě 0, falls für alle nichtverschwindenden Koeffizienten der Gesamtgrad

konstant ist, also

ai0...in ‰ 0 ùñ i0 ` . . .` in “ d für alle i

(ii) Ist f P KrX0, . . . , Xns homogen von Grad d, so gilt für alle x “ px0, . . . xnq P Kn`1 und λ P Kˆ:

fpλx0, . . . , λxnq “ λdfpx0, . . . , xnq

(iii) Ist f P KrX1, . . . , Xns homogen, so ist die Nullstellenmenge V pfq Ď PnpKq wohldefiniert.

Definition 8.3 Ein Teilmenge V Ă PnpKq heißt projektive Varietät, wenn es eine Menge F Ď KrX0, . . . , Xns

von homogenen Polynomen gibt, sodass

V “ tx “ px0, . . . , xnq P PnpKq | fpxq “ 0 für alle f P Fu

Beispiel 8.4 (i) Für i P t0, . . . , nu ist

V pXiq “ PnpKqzUi – Pn´1pKq

eine projektive Varietät.

(ii) Es gilt V pX0, . . . , Xnq “ H.

Bemerkung 8.5 Ist V Ď PnpKq projektive Varietät, so ist

φipV X Uiq Ď AnpKq

affine Varietät für alle i P t0, . . . , nu.

Beweis. Es genügt, die Aussage für V pfq, f P KrX0, . . . , Xns homogen zu zeigen, denn:

V pFq “
č

fPF
V pfq ùñ φipV X Uiq “

č

fPF
φipV pfq X Uiq

Sei nun

f̃ :“ fpX0, . . . , Xi´1, 1, Xi`1, . . . , Xnq P KrX0, . . . , Xi´1, Xi`1, . . . , Xns “ KrY1, . . . , Yns

Beh. (1) Es gilt V pf̃q “ φipV pfq X Uiq.
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Bew. (1) Wir haben

"Ě" Sei x P V pfq X Ui, x “ px0| . . . |xnq. Dann gilt

xi ‰ 0, φipxq “

ˆ

x0
xi
, . . . ,

xi´1
xi

,
xi`1
xi

, . . . ,
xn
xi

˙

Also

f̃pφipxqq “ f

ˆ

x0
xi
, . . . ,

xi´1
xi

, 1,
xi`1
xi

, . . . ,
xn
xi

˙

“
1

xdi
fpx0, . . . , xi´1, xi, xi`1, . . . , xnq “ 0

"Ď" Sei nun y “ py1, . . . , ynq P V pf̃q. Dann gilt

f̃py1, . . . , ynq “ fpy1, . . . , yi, 1, yi`1, . . . , ynq “ 0

Also gilt x :“ py1 : . . . : yi : 1 : yi`1 : . . . : ynq P Ui X V pfq und φipxq “ y, also gerade die

Behauptung. l

Beispiel 8.6 Betrachte V “ V pX0X2 ´X
2
1 q Ď P2pKq. Es gilt

φ0pV X U0q “ V pX2 ´X121q Parabel

φ1pV X U1q “ V pX0X2 ´ 1q Hyperbel

φ2pV X U2q “ V pX0 ´X
2
1 q Parabel

Bemerkung 8.7 Zu jeder affine Varietät V Ď AnpKq gibt es eine projektive Varietät Ṽi Ď PnpKq mit

φipṼi X Uiq “ V .

Beweis. Sei ohne Einschränkung V “ V pfq für ein f P KrY1, . . . , Yns. Schreibe

f “
d
ÿ

k“0

fk

mit homogenen Polynomen fk von Grad k für 1 ď k ď d, d “ degpfq. Sei

F :“
d
ÿ

k“0

Xd´k
i fk P KrY1, . . . , Yi, Xi, Yi`1, . . . , Yns

Dann ist F homogen von Grad d und es gilt:

Beh. (1) Es gilt φipV pF q X Uiq “ V pfq.

Bew. (1) Wir haben

"Ě" Sei y :“ py1, . . . , ynq P V pfq, d.h es gilt fpyq “ 0. Setze

x :“ ψipyq “ py1 : . . . : yi : 1 : yi`1 : . . . ynq P Ui, φipxq “ y.

Dann gilt

F pxq “
d
ÿ

k“0

Xd´k
i fkpy1, . . . , ynq “ fpyq “ 0.
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"Ď" Sei nun y P φipV pF q X Uiq, d.h. es gilt y “ φpxq mit x P V pF q X Ui.

Damit gilt x “ px1 : . . . : xi : 1 : xi`1 : . . . : xnq und

0 “ F pxq “
d
ÿ

k“0

fkpx1, . . . , xnq “ fpx1, . . . , xnq “ fpφipxqq “ fpyq,

also y P V pfq. l

Definition + Bemerkung 8.8 Sei K ein Körper, n ě 1.

(i) Für i P t1, . . . , nu heißt die Abbildung

Di : KrX0, . . . , Xns ÝÑ KrX0, . . . , Xi´1, Xi`1, . . . , Xns – KrY1, . . . , Yns,
fpx0, . . . , xnq ÞÑ fpx0, . . . , xi´1, 1, xi`1, . . . , xnq

Dehomogenisierung nach der i-ten Variable. Di ist als Auswertung ein K-Algebren Homomor-

phismus.

(ii) Für i P t1, . . . , nu heißt die Abbildung

Hi : KrY1, . . . , Yns ÝÑ KrY1, . . . , Yn, Xis – KrX0, . . . , Xns

f “
řd
k“0 fk ÞÑ

řd
k“0X

d´k
i fk

(i-te)Homogenisierung, wobei fk homogene Polynoms von Grad k sind. Es gilt

Hipfgq “ HipfqHipgq

Hipf ` gq ‰ Hipfq `Hipgq, falls degpfq ‰ degpgq

(iii) Es gilt

Di ˝Hi “ idKrY1,...,Yns

pHi ˝Diqpfq “
1

Xe
i

f, e “ max
ePN0

tXe
i | X

e
i | f,X

e`1
i - fu, falls f homogen.

§ 9 Die Zariski Topologie auf PnpKq

Definition 9.1 Für V Ď PnpKq sei IpV q P KrX0, . . . , Xns das von allen homogenen Polynomen

f P KrX0, . . . , Xns mit fpxq “ 0 für alle x P V erzeugte Ideal. IpV q heißt Verschwindungsideal von V .

Definition + Bemerkung 9.2 (i) Ein (kommutativer) Ring (mit 1) R heißt graduiert, falls es eine

Zerlegung

R “
8
à

d“0

Rd

in abelsche Gruppen Rd gibt, sodass für alle f P Rd, g P Re gilt: f ¨ g P Rd`e.

(ii) eine K-Algebra S heißt graduiert, wenn

S “
8
à

d“0

Sd
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graduierter Ring ist und S0 “ K. Dies impliziert, dass die Sd sogar zu K-Vektorräumen werden.

(iii) Die Elemente in Rd bzw. Sd heißen homogen vom Grad d.

(iv) Ein Ideal in R heißt homogen, wenn es von homogenen Elementen erzeugt werden kann.

(v) Für ein Ideal I P R sind äquivalent:

(a) I ist homogen.

(b) I besitzt eine Darstellung

I “
8
à

d“0

pI XRdq

(c) Für jedes f P I mit

f “
8
ÿ

d“0

fd, fd P Rd

gilt bereits fd P I für alle d P N0.

(vi) Ist I P R homogenes Ideal, so ist R {I graduiert mit

R {I “
8
à

d“0

Rd
L

pRd X Iq

(vii) Summe, Produkt, Durchschnitt und Radikal von homogenen Idealen sind wieder homogen.

Beweis. (v) "(a)ñ(b)" "Ě" Klar.

"Ď" Seien ai, i P J homogene Erzeuger von I. Es genügt zu zeigen:

r ¨ ai P
8
à

d“0

I XRd für alle r P R

Schreibe

r “
n
ÿ

d“1

rd, rd P Rd

Dann gilt mit di :“ degpaiq

r ¨ ai “
n
ÿ

d“1

rdai, rdai P Rd`di X I

also gerade die Behauptung.

"(b)ñ(c)" Klar.

"(c)ñ(a)" Klar.

(vi) Für jedes Ideal I P R ist

π :
8
à

d“0

Rd
L

pRd X Iq ÝÑ R {I

surjektiv, denn für d P N0 ist Rd ÝÑ R surjektiv. Für den Kern betrachte

n
ÿ

d“0

rd mod pRdX Iq P kerpπq ðñ

n
ÿ

d“0

rd P I ðñ rd P I ðñ

n
ÿ

d“0

rd ” 0 mod pRdX Iq

Damit folgt die Behauptung.

(vii) Seien I1, I2 homogene Ideale, also mit homogenen Erzeugern tfiu, tgju.
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Dann wird I1 ` I2 von tfi ` gju erzeugt und I1I2 von tfigju.

Durchschnitt. Für I1 X I2 verwende (v)(b):

8
à

d“0

ppI1 X I2q XRdq “
8
à

d“0

ppI1 XRdq X pI2 XRdqq “
8
à

d“0

pI1 XRdq X
8
à

d“0

I2 XRd “ I1 X I2

Radikal. Sei nun I homogen, x P
?
I. Schreibe

x “
n
ÿ

d“0

xd, xd P Rd

Nach Voraussetzung existiert m ě 1, sodass xm P I, also

I Q

˜

n
ÿ

d“0

dd

¸m

“ xmn `Opxm´1n q

Damit gilt xmn P I und somit xn P
?
I und px´ xnq P

?
I.

Per Induktion über degpxq folgt nun die Behauptung. l

Proposition 9.3 (i) Für jede Teilmenge V Ď PnpKq ist IpV q ein Radikalideal.

(ii) Die projektiven Varietäten bilden die abgeschlossenen Mengen der Zariski-Topologie auf PnpKq.
(iii) Eine projektive Varietät V ist irreduzibel genau dann, wenn IpV q ein Primadeal ist.

(iv) Jede projektive Varietät ist endliche Vereinigung ihrer irreduziblen Komponenten.

Beweis. (i) Zu zeigen ist:
a

IpV q Ď IpV q.

Nach 9.2 (vii) ist
a

IpV q ein homogenes Ideal. Sei also f P
a

IpV q homogen und m P N, sodass

fm P IpV q ùñ fpxqm “ 0 für alle x P V

Damit gilt f P IpV q, also die Behauptung.

(ii) Folgt wie im affine Fall aus 9.2 (vii).

(iii) Wörtlich wie in 3.5 mit gelöster Übungsaufgabe.

(iv) Wie in 3.6 l

Folgerung 9.4 Bezüglich der Einschränkung der Zariskitopologie von PnpKq auf Ui ist die Bijektion

φi : Ui ÝÑ AnpKq ein Homoömorphismus.

Beweis. Folgt aus Bemerkung 8.4 und 8.5.

Bemerkung 9.5 Sei V Ď AnpKq affine Vareität, I “ IpV q P KrX1, . . . , Xns ihr Verschwindungsideal

und I˚ P KrX0, . . . , Xns das von den Homogenisierungen H0pfq aller f P I erzeugte Ideal.

Dann ist V pI˚q “ V der Zariski-Abschluss von V in PnpKq.

Beweis. Aus dem Beweis von Bemerkung 8.5 folgt V pI˚q X U0 “ V .

Sei Ṽ Ď PnpKq abgeschlossen mit V Ď Ṽ . Zeige V pI˚q Ď Ṽ . Sei dazu Ṽ “ V pJq für ein homogenes

Ideal J . Dann genügt es zu zeigen: J Ď I˚.

Sei dazu f P J homogen. Für y P Ṽ ist dann D0pfqpyq “ 0, also D0pfq P I. Per Definition ist dann

H0pD0pfqq P I
˚. Es gilt aber H0pD0pfqq “ f ¨X´e0 für ein e ě 0, es folgt also die Behauptung. l
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Definition + Bemerkung 9.6 (i) Eine Teilmenge W Ď PnpKq heißt quasiprojektive Varietät,

wenn W offene Teilmenge einer projektiven Varietät V Ď PnpKq ist.
(ii) W Ď PnpKq ist quasiprojektiv genau dann, wenn es eine offene Teilmenge U Ď PnpKq und eine

abgeschlossene Menge V Ď PnpKq gibt, sodass gilt W “ U X V .

(iii) Die Zariski-Topologie auf einer quasiprojektiven Varietät hat eine Basis aus (abstrakt) affine

Varietäten.

(iv) Jede quasi-projektive Varietät ist kompakt.

Beweis. (iii) Sei W Ď PnpKq und U Ď W offen. Dann ist U X Ui offen für alle i P t0, . . . , nu und der

Zariskiabschluss U X Ui von U X Ui in Ui eine affine Varietät.

Nach Proposition 2.5 bilden die Dpfq für f P KrX1, . . . , Xns eine Basis der Zariski-Topologie

auf U X Ui, d.h. es existiert f mit Dpfq Ď U X Ui. Nach 6.11 Ist Dpfq isomorph zu einer affine

Varietät, es folgt die Behauptung.

(iv) Nach Proposition 6.5(iii) ist W X Ui kompakt für alle i P t0, . . . , nu. Also ist

W “

n
ď

i“0

W X Ui

ebenfalls kompakt.

Definition + Bemerkung 9.7 Sei V Ď PnpKq projektive Varietät, V ‰ H.

(i) Der affine Kegel von V ist definiert als

Ṽ :“ tpx0, . . . , xnq P Kn`1 | px0 : . . . : xnq P V u Y tp0, . . . , 0qu

(ii) Ṽ ist affine Varietät. Genauer gilt: Ist V “ V pIq für ein homogenes Ideal I P KrX0, . . . , Xns, so

ist Ṽ “ VaffpIq die Nullstellenmenge vom I in An`1pKq.
(iii) Falls K unendlich ist, gilt IpV q “ IpṼ q.

Beweis. (ii) Nach Definition ist px0, . . . , xnq P Ṽ ztp0, . . . , 0qu genau dann, wenn px0 : . . . : xnq P V .

Es bleibt also noch zu zeigen: p0, . . . , 0q P VaffpIq.

Ist f P I homogen, so ist degpfq ą 0, also fp0, . . . , 0q “ 0.

(iii) Für jedes homogene f P KrX0, . . . , Xns gilt:

f P IpV q ðñ f P IpṼ q

Zu zeigen ist also: IpṼ q ist homogen. Sei dazu

f “
d
ÿ

i“0

fi P IpṼ q, fi homogen von Grad i

Zu zeigen ist: fi P IpṼ q für alle 0 ď i ď d.

Für jedes x “ px0, . . . , xnq P Ṽ ztp0, . . . , 0qu und jedes λ P K ist pλx0, . . . , λxnq P Ṽ , also

0 “ fpλx0, . . . , λxnq “
d
ÿ

i“0

λifipx0, . . . , xnq
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Sind λ0, . . . , λd verschiedene Elemente in K, so hat das LGS
¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 λ0 . . . λd0

1 λ1 . . . λd1
...

...
. . .

...

1 λd . . . λdd

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

¨

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

f0px0, . . . , xnq

f1px0, . . . , xnq
...

fdpx0, . . . , xnq

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0

0
...

0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

nur die triviale Läösung (Vandermonde-Matrix)

f0px0, . . . , xnq “ . . . “ fdpx0, . . . , xnq “ 0,

woraus die Behauptung folgt. l

Satz 9.8 (Projektiver Nullstellensatz) Sei K algebraisch abgeschlossen, n ě 0. Dann gilt für jedes ho-

mogene Radikalideal I P KrX0, . . . , Xns, I ‰ xX0, . . . , Xny :

IpV pIqq “
?
I “ I

Das Ideal xX0, . . . , Xny heißt auch irrelevantes Ideal.

Beweis. Offenbar stimmt die Aussage für I “ KrX0, . . . , Xns. Sei nun also I ein echtes Ideal, also

I Ă xX0, . . . , Xny

Seien VaffpIq Ď An`1pKq die affine und V “ VprojpIq Ď PnpKq die projektive Nullstellenmenge von I.

Dann ist Ṽ :“ VaffpIq der affine Kegel von V .

Da I ‰ xX0, . . . , Xny, ist nach HNS VaffpIq ‰ t0u, also V ‰ H. Nach 9.7(iii) gilt dann

IpV pIqq “ IpV q “ IpṼ q “ IpVaffpIqq
HNS
“ I,

was zu zeigen war. l

Beispiel 9.9 Es sei E0 :“ V pY 2 ´X3 `Xq und E :“ E0 der projektive Abschluss von E0 in P2pKq,
also

E “ V pY 2Z ´X3 `XZ2q

Dann gilt

EzE0 “ E X V pZq “ tp0 : 1 : 0qu

Es sei nun L Ď P2pKq eine Gerade also L “ V paX ` bY ` cZq, wobei pa, b, cq ‰ p0, 0, 0q.

Dann kann man zeigen: Unter der Bedingung, dass K algebraisch abgeschlossen ist, Tangenten doppelt

und Wendetangenten dreifach zählen, gilt

#pLX Eq “ 3

Genauer folgt dies aus dem Satz von Bézout. Im folgenden möchten wir eine Gruppenstruktur auf E

definieren. Sei hierzu
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µ̃ : E ˆ E ÝÑ E, pP,Qq ÞÑ dritter Schnitterpunkt der Gerade durch P und Q

x
´2 ´1 0 1 2 3

y

´2

´1

0

1

2

0

P

Q

Zunächst einmal ist diese innere Verknüpfung wohldefiniert und kommutativ. Allerdings finden wir

kein neutrales Element:

Denn gäbe es P0 P E mit µ̃pP, P0q “ P für alle P P E, so müssten alle Tangenten an E durch P0

gehen. Das ist offenbar falsch, weshalb µ̃ nicht der richtige Weg ist.

Wir nehmen nun folgende Modifikation vor: Für ein festes P0 P E definieren wir eine Abbildung

bP0 : E ˆ E ÝÑ E, pP,Qq ÞÑ P bP0 Q :“ µ̃pP0, µ̃pP,Qqq

Dann gilt:

(i) Die Verknüpfung ist wohldefiniert

(ii) P0 ist das neutrale Element der Verknüpfung, d.h. es gilt

P ‘P0 P0 “ P für alle P P E

(iii) Die Verknüpfung ‘P0 ist assoziativ

(iv) und kommutativ

Damit haben wir eine Gruppenstruktur auf unserer Varietät definiert. Nun stellt sich die Frage nach

Elementen endlicher Ordnung? Gibt es sie? Ja!

(i) Die drei Punkte mit senkrechter Tangente haben Ordnung 2, bilden mit P0 also eine Klein’sche

Vierergruppe.

(ii) Die 8 Punkte mit Wendetangente (nur 2 sichtbar!) haben Ordnung 3.
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§ 10 Reguläre Funktionen

Definition 10.1 Sei V Ď PnpKq projektive Varietät und IpV q das zugehörige Verschwindungsideal

von V . Dann heißt

KrV s :“ KrX0, . . . , Xns
L

IpV q

homogener Koordinatenring von V . Nach 9.2 (vi) ist KrV s ein graduierter Ring.

Bemerkung 10.2 Sind F,G P KrX0, . . . , Xns homogen von gleichem Grad, so ist F
G eine wohlbe-

stimmte Funktion aus DpGq.

Definition 10.3 Sei W Ď PnpKq projektive Varietät, f : W ÝÑ K eine Abbildung.

(i) f heißt regulär in x P W , wenn es eine Umgebung Ux Q x, Ux Ď W und homogene Polynome

F,G P KrX0, . . . , Xns vom selben Grad gibt, sodass Ux Ď DpGq und

fpyq “
F

G
pyq für alle y P Ux

(ii) f heißt reguläre Funktion auf W , wenn f in jedem x PW regulär ist.

Bemerkung 10.4 Sei W Ď PnpKq projektive Varietät, f : W ÝÑ K Abbildung: Dann gilt

f ist regulär ðñ f |UiXW “ f ˝ ψi ist regulär im Sinne von 6.2 für alle i P t0, . . . , nu

Beweis. "ñ" Sei x P W X Ui für ein i P t0, . . . , nu sowie f “ F
G in einer Umgebung Ux von x und

homogenen Polynomen gleichen Grades F,G P KrX0, . . . , Xns. Ohne Einschränkung sei Ux Ď Ui,

ansonsten verkleinere Ux. Auf Ux gilt dann

pf ˝ ψiqpx1, . . . , xnq “
F

G
px1 : . . . , xi : 1 : xi`1 : . . . xnq “

DipF q

DipGq
,

also ist f ˝ ψi regulär im Sinne von 6.2.

"ð" Sei x PWXUi sowie f “ g
h in einer Umgebung x Q Ux Ď Ui, f, g P KrX0, . . . , Xi´1, Xi`1, . . . , Xns.

Sei G :“ Hipgq, H :“ Hiphq. Ohne Einschränkung sei degG ď degH. Dann ist

G̃

H
, G̃ :“ G ¨XdegH´degG

i

reguläre Funktion im Sinne von Definition 12.2 auf Ux mit f “ G̃
H auf Ux. l

Definition + Bemerkung 10.5 Sei W Ď PnpKq projektive Varietät.

(i) Für U ĎW offen sei

OW pUq :“ tf : U ÝÑ K | f ist regulär u

(ii) OW pUq ist K-Algebra.

(iii) Die Zuordnung U ÞÑ OW pUq ist eine Garbe von K-Algebren auf W .
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Beispiel 10.6 Es gilt

OPnpKqpUiq “ OUipUiq “ KrY1, . . . , YnsXi

via der Zuordnung

f

ˆ

x0
xi
, . . . ,

xi´1
xi

,
xi`1
xi

, . . . ,
xn
xi

˙

ÐÝÞ f

Ist zum Beispiel i “ 0, n “ 3, so haben wir

Y1Y
2
3 ´ 2Y 2

2 ÞÝÑ
X1

X0

ˆ

X3

X0

˙2

´ 2

ˆ

X2

X0

˙2

“
X1X

2
3 ´ 2X2

2X0

X3
0

Bemerke:

f

ˆ

x0
xi
, . . . ,

xi´1
xi

,
xi`1
xi

, . . . ,
xn
xi

˙

“
Hipfq

Xd
i

mit d “ degpfq. Damit erhalten wir

OPnpKqpUiq “

"

H

Xd
i

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

H P KrX0, . . . , Xns homogen von Grad d
*

Satz 10.7 ( Homogene Lokalisierung) Sei K algebraisch abgeschlossen, V Ď PnpKq projektive Varie-

tät.

(i) Für F P KrV s homogen von Grad degF ě 1 gilt

OV pDpF qq “ pKrV sF q0 :“

"

H

F d

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

H P KrV s homogen von Grad degH “ d ¨ degF

*

(ii) Falls V zusammenhägend ist, gilt

OV pV q “ K

Beweis. (i) Definiere

ψ : KrV sF ÝÑ OV pDpF qq,
G

F d
ÞÑ

ˆ

x ÞÑ
G

F d
pxq

˙

Dann ist ψ wohldefinierter Homomorphismus von K-Algebren.

injektiv. Ist
G

F d
pxq “ 0

für alle x P DpF q, so gilt DpF q Ď V pGq, also F ¨G “ 0 auf V . Dann ist aber

G

F d
“ 0 in KrV sF ,

also ψ injektiv.

surjektiv. Sei h P OV pDpF qq.

Für i P t0, . . . , nu sei fi :“ DipF q die i-te Dehomogenisierung von F . Dann ist

DpF q X Ui “ Dpfiq
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Nach Satz 6.5 gibt es dann Gi P KrY1, . . . , Yns und di ě 0, sodass hpDpF qq regulär ist, also

hpDpF q X Uiq “
gi

fdii

Mit Gi :“ Hipgiq ist dann

h|DpF qXUi “
Gi

F diXei
i

, ei P Z

Auf DpF q X Ui X Uj ist weiter
Gi

F diXei
i

“
Gj

F djX
ej
j

also

GjF
djX

ej
j ´GjF

diXei
i “ 0

und schließlich

GjF
dj`1X

ej
j XiXj ´GjF

di`1Xei
i XiXj “ 0 auf V p˚q

Sei nun ohne Einschränkung di “ 1 für i P t0, . . . , nu, da V pF diq “ V pF q für alle di ě 1.

Da degpF q ě 1 ist F P xX0, . . . , Xny, also

Fm P xXe0`1
0 , . . . , Xen`1

n y

für hinreichend großes m und wegen

Fm`1 “ F ¨ Fm P xFXe0`1
0 , . . . , FXen`1

n y

damit

Fm`1 “
n
ÿ

i“0

HiFX
ei`1
i , Hi P KrX0, . . . , Xns homogen

Beobachtung: Sei I :“ xa1, . . . , amy mit homogenen ai.Ist b homogen, so können wir b schreiben

als

b “
n
ÿ

i“1

riai mit geeigneten homogenen ri P R

(Man kann dies leicht durch Ausmultiplizieren und Koeffizientenvergleich einsehen).

Schreibe nun also

G “
n
ÿ

i“0

HiGi

Dann ist

XjF
m`1Gj “ Xj

n
ÿ

i“0

HiFX
ei`1
i Gj “

n
ÿ

i“0

HiGiFX
ej`1
j Xi “ GFX

ej`1
j

also

hpDpF q X Ujq “
Gj

FX
ej
j

“
G

Fm`1
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Daraus folgt

ψ

ˆ

G

Fm`1

˙

“ h,

also die Behauptung.

(ii) Sei V ohne Einschränkung irreduzibel. Denn dann ist h P OV pV q aus jeder irreduziblen Kompo-

nente konstant, und da V zusammenhängend ist, stimmen diese Konstanten überein.

Damit ist IpV q prim, der homogene Koordinatenring KrV s also nullteilerfrei.

Sei L :“ QuotpKrV sq, f P OV pV q und ohne Einschränkung Ui X V ‰ H für i P t0, . . . , nu. Sei

weiter fi :“ f |VXUi . Nach (i) ist

fi “
G

Xdi
i

für ein homogenes Gi P KrV s,degpGiq “ di

Beh. (1) fi ist ganz über KrV s.
Dann gibt es m ě 1, a0, . . . , am´1 P KrV s mit

fmi `
m´1
ÿ

j“0

ajf
j
i “ 0 pIq

und durch Multiplikation mit Xdim
i

Gmi `
m´1
ÿ

j“0

ajG
j
iX

dipm´jq
i pIIq

Ohne Einschränkung gelte aj P K, denn pIIq muss im Grad dim erfüllt sein.

Dann ist pIq mit aj P K erfüllt, fi also ganz über K. Da K algebraisch abgeschlossen ist, ist fi
sogar konstant, es folgt also die Behauptung.

Bew. (1) Es gilt

f |UiXV “
G

Xdi
i

P L

Setze

d :“
n
ÿ

i“0

di

und

KrV sd :“ tH P KrV s| Hhomogen von Grad du

Beh. (2) Es gilt KrV sdf ji Ď KrV sd für alle j ě 0.

Bew. (1) Dann ist Xd
i f

j
i P KrV s, also

f ji P
1

Xd
i

KrV s ùñ KrV srfis Ď
1

Xd
i

KrV s

Da KrV s noethersch und endlich erzeugt ist, ist auch KrV srfis endliche erzeugter KrV s-
Modul. Dann existiert m ě 1, sodass fmi in dem von 1, fi, . . . , f

m´1
i erzeugten KrV s-Modul

liegt. Damit folgt die Behauptung.
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Bew. (2) KrV sd wird als K-Vektorraum von den Restklassen der Monome Xj0
o , . . . , X

jn
n mit

n
ÿ

i“0

ji “ d “
n
ÿ

i“0

di

erzeugt. Für jedes solcher Monome gibt es einen Index i mit ji ě di, also

Xj0
0 . . . Xjn

n ¨ fi “ Xj0
0 ¨ ¨ ¨X

ji´di
i ¨ ¨ ¨Xjn

n ¨Gi P KrV sd,

was zu zeigen war. l

§ 11 Morphismen

Proposition + Definiton 11.1 Seien V Ď PnpKq,W Ď PmpKq quasiprojektive Vareitäten, f :

V ÝÑW eine Abbildung. Dann sind die folgenden Eigenschaften äquivalent:

(i) Für jedes x P V gibt es eine offene Umgebung Ux von x und homogene Polynoms F0, . . . , Fm P

KrX0, . . . , Xns von gleichem Grad, sodass für alle y P Ux gilt:

fpyq “ pF0pyq, . . . , Fmpyqq

(ii) Für alle i P t0, . . . , nu und j P t0, . . . ,mu mit Uij :“ Ui X f
´1pW X Ujq ‰ H ist

f
`

Ui X f
´1pW X Ujq

˘

: Uij ÝÑW X Uj

Morphismus von quasiaffinen Varietäten.

(iii) f ist stetig und für jedes offene U ĎW und jede reguläre Funktion g P OW pUq ist

g ˝ f P OV pf
´1pUqq

Ist eine und damit alle jede der Bedingungen erfüllt, so heißt f Morphismus.

Beweis. "(ii) ô (iii) " Folgt aus 10.4 und 6.9

"(i) ñ (iii)" Die Stetigkeit von f folgt wie im affinen Fall.

Ist g P OW pUq regulär, so gilt lokal g “ G
H mit homogenen Polynomen G,H von gleichem Grad.

Damit ist

g ˝ f “
GpF0pyq, . . . , Fmpyqq

HpF0pyq, . . . , Fmpyqq

regulär auf einer geeigneten offenen Menge.

"(ii)ñ(i)" Sei j “ 0 und x P V X Ui und f in einer offenen Umgebung von x gegeben durch

fpyq “ pf1pyq, . . . , fmpyqq

mit

fk “
gk
hk
, gk, hk P KrY1, . . . , Yns
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Durch Homogenisieren erhalten wir

fpyq “ p1 : f1pyq : . . . : fmpyqq

Multiplizieren mit dem Hauptnenner und bei Bedarf mit einer Potenz von X0 ergibt die ge-

wünschten Polynome von gleichem Grad. l

Beispiel 11.2 Sei

f : P2pKqztp0 : 1 : 0qu ÝÑ P1pKq, px : y : zq ÞÑ px : zq

Dann ist f Morphismus. Aber: f lässt sich nicht zum Morphismus P2pKq ÝÑ P1pKq fortsetzen. Denn:

Betrachte fpλ : µ : λq “ p1 : 1q für ein λ P Kˆ, µ P K. Es gilt

 

pλ : µ : λq P P2pKq | λ ‰ 0
(

“ V pX ´ Zqztp0 : 1 : 0qu

das heißt, f ist konstant auf V pX ´Zqztp0 : 1 : 0qu, also auch auf V pX ´ Zqztp0 : 1 : 0qu “ V pX ´Zq,

falls K unendlich ist.

Betrachte nun fpλ : µ : ´λq “ p1 : ´1q für ein λ P Kˆ, µ P K. Analog erhält man hier, dass f konstant

auf V pX ` Zq ist, also

fpV pX ´ Zqq “ p1 : 1q, fpV pX ` Zqq “ p1 : ´1q

Damit kann es eine solche Fortsetzung nicht geben.

Beispiel 11.3 Sei E :“ V pY 2Z ´X3 `XZ2q, Siehe Beispiel 9.9, und

f : Eztp0 : 1 : 0qu ÝÑ P1pKq, px : y : zq ÞÑ px : zq

Dann lässt sich f zum Morphismus E ÝÑ P1pKq fortsetzen.
Betrachte hierzu die Tangente an E in P8 :“ p0 : 1 : 0q Diese ist die Gerade Z “ 0, denn die Tangente

ist gerade der lineare Term. Dann gilt f |V pZq “ p1 : 0q. Setze nun P0 :“ p0 : 0 : 1q und

gpx : y : zq “

$

&

%

px : zq für px : y : zq P EztP8u

py2 ` xz : x2q für px : y : zq P EztP0u

g ist Morphismus. Es bleibt zu zeigen: Für px : y : zq P EztP0, P8u ist px : zq “ py2 ` xz : x2q. Es gilt

aber

y2z ` xz2 “ x3 ðñ
y2 ` xz

x2
“
x

z

und damit

px : zq “ pxpy2 ` xzq : zpy2 ` x2qq
px:y:zqPE
“ pxy2 ` x2z : x3q

x‰0
“ py2 ` xz : x2q

Außerdem ist y2 ` xz ‰ 0, da sonst 0 “ y2z ´ x3 ` xz2 “ py2 ` xzqz ´ x3 “ ´x3, also x “ 0, also

px : y : zq P tP0, P8u.
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Proposition 11.4 Ist f : PnpKq ÝÑ PmpKq Morphismus, so gibt es homogene Polynome F0, . . . , Fm

von gleichem Grad, sodass gilt

fpxq “ pF0pxq : . . . : Fmpxqq für alle x P PnpKq

Beweis. Übung. Hauptgrund: KrX0, . . . , Xns ist faktoriell.

Bemerkung 11.5 Für jede quasiprojektive Varietät V ist

AutpV q :“ tf : V ÝÑ V | f ist Isomorphismus u

eine Gruppe.

Beispiel 11.6 Es gilt Aut
`

P1pKq
˘

– GL2pKq {KˆI2 – PGL2pKq mit Isomorphismus

φ : PGL2pKq ÝÑ Aut
`

P1pKq
˘

,

˜

a b

c d

¸

ÞÑ ppX0 : X1q ÞÑ paX0 ` bX1 : cX0 ` dX1qq

Analog ist

Aut pPnpKqq – PGLn`1pKq

Beispiel 11.7 Sei wieder E :“ V pY 2Z ´ X3 ` XZ2q wie in Beispiel 9.9. Wir haben bereits eine

Gruppenstruktur auf E via

‘ :“ ‘P0 : E ˆ E ÝÑ E, pP,Qq ÞÑ P ‘P0 Q

Mit den Formeln für ‘, die man sich analytisch herleiten kann, sieht man: ‘ ist Morphismus.

Für jedes P P E ist also

µP : E ÝÑ E, Q ÞÑ P ‘Q

ein Automorphismus. Damit enthält AutpEq eine zu E isomorphe Untergruppe. Einen weiteren Auto-

morphismus finden wir zum Beispiel via

X ÞÑ ´X, Y ÞÑ i ¨ Y, Z ÞÑ Z



Kapitel III

Lokale Eigenschaften von Varietäten

§ 12 Lokale Ringe

Definition + Bemerkung 12.1 Sei K Körper, V eine quasiprojektive Varietät über K, x P V .

(i) Der lokale Ring von V in x ist definiert als

OV,x :“
 

pU, fq„
ˇ

ˇ U Ď V offen , x P U, f P OV pUq
(

wobei

pU1, f1q „ pU2, f2q ðñ Es existiert U Ď U1 X U2 offen mit f1|U “ f2|U

(ii) Die Elemente von OV,x heißen Keime von regulären Funktionen. Notation: pU, fq„ “: fx.

(iii) OV,x ist K-Algebra und die Abbildung

φx : OV,x ÝÑ K, pU, fq„ ÞÑ fpxq

ist surjektiver Homomorphismus von K-Algebren.

(iv) OV,x ist lokaler Ring mit maximalem Ideal

mx “ tpU, fq„ | fpxq “ 0u “ kerφx

Beweis. (iii) Klar.

(iv) Nach dem Homomorphiesatz und (iii) gilt

OV,x {mx – K

also ist mx maximales Ideal. Zeige nun, dass mx das einzige ist. Sei hierfür f P OV pUq für ein

U Ď V mit x P U und es gelte fpxq ‰ 0. Zeige: fx ist Einheit in OV,x.

Es gilt x P Dpfq Ď V offen, d.h. pU, fq „ pDpfq, fq. Damit haben wir

1

f
P OV pDpfqq

45
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also schließlich
ˆ

Dpfq,
1

f

˙

¨ pDpfq, fq “ 1x,

was behauptet wurde. l

Bemerkung 12.2 Für jedes offene U Ď V mit x P U ist

ψUx : OV pUq ÝÑ OV,x, f ÞÑ fx “ pU, fq„

ein Homomorphismus von K-Algebren.

Dabei sind die ψUx verträglich mit Restriktionsabbildungen und es gilt

OV,x “ lim
ÝÑ

UĎV,xPU

OV pUq

Proposition 12.3 Sei V quasiprojektive Varietät über K, V0 Ď V affin, offen und x P V0. Dann ist

OV,x – KrV0smV0x ,

wobei

mV0
x “ tf P KrV0s | fpxq “ 0u

das zu x zugehörige maximale Ideal des affinen Koordinatenrings KrV0s ist.

Beweis. Sei

α : KrV0smV0x ÝÑ OV,x,
f

g
ÞÑ

ˆ

f

g

˙

x

wobei f, g P KrV0s und g R mV0
x , d.h. gpxq ‰ 0. Dann ist α wohldefinierter Homomorphismus. Zeige,

dass dieser die gewünschte Isomorphie der K-Algebren liefert.

injektiv. Sei
f

g
P kerα, also α

ˆ

f

g

˙

“ 0.

Dann gibt es eine Umgebung U von x, U Ď Dpgq mit fpyq “ 0 für alle y P U .

Sei W “ V0zU . Dann ist W abgeschlossen in V0 und es gilt x RW .

Damit existiert h P IpW q mit hpxq ‰ 0, also h R mV0
x und ph ˝ fqpyq “ 0 für alle y P V0. Dann ist

h ˝ f “ 0 in KrV0s, also
f

g
“ 0 in KrV0smV0x

surjektiv. Sei nun pU, fq„ P OV,x, ohne Einschränkung sei U Ď V0 und U “ Dphq für ein h P KrV0s mit

hpxq ‰ 0.Dann gilt

f P OV pUq “ OV0pUq “ OV0pDphqq “ KrV0sh

d.h. es ist

f “
g

hk
, k ě 0, g P KrV0s ùñ

g

hk
P KrV0smV0x



§ 12 LOKALE RINGE 47

Damit gilt

pU, fq„ “
´ g

hk

¯

x
“ α

´ g

hk

¯

,

wie behauptet. l

Bemerkung 12.4 Sei φ : V ÝÑ W Morphismus quasiprojektiver Varietäten. Für jedes x P V indu-

ziert φ einen Homomorphismus von K-Algebren

φ#x : OW,φpxq ÝÑ OV,x

Weiter gilt

φ#x
`

mφpxq

˘

Ď mx

Beweis. Ohne Einschränkung seien V,W affin, denn x und φpxq sind in affine Teilmengen enthalten.

φ induziert also

φ# : KrW s ÝÑ KrV s ãÑ KrV smVx , f ÞÑ f ˝ φ “ φ#pfq

Dabei ist

f P mW
φpxq ðñ fpφpxqq “ 0 ðñ pf ˝ φqpxq “ 0 ðñ f ˝ φ “ φ#pfq P mV

x

und es gilt also

φ#
´

KrW szmW
φpxq

¯

Ď

´

KrV smVx
¯ˆ

.

Mit der universellen Eigenschaft der Lokalisierung lässt sich φ# also fortsetzen zu

φ#x : OW,φpxq “ KrW smW
φpxq

ÝÑ KrV smVx “ OV,x

Weiter gilt

φ#x pmφpxqq “ φ#x

´

mW
φpxq ¨KrW smWφpxq

¯

Ď mV
x ¨KrV smVx “ mx,

was zu zeigen war. l

Proposition 12.5 Seien V,W quasiprojektive Varietäten x P V, y PW .Gilt

OV,x – OW,y

als K-Algebren, so gibt es offene Umgebungen U Ď V von x und U 1 ĎW von y und einen Isomorphis-

mus

f : U ÝÑ U 1, x ÞÑ y

Beweis. Ohne Einschränkung seien V,W affin. Sei

φ : OV,x “ KrV smVx ÝÑ KrW smWy “ OW,y
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ein Isomorphismus. Seien f1, . . . , fr die Erzeuger von KrV s als K-Algebra. Für die Keime pfiqx gilt also

φ ppfiqxq “

ˆ

gi
hi

˙

y

, gi, hi P KrW s, hipyq ‰ 0

Sei U2 ĎW offen, affin mit y P U2 und es gelte

gi
hi
P OW pU2q ðñ

gi
hi

regulär für alle i P t1, . . . , ru

Beh. (1) Falls x auf jeder irreduziblen Komponente von V liegt, ist ψVx injektiv.

Dann folgt daraus:

φ ˝ ψVx : KrV s ÝÑ KrW s

ist injektiv. Damit induziert φ ˝ ψVx einen dominanten Morphismus g : W ÝÑ V . Selbiges Vorgehen

mit φ´1 liefert einen dominanten Morphismus f : V ÝÑW mit g ˝ f “ idV und f ˝ g “ idW
Bew. (1) Es gilt:

ψVx : KrV s ÝÑ KrV smVx

ist injekitv genau dann, wenn KrV szmV
x keine Nullteiler enthält. Sei also h P KrV szmV

x Nullteiler

in KrV s, d.h. es gibt g P KrV szt0u mit h ¨ g “ 0, also hpxq ‰ 0.

Sei Z eine irreduzible Komponente mit g|Z ‰ 0, d.h. V pgq X Z ‰ Z. Da x P Z, gilt auch

V phq X Z ‰ Z. Damit ist pV phq X V pgqq X Z ‰ Z, da Z irreduzibel ist und V phq, V pgq echt

abgeschlossen sind. Damit folgt g ¨ h ‰ 0, ein Widerspruch zur Annahme. l

§ 13 Dimension

Definition 13.1 Für einen topologischen Raum X heißt

dimpXq :“ suptn P N0 | es existiert eine Kette V0 Ĺ V1 Ĺ . . . Ĺ Vn, Vi abgeschlossen und irreduzibel u

die Krull-Dimension von X.

Beispiel 13.2 (i) Für einen Hausdorffraum H gilt dimpHq “ 0.

(ii) Es gilt dimpA1pKqq “ 1, falls K unendlich ist.

Erinnerung 13.3 Sei R ein Ring, p P R ein Primadeal.

(i) Die Höhe von p in R ist

htppq :“ suptn P N0 | es existiert eine Kette von Primidealen p0 Ĺ p1 Ĺ . . . Ĺ pn “ pu

(ii) Die Krull-Dimension von R ist

dimpRq :“ supthtppq | p P R prim u
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Proposition 13.4 Ist K algebraisch abgeschlossen, V Ď AnpKq affine Varietät, so gilt

dimpV q “ dimpKrV sq

Beweis. Irreduzible Teilmengen von V entsprechen gerade bijektiv den Primaidealen in KrV s. l

Erinnerung + Bemerkung 13.5 Für eine Körpererweiterung L{K ist trdegKL die Maximalzahl an

algebraisch unabhängigen Elementen in L über K. Beispielsweise ist trdegKKpXq “ 1. Wir halten fest:

(i) Es gilt trdegKKpX1, . . . , Xnq “ n.

(ii) Es gilt trdegKL “ 0, falls L{K algebraisch ist.

(iii) Noether-Normalisierung light : Sei A endlich erzeugte K-Algebra. Dann ist A ganze Ringerweite-

rung eines Polynomrings KrX1 . . . , Xns.

(iv) Ist S{R ganze Ringerweiterung, so gilt dimR “ dimS.

(v) Es gilt dimKrX1, . . . , Xns “ n.

(vi) Noether-Normalisierung deluxe: Sei I P A ein Ideal. Dann gibt es einen Polynomring, sodass

A{KrX1, . . . Xns ganze Ringerweiterung ist und

I XKrX1, . . . Xns “ xXδ`1, . . . , Xny

für ein 0 ď δ ď n.

Beispiel 13.6 Es sei A :“ KrX,Y s und I das vom Polynom f :“ Y 2 ´X3 `X P A erzeugte Ideal.

Es wird f “ Y 2 ´ X3 ` X als Variable in einem neuen Polynomring betrachtet, setze also B :“

KrX, f s Ď A. Dann wird A als Ringerweiterung von B offenbar durch das Elemente Y erzeugt. Weiter

ist Y ganz über B, denn für das normierte Polynom g :“ Z2 ´X3 `X ´ f P BrZs gilt

gpY q “ Y 2 ´X3 `X ´ f “ f ´ f “ 0

und damit ist A{B ganze Ringerweiterung. Weiter gilt I XB “ xfy.

Beachte: f ist nun eine Variable, das heißt, wir haben für δ “ 1 ein Beispiel für eine Noether-

Normalisierung gefunden.

Lemma 13.7 Für eine irreduzible Varietät V gilt

dimV “ trdegKKpV q

Beweis. Nach 13.3 gilt dimV “ dimKrV s. Mit Bemerkung 13.4 (iii) folgt, dass KrV s als endlich

erzeugte K-Algebra eine ganze Ringerweiterung von KrX1, . . . , Xns für ein n P N ist. Mit (iv) gilt

dimKrV s “ dimKrX1, . . . , Xns “ n.

Damit ist KpV q{K “ QuotpKrV sq{K algebraische Erweiterung von KpX1, . . . , Xnq und es folgt

trdegKKpV q “ trdegKKpX1, . . . , Xnq “ n,

die Behauptung. l
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Proposition 13.8 Sei V Ď PnpKq quasiprojektive Varietät.

(i) Dann gilt für jede affine Varietät V0 Ď V , die in V offen und dicht ist:

dimpV q “ dimpV0q

(ii) Seien Z1, . . . , Zr die irreduziblen Komponenten von V . Dann ist

dimpV q “ max
iPt1,...,ru

dimpZiq

Beweis. (i) Es gilt:

"ě" Diese Aussage gilt allgemein für einen topologischen Raum und einer Teilmenge Y Ď X,

denn:

Ist H Ĺ Y0 Ă . . . Ĺ Yd eine Kette von abgeschlossenen, irreduziblen Teilmengen von Y ,

so gilt für die Abschlüsse Xi :“ Y i: Xi ist irreduzibel in Y und Xi X Y “ Yi für alle

i P t1, . . . , du und damit Xi`1 ‰ Xi. Da die Yi abgeschlossen sind, folgt die Inklusion.

"ď" Wegen (ii) dürfen wir V und damit auch V0 irreduzibel voraussetzen. Sei

H ‰ Z0 Ĺ Z1 Ă . . . Ĺ Zd

eine Kette von abgeschlossenen, irreduziblen Teilmengen von V und d “ dimV . Dann ist

Z0 offenbar ein Punkt (andernfalls verlängern wir die Kette).

Sei nun V0 Ď V eine affine, offene, dichte Untervarietät mit Z0 P V0. Dann ist Xi “ Zi X V0

nichtleer und abgeschlossen in V0 und damit Xi “ Zi, da sonst

Zi “ Xi Y pZizV0q

eine unerlaubte Zerlegung von Zi wäre. Damit ist Xi irreduzibel mit Xi`1 ‰ Xi, es folgt

also die Behauptung.

(ii) Es gilt allgemeiner: Ist X toplogischer Raum mit

X “

r
ď

i“1

Zi, Zi Ď X abgeschlossen,

so gilt

dimX “ max
iPt1,...,ru

dimZi,

denn:

"ě" Klar.

"ď" Sei H Ĺ X0 Ĺ X1 Ĺ . . . Ĺ Xd eine Kette von abgeschlossenen, irreduziblen Teilmengen von

X. Dann ist

Xd “

r
ď

i“1

Xd X Zi

und da XdXZi abgeschlossen in Xd ist und Xd irreduzibel ist, existiert ein i P t1, . . . ru mit

Xd Ď Zi. Damit ist bereits die gesamte Kette in Zi enthalten und es folgt d ď dimZi. l
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Proposition 13.9 Ist A endlich erzeugbare, nullteilerfreie K-Algebra, so haben alle maximalen Prim-

idealketten in A dieselbe Länge. Dabei heißt eine Kette x0y Ĺ p0 Ĺ . . . Ă pd maximal, falls es kein

Primadeal p P A gibt mit pi´1 Ĺ p Ĺ pi für alle i P t1, . . . du

Definiton + Proposition 13.10 Sei V Ď PnpKq quasiprojektive Varietät, x P V .

(i) dimx V :“ dimOV,x heißt lokale Dimension von V in x.

(ii) Es gilt

dimx V “ htpmxq “ htpmV0
x q

für jede offene, affine Umgebung V0 Ď V von x.

(iii) Es gilt dimx V “ dimV , falls V irreduzibel ist.

(iv) Allgemeiner gilt

dimx V “ maxtdimZ | Z Ď V ist irreduzible Komponente von V mit x P Zu

Beweis. (ii) Es gilt OV,x “ KrV0smV0x und damit dimOV,x “ htpmV0
x q.

(iii) Ohne Einschränkung sei V affin (vgl. 13.4). Dann gilt nach (ii)

dimx V “ htpmV
x q

Wegen 13.7 haben alle maximalen Ideale in KrV s dieselbe Höhe. Damit folgt bereits

dimV “ dimKrV s “ htpmV
x q “ dimx V.

(iv) Ohne Einschränkung sei V wieder affin. Es gilt

dimx V “ dimOV,x “ ht
`

mV
x

˘

“ suptk P N | es gibt eine Primidealkette x0y ‰ p0 Ĺ . . . ,Ĺ pk “ mV
x u

Damit entspricht p0 einer irreduziblen Komponente Z mit x P Z Mit Proposition 13.7 hat diese

Kette die Länge dimZ und damit folgt die Behauptung. l

Korollar 13.11 Ist K algebraisch abgeschlossen, so gilt für jede irreduzible Varietät V Ď AnpKq:

dimV ` htpI pV qq “ n.

Beweis. Sei 0 Ĺ p1 Ă . . . Ĺ pd eine maximale Primidealkette in KrX1, . . . Xns, die IpV q enthält. Dann

gilt IpV q “ pi für ein i P t1, . . . du. Es folgt i “ htpIpV qq und wegen 13.9 auch d “ n. Außerdem ist

0 “ pi
L

IpV q Ă . . . Ă pn
L

IpV q

eine maximale Primidealkette für KrX1, . . . , Xns
L

IpV q “ KrV s, und erneut mit 13.9 folgt

n´ i “ dimKrV s “ dimV,

was zu zeigen war. l
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Korollar 13.12 Sei K algebraisch abgeschlossen, V Ď AnpKq eine Hyperfläche, d.h. V “ V pfq für ein

f P KrX1, . . . Xns mit deg f ě 1. Dann ist

dimV “ n´ 1.

Beweis. Aus 13.9 folgt

dimV “ n´ htpxfyq.

Zeige also: htpxfyq “ 1.

"ě" Klar.

"ď" Sei p P KrX1, . . . Xns ein Primideal mit x0y Ĺ p Ď xfy. Sei h P pzt0u mit minimalem Grad. Da

p Ď xfy, gilt h “ f ¨ g für ein g P KrX1, . . . Xns. Wir erhalten

deg h “ deg f ` deg g ą deg g

und damit ist g R p. Da p prim ist, folgt f P p und damit p “ xfy. l

Satz 13.13 ("Going down", Cohen-Seidenberg) Sei A endlich erzeugte, nullteilerfreie K-Algebra, A{B

mit B :“ KrX1, . . . Xns via Noether-Normalisierung eine ganze Ringerweiterung. Sei weiter P1 Ă A

ein Primadeal, p0 Ă B mit p0 Ă p1 :“ P1 XB. Dann gibt es ein Primadeal P0 Ă A mit P0 Ă P1 und

P0 XB “ p0.

Beweis. Nach dem "Going up"-Theorem in der Algebra (Prop. 13.7) gibt es ein Primadeal P10 Ă A

mit P10 XB “ p0 und ein Primadeal P11 Ă A mit P10 Ă P11 und P11 XB “ p1. Setze

M :“ QuotpBq, L :“ QuotpAq.

Dann ist L{M eine endliche, algebraische Körpererweiterung.

Fall (a) Es ist L{M Galoiserweiterung. Dann ist

GalpL{Mq “ tσ1 “ id, σ2, . . . σnu, n :“ rL : Ms.

Sei nun Pi :“ σipP1q für i P t1, . . . nu. Dann ist Pi ein Primadeal in A für ein i P t1, . . . nu

(nichttrivial! Warum gilt σipAq Ď A?).

Angenommen, P1i ‰ Pi für alle i P t1, . . . nu. Dann ist auch P11 Ę Pi, da

P1i XB “ P1 XB “ p “ Pi XB.

Dann folgt

P1i Ę
n
ď

i“1

Pi

(diese Aussage gilt nicht nur für Primideale). Also existiert a P P11 mit a R Pi für alle i P t1, . . . nu

und es gilt σjpaq P Pi für alle i, j P t1, . . . nu. Schließlich ist

M Q NL{M
p˚q
“

n
ź

j“1

σjpaq P Pi für alle i P t1, . . . nu,
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andererseits aber

NL{M PMXP11 “ B XP11 “ p1

und pi Ď Pi für alle i P t1, . . . , nu, ein Widerspruch!

Damit war die Annahme falsch und es gibt einen Index i P t1, . . . nu, sodass

P1i “ σipPiq.

Das Ideal P0 “ σ´1i pP
1
0q erfüllt damit

P0 Ă P1 und P0 XB “ P10 XB “ p0.

Fall (b) L{M ist nicht Galois. Ist L{M nicht separabel, so ändert dies nichts an dem Beweis, bis auf

die Tatsache, dass der Ausdruck in (*) nicht der Norm entspricht, sondern nur eine gewissen

Wurzel von ihr.

Ist andererseits L{M nicht normal, so betrachten wir die die normale Hülle M̃ Ą M. Hier wird

der Beweis ein wenig technischer, im Wesentlichen ändert sich jedoch trotzdem nicht viel. l

(Beweis von 13.9) Es sei

x0y “ P1 Ĺ P1 Ĺ . . . Ĺ Pm

eine maximale Kette von Primidealen in A. Sei weiter A{B mit B :“ KrX1, . . . Xds eine via Noether-

Normalisierung erhaltene ganze Ringerweiterung . Setze

pi :“ Pi XB für i P t1, . . .mu.

Beh. (a) Wir haben eine maximale Kette von Primideale in B:

x0y Ĺ p1 Ĺ . . . Ĺ pm

Da dimA “ dimB, genügt es nun zu zeigen: m “ d. Zeige dies über Induktion nach d:

d=1 Klar.

d ě 1 Sei C{B mit C :“ KrY1, . . . Yds eine via Noether-Normalisierung erhaltene ganze Ringerweite-

rung, sodass gilt p1 X C “ xYδ`1, . . . , Ydy für ein dir0o ď δ ď d. Für

qi :“ pi X C, i P t1, . . .mu

ist wegen der Behauptung

x0y Ĺ q1 Ĺ . . . Ĺ qm

eine maximale Kette in C. damit folgt htpq1q “ 1, also δ “ d´ 1.

Sei nun C 1 :“ C {q1 – KrY1, . . . , Yd´1s. Dann ist

x0y “ q1 {q1 Ĺ . . . Ĺ qm {q1

eine maximale Kette in C 1, d.h. es gilt m´ 1 “ d´ 1, also m “ d.
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Es bleibt nun also, die Behauptung (a) zu zeigen.

Bew. (a) Nach Definition ist pi Ď pi`1. Es ist also zu zeigen: p ‰ pi`1. Sei dazu ohne Einschränkung

i “ 0 - andernfalls ersetze A durch A {Pi und B durch B {pi .

Sei b P P1zt0u “ P1zP0. Da b ganz ist über B, gibt es eine Gleichung

bn ` an´1N
n´1 ` . . .` a1b` a0 “ 0, ai P B für alle i P t1, . . . n´ 1u.

Wir wählen n minimal, sodass gilt a0 “ 0.Dann ist

a0 “ ´b ¨
`

bn´1 ` an´1b
n´1 ` . . .` a1

˘

P B XP1 “ p1,

also p1 ‰ x0y0.

Schließlich muss noch gezeigt werden, dass die Kette tatsächlich maximal ist, d.h. es gibt für kein

i P t1, . . .mu ein Primideal q mit pi´1 Ĺ q Ĺ pi. Proposition 13.11 liefert und jedoch genau dies.

Damit ist die Behauptung gezeigt.

§ 14 Tangentialraum und Singularitäten

Erinnerung 14.1 Sei f P KrX1, . . . , Xns, a “ pa1, . . . , anq P Kn.

(i) Es gilt

f “
ÿ

pν1,...,νnqPNn0

1

pν1 ` . . . νnq!

ˆˆ

B

BX1

˙ν1

¨ ¨ ¨

ˆ

B

BXn

˙νn

f

˙

paq
n
ź

i“1

pXi ´ aiq
νi

(ii) Es ist

f “ fpaq `
n
ÿ

i“1

Bf

BXi
paqpXi ´ aiq ` höhere Terme

Definition + Bemerkung 14.2 Sei f P KrX1, . . . , Xns, a “ pa1, . . . , anq P Kn.

(i) Die Linearisierung von f in a ist

f p1qa “

n
ÿ

i“1

Bf

BXi
paqXi “: Dapfq

(ii) Sei V Ď AnpKq affine Varietät, a P V , I “ IpV q P KrX1, . . . , Xns. Sei weiter Ia das von den

Linearisierungen f p1qa für alle f P I erzeugte Ideal in KrX1, . . . , Xns. Dann heißt

Ta “ TV,a :“ V pIaq

Tangentialraum an V in a.

(iii) Ist IpV q “ xf1, . . . , fry, so ist Ia “ xpf1q
p1q
a , . . . , pfrq

p1q
a y.

(iv) TV,a ist ein Untervektorraum des Kn. Genauer ist

TV,a “ kerJf1,...,frpaq, J :“ Jf1,...,fr “
ˆ

Bf

BXi

˙

i,j
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Beweis. (iii) Es gilt

Dapf ` gq “ Dapfq `Dapgq

Dapfgq “ pf ¨ gqp1qa “

n
ÿ

i“1

B

BXi
pfgqpaqXi “

n
ÿ

i“1

ˆ

fpaq
Bg

BXi
paq ` gpaq

Bf

BXi
paq

˙

Xi

“ fpaq
n
ÿ

i“1

Bg

BXi
paqXi ` gpaq

n
ÿ

i“1

Bf

BXi
paqXi

“ fpaqDapgq ` gpaqDapfq

Ist nun also

f “
r
ÿ

k“1

gkfk P IpV q, gk P KrX1, . . . , Xns,

so ist

Dapfq “
r
ÿ

k“1

pfkpaqDapgkq ` gkpaqDapfkqq “
r
ÿ

k“1

gkpaqpfkq
p1q
a P xpfaq

p1q
a , . . . , pfrq

p1q
a y

(iv) Folgt aus (iii).

Beispiel 14.3 (i) Sei f “ Y 2 ´X3 ´X2 P KrX,Y s, V “ V pfq. Ist pa, bq P V , so gilt

f
p1q
pa,bq “ ´ap3a` 2qX ` 2bY

Trivial wird dieses Gleichungssystem für pa, bq “ 0 und pa, bq “
`

´2
3 , 0

˘

. Da aber der zweite

Punkt nicht auf V liegt, erhalten wir als Tangentialraum eine Gerade außerhalb von p0, 0q und

TV,p0,0q “ K2.

(ii) Sei f “ Y 2 ´X3 P KrX,Y s, V “ V pfq. Dann ist

f
p1q
pa,bq “ ´3a2X ` 2bY

und mit selbiger Argumentation ist TV,p0,0q “ K2 und außerhalb von p0, 0q eine Gerade.

(iii) Sei f “ X2 ` Y 2 ´ Z2 P KrX,Y, Zs, V “ V pfq. Es ist

f
p1q
pa,bq “ 2aX ` abY ´ 2cZ,

also ist TV,p0,0,0q “ K3 und eine Ebene außerhalb von p0, 0q.

Bemerkung 14.4 Seien V0 Ď V Ď AnpKq affine Varietäten, V0 dicht in V , a P V0. Dann ist

TV0,a – TV,a.

Beweis. Ohne Einschränkung sei V0 “ Dpgq für ein g P KrV s. Sei IpV q “ xf1, . . . , fry. Dann ist

V0 – V 10 :“ V pf1, . . . , fr, gXn`1 ´ 1q Ď An`1pKq. Dabei entspricht der Punkt a “ pa1, . . . , anq P V0

dem Punkt a1 “
´

a1, . . . , an,
1

gpaq

¯

. Weiter ist

TV 10 ,a1 “ V

ˆ

pf1q
p1q
a1 , . . . , pfrq

p1q
a1 ,

1

gpaq
g
p1q
a1 ` gpaqXn`1

˙

Ď Kn`1.
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Da der Term 1
gpaqg

p1q
a1 ` gpaqXn`1 als einziger Xn`1 enthält, gilt

dimTV 1,a1 “ n` 1´ Rang
´

pf1q
p1q
a1 , . . . , pfrq

p1q
a1 ,

1
gpaqg

p1q
a1 ` gpaqXn`1

¯

“ n´ Rang
´

pf1q
p1q
a1 , . . . , pfrq

p1q
a1

¯

“ dimTV,a,

was zu zeigen war. l

Definition 14.5 Sei V Ď PnpKq quasiprojektive Varietät, a P V . Dann ist der Tangentialraum in a

an V definiert als

TV,a :“ TV0,a,

wobei V0 Ď V ein offene, affine Umgebung von a ist.

Definition 14.6 Sei V Ď PnpKq quasiprojektive Varietät.

(i) a P V heißt nichtsingulärer oder regulärer Punkt, falls dimTV,a “ dima V . Andernfalls heißt a

singulär.

(ii) V heißt nichtsingulär, wenn jedes a P V nichtsingulär ist.

Proposition 14.7 (Jacobi-Kriterium) Sei V Ď AnpKq affine Variteät, a P V , I “ IpV q “ xf1, . . . , fry.

Dann gilt

a ist nichtsingulär ðñ Rang pJf1,...,frpaqq “ n´ dima V.

Beweis. Nach Bemerkung 14.2 ist

TV,a “ ker

ˆ

Bfi
BXi

paq

˙

i,j

Mit

RangpJf1,...,frpaqq “ n´ dim kerJ paq “ n´ dimTV,a

folgt die Behauptung. l

Beispiel 14.8 (i) Sei V “ V pfq Ď AnpKq Hyperfläche. Dann ist

Jf paq “
ˆ

Bf

BX1
paq, . . . ,

Bf

BXn
paq

˙

also

a ist singulär ðñ
Bf

BX1
paq “ . . . “

Bf

BXn
paq “ fpaq “ 0.

(ii) Sei f “ Y 2 ´X3 `X P KrX,Y s, V “ V pfq Ď A2pKq. Dann ist

Jf px, yq “
`

´3x2 ` 1, 2y
˘

.

Dann gilt:

a “ px0, y0q ist singulär ðñ y0 “ 0, 3x20 “ 1 ðñ a “

ˆ

1
?

3
, 0

˙

.
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Aber es gilt: fpaq ‰ 0 ðñ a R V . Damit ist V pfq nichtsingulär.

Wir betrachten nun den projektiven Abschluss V “ V pY 2Z ´X3 `XZ2q Ď P2pKq. Der einzige

neu auftretende Punkt ist P8 “ p0 : 1 : 0q. Wir betrachten eine affine Umgebung

U :“ UY X V “ V pZ ´X3 `XZ2q.

Dann ist für G “ Z ´X3 `XZ2:

Jgpx, zq “ p´3x2 ` z2, 2xz ` 1q ùñ JgpP8q “ p0, 1q

womit P8 ein regulärer Punkt ist. Also ist sogar V nichtsingulär.

(iii) Wir variieren nun die Varietät aus Beispiel (ii). Setze hierfür

fa,b :“ Y 2 ´X3 ´ aX ´ b.

Dann ist

Jfa,bpx, yq “ p´3x2 ´ a, 2yq

Sei nun x0, y0q P Ea,b “ V pfa,bq singulär. Dann ist y0 “ 0 und ´a “ 3x20. Weiter muss der Punkt

auf Ea,b liegen, wir erhalten also die Bedingung

x30 ´ 3x30 ` b “ 0 ðñ b “ 2x30 ðñ b2 “ 4x60 “ 4
´a3

27
ðñ 27b2 ` 4a3 “ 0.

Andererseits gilt

fa,b9“0 ðñ Y 2“X3`aX`b“:ga,bpX

und damit

∆pa, bq “ 0 ðñ ga,b hat eine doppelte Nullstelle.

Wobei mit ∆pa, bq die Diskriminante von a und b bezeichnet wird. Damit erhalten wir

Ea,b ist nichtsingulär ðñ ∆pa, bq ‰ 0,

was zu zeigen war. l

Satz 14.9 Sei K algebraisch abgeschlossen, V Ď AnpKq affine Varietät. Sei mx “ tfx P OV,x | fxpxq “

0u das zum Punkt x P V zugehörige maximale Ideal. Bezeichne weiterhin
`

mx
L

m2
x

˘˚ den Dualraum

des K-Vektorraums mx
L

m2
x . Dann gibt es einen natürlichen Isomorphismus von K-Vektorräumen

α : TV,x ÝÑ
`

mx
L

m2
x

˘˚

Beweis. Zur Wohldefiniertheit der Behauptung: Es ist mx
L

m2
x ein Modul über OV,x, das heißt, Multi-

plikation mit Ringelementen aus OV,x ist definiert. Multiplikation mit einem Elemente aus mx ist die

Nullabbildung. Damit ist mx
L

m2
x ein OV,x {mx -Modul, also ein K-Vektorraum und der Dualraum dazu

ist wohldefiniert. Dieser wird auch als Zariski-Tangentialraum bezeichnet.
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Nun zur Behauptung. Definiere

α : TV,x ÝÑ
`

mx
L

m2
x

˘˚
, v “ pv1, . . . , vnq ÞÑ αpvqpfq :“

n
ÿ

i“1

Bf

BXi
pxqvi

Dann ist α wohldefiniert, denn für g, h P mx gilt

αpvqpghq “
n
ÿ

i“1

Bpghq

BXi
pxqvi “

n
ÿ

i“1

ˆ

gpxq
Bh

BXi
pxq ` hpxq

Bg

BXi
pxq

˙

vi “ 0

Damit ist dann auch für alle f P m2
x bereits αpvqpfq “ 0. Definiere nun umgekehrt

β :
`

mx
L

m2
x

˘˚
ÝÑ TV,x, l ÞÑ

`

lpX1 ´ x1q, . . . , lpXn ´ xnq
˘

Zeige zunächst: βplq P TV,x für alle l P
`

mx
L

m2
x

˘˚. Sei dazu f P IpV q und

f p1qx “

n
ÿ

i“1

Bf

BXi
paqXi P I

seine Linearisierung. Dann ist

f p1qx pβplqq “
n
ÿ

i“1

Bf

BXi
pxql

`

Xi ´ xi
˘

“ l

˜

n
ÿ

i“1

Bf

BXi
pxqpXi ´ xiq

¸

“ l

ˆ

f
p1q
x ´ f

p1q
x pxq

˙

“ 0

Die letzte Gleichheit gilt, da f p1qx ´ f
p1q
x pxq P m2

x, denn es gilt

KrV s Q f “ fpxq
loomoon

“0

`f p1qx ´ f p1qx pxq ` Terme in m2
x

Wir rechnen nach:

(i) Es gilt
pβ ˝ αqpvq “ β pαpvqq “ β

˜

f ÞÑ
n
ÿ

i“1

Bf

BXi
pxqvi

¸

“

˜

n
ÿ

i“1

BpXi ´ xiq

BXi
pxqv1, . . . ,

n
ÿ

i“1

BpXn ´ xnq

BXi
pxqvn

¸

“ pv1, . . . , vnq

(ii) sowie für l P mx
L

m2
x und f P mx

pα ˝ βqplqpfq “ α
`

lpX1 ´ x1q, . . . , lpXn ´ xnq
˘

“

n
ÿ

i“1

Bf

BXi
pxqlpXi ´ xiq

“ l

ˆ

f
p1q
x ´ f

p1q
x pxq

˙

“ lpfq,

es folgt also die Behauptung. l
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Folgerung 14.10 Sei V quasiprojektive Varietät, x P V . Dann gilt

x ist nichtsingulär ðñ dimmx
L

m2
x “ dimOV,x

Definition 14.11 Ein noetherscher lokaler Ring R heißt regulär, falls

dimKm {m2 “ dimR,

wobei m das maximale Ideal in R sowie K den zugehörigen Restklassenkörper bezeichne.

Beispiel 14.12 Betrachte R “ Zxpy für eine Primzahl p P P. Dann ist m “ pZxpy sowie K “

Zxpy
M

pZxpy – Fp. Weiter ist

dimZxpy “ 1 “ dimFp Fp “ dimFp pZxpy
M

p2Zxpy “ dimFp m {m
2 ,

folglich ist Zxpy regulär.

Lemma 14.13 (Nakayama-Lemma) Sei R lokaler Ring mit maximalem Ideal m und M endlich er-

zeugter R-Modul, N ĎM Untermodul. Dann gilt

M “ N `mM ùñ M “ N.

Beweis. Ohne Einschränkung gelte N “ 0, denn aus M “ mM `N folgt

M {N “ pN `mMq {N – mM {N XmM – mM {N

Sei nun also M “ mM und nehme an, es gelte M ‰ 0. Dann sei x1, . . . xn ein minimales Erzeugenden-

system von M . Dann gilt

x1 “
n
ÿ

i“1

aixi für geeignete ai P m,

also wegen Rˆ “ Rzm

x1p1´ a1
loomoon

Rm

q “

n
ÿ

i“2

aixi P xx2, . . . xny,

ein Widerspruch zur Minimalität. l

Lemma 14.14 Sei pR,mq noetehrscher lokaler Ring. Dann bilden x1, . . . , xn P m ein minimales Er-

zeugendensystem von m genau dann, wenn die Restklassen x1, . . . , xn P m {m2 eine K-Vektorraumbasis

von m {m2 bilden.

Beweis. "ñ" Sei also x1, . . . xn ein minimales Erzeugendensystem von m. Sicherlich bildet S :“

tx1, . . . , xnu ein Erzeugendensystem für m {m2 . Angenommen, S ist linear abhängig, d.h. oh-

ne Einschränkung finden wir eine Darstellung

x1 “
n
ÿ

i“2

λixi, λi P K.
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Für λ̃i P R mit λ̃i “ λi gilt dann

x1 ´
n
ÿ

i“2

λ̃ixi P m
2.

Andererseits wird m2 erzeugt von den xixj . Schreibe also

x1 ´
n
ÿ

i“2

λ̃ixi “
n
ÿ

j“1

µ1jx1xj `
n
ÿ

i,j“2

µijxixj

loooooomoooooon

“:y

“ y ` x1

n
ÿ

j“1

µ1jxj ,

wobei µi P R geeignete Konstanten sind. Dann folgt

x1

¨

˚

˚

˚

˚

˝

1´
n
ÿ

i“1

µixi
looooomooooon

Rm

˛

‹

‹

‹

‹

‚

P xx2, . . . , xny,

also ein Widerspruch zur Minimalität von S.

"ð" Sei nun umgekehrt x1, . . . , xn eine K-Basis von m {m2 . Zeige nun, dass x1, . . . , xn m erzeugen.

Die Minimalität ist klar. Sei dazu N :“ xx1, . . . xny Ď m. Dann gilt

m “ N `m2

und mit Lemma 14.11 folgt N “ m. l

Proposition 14.15 Ein noetherscher lokaler Ring pR,mq ist genau dann regulär, wenn m von dimR “

htpmq Elementen erzeugt werden kann.

Beweis. "ñ" Sei R regulär. Dann gilt dimR “ dimm {m2 “: n. Dan kann m also von n Elementen

erzeugt werden.

"ð" Kann nun umgekehrt m von n :“ dimR Elementen erzeugt werden, so auch m {m2 , das heißt,

mit Lemma 14.14 gilt bereits dimm {m2 ď dimR. Krulls Hauptidealsatz (ohne Beweis) liefert

die umgekehrte Ungleichung und damit dimR “ dimm {m2 . l

Folgerung 14.16 Sei V Ď PnpKq quasiprojektive Varietät, x P V . Dann gilt

x ist singulär ðñ dimmx
L

m2
x ą dimx V

Proposition 14.17 Jede irreduzible d-dimensionale Varietät ist birational äquivalent zu einer Hyper-

fläche in Ad`1pKq.

Beweis. Zuz zeigen: KpV q ist isomorph zum Funktionenkörper einer Hyperfläche, also

KpV q – Quot
`

KrX1, . . . , Xns
L

xfy
˘

für ein geeignetes f P KrX1, . . . , Xns. Sei hierfür KrV s{KrX1, . . . , Xds eine durch Noethernormali-

sierung erhaltene, ganze Ringerweiterung. Dann ist KpV q{KpX1, . . . , Xdq eine endliche Körperweite-
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rung. Ohne Einschränkung sei diese separabel. Dann liefert der Satz vom primitiven Element ein

y P KpX1, . . . , Xdq, sodass gilt

KpV q “ KpX1, . . . , Xdqrys.

Sei h P KpX1, . . . , XdqrY s das Minimalpolynom von y und g der Hauptnenner von h. Dann ist

f “ g ¨ h P KrX1, . . . , Xd, Y s – KrX1, . . . , Xd`1s

und

Quot
`

KrX1, . . . , Xd, Y s
L

xfy
˘

“ KpV q,

was die Behauptung liefert. l

Satz 14.18 Sei K algebraisch abgeschlossen, V Ď PnpKq nichtleere, quasiprojektive Varietät. Dann ist

SingpV q :“ tx P V | x ist singulär u

eine echte abgeschlossene Teilmenge.

Beweis. Zeige zunächst, dass SingpV q abgeschlossen ist. Ohne Einschränkung sei hierfür V irreduzibel.

Denn sind V1, . . . , Vr die irreduziblen Komponenten von V , so gilt

SingpV q “
r
ď

i“1

SingpViq Y
r
ď

i‰j

Vi X Vj .

Weiter sei V ohne Einschränkung affin, denn Abgeschlossenheit ist eine lokale Eigenschaft. Wähle nun

Erzeuger f1, . . . , fr von IpV q P KrX1, . . . , Xns und betrachte die Jacobimatrix J :“
´

Bfi
BXj

¯

i,j
. Dann

gilt

SingpV q “ tx P V | RangpJ pxqq ă n´ dimV “: su

“ tx P V | detMpxq “ 0 für alle sˆ s Untermatrizen M von J u

Da die Determinante ein Polynom in n Variablen ist, ist SingpV q “ V pdetq und SingpV q als affine

Varietät abgeschlossen. Zeige nun, dass SingpV q eine echte Teilmenge von V ist. Ohne Einschränkung

sei hierfür V irreduzibel, denn: Sei Z eine irreduzible Komponente von V mit SingpZq ‰ Z, so ist

ZzSingpZq offen, nichtleer, also dicht in Z. Damit enthält ZzSingpZq einen Punkt z, die auf keiner

anderen irreduziblen Komponente liegt. Wegen OZ,z “ OV,z folgt z P V zSingpV q, also SingpV q ‰ V .

Wegen Proposition 14.17 genügt es, denn Spezialfall V “ V pfq Ď AnpKq zu betrachten, wobei f P

KrX1, . . . , Xns ein irreduzibles Polynom von Grad deg f ą 0 ist. Es ist

SingpV q “
"

x P V

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bf

BX1
pxq, . . . ,

Bf

BXn
pxq “ 0

*

.

Angenommen es gelte SingpV q “ V . Dann wäre Bf
BXi

P IpV q “ xfy für alle i P t1, . . . , nu. Ist charpKq “
0, so folgt daraus, dass f konstant ist, ist charpKq “ p ą 0, so gilt f P KrXp

1 , . . . , X
p
ns, also f “ gp für

ein g P KrX1, . . . , Xns. In beide Fällen erhalten wir einen Widerspruch zur Wahl von f , es folgt die

Behauptung. l
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Kapitel IV

Nichtsinguläre Kurven

§ 15 Diskrete Bewertungsringe

Definition 15.1 Eine zusammenhängende, quasiprojektive Varietät C mit dimC “ 1 über einem

algebraisch abgeschlossenen Körper K heißt Kurve.

Lemma 15.2 Sei pR,mq lokaler, noetherscher, nullteilerfreier Ring und es gelte dimR “ 1. Falls m

ein Hauptideal ist, so ist bereits R ein Hauptidealring.

Beweis. Es sei I P R ein Ideal sowie t P m ein Erzeuger von m. Ohne Einschränkung gelte 0 ‰ I ‰ R,

das heißt, es gilt I Ď m. Wähle n maximal, sodass I Ď mn. Sei x P I X
`

mnzmn`1
˘

. Wegen mn Ě xtny

können wir x schreiben als

x “ u ¨ tn, u P R.

Wäre u R Rˆ, so wäre u P m und damit x “ u ¨ tn P mn`1, Widerspruch zur Annahme. Damit ist

tn “ u´1x P xxy Ď I X
`

mnzmn`1
˘

. Dies ergibt xtny Ď mn, also xtny “ mn und

xtny “ mn Ď I,

also insgesamt mn “ I, also ist I Hauptideal. Es bleibt zu zeigen. dass man ein solches n wählen kann.

Angenommen, es gäbe keines. Dann gilt

I Ď
8
č

n“1

mn “: N.

N ist lokal in (einem noetherschen Ring) R, also endlich erzeugt. Damit ist

m ¨N “

8
č

n“1

mn`1 “ N

und das Nakayama-Lemma liefert N “ 0 - also I “ 0, ein Widerspruch zur Annahme. l

Proposition 15.3 Es sei C eine Kurve, x P C. Dann gilt

x ist nichtsingulär ðñ OC,x ist diskreter Bewertungsring.
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Beweis. DaOC,x noetherscher lokaler Ring von Dimension 1 ist, genügt die Eigenschaft Hauptidealring,

um die Behauptung zu zeigen. Nach Lemma 15.2 genügt es hierfür wiederum zu zeigen, dass m ein

Hauptideal ist. Nach Folgerung 14.10 gilt

x ist regulär ðñ dimmx
L

m2
x “ dimOC,x “ 1,

nach Krulls Hauptidealsatz kann mx also von einem Element erzeugt werden, ist also ein Hauptideal.

Damit folgt die Behauptung. l

Bemerkung + Definition 15.4 Sei C eine Kurve, C irreduzibel, x P C regulär, t P OC,x ein Erzeuger

von mx. Dann lässt sich f P KpCqˆ “ QuotpOC,xq
ˆ schreiben als

f “ u ¨ tn, n P Z, u P OˆC,x.

Dann heißt n :“ ordxf die Ordnung von f in x. Weiter ist die Zuordnung f ÞÑ ordxf eine diskrete

Bewertung.

Beispiel 15.5 Sei C “ V pY 2 ´X3 `Xq, P “ p0, 0q sowie x, y P KpCq. Es gilt Y 2 “ XpX2 ´ 1q auf

C. Wegen

X “
1

X2 ´ 1
looomooon

POˆC,P

¨Y 2 P OC,P p˚q

erhalten wir

ordP pxq “ 2ordP pyq.

Weiter wird mP erzeugt von
`

X ´ 0, Y ´ 0
˘

, mit p˚q gilt also

ordP pyq “ 1, ordP pxq “ 2

Proposition 15.6 Sei C nichtsinguläre irreduzible Kurve, f P KpCqˆ. Dann gibt es nur endlich viele

Punkte x P C mit ordxf ‰ 0.

Beweis. Es gilt

ordxf ą 0 ðñ f P mx ðñ fpxq “ 0

sowie

ordxf ă 0 ðñ ordx
1

f
ą 0 ðñ

1

f
P mx ðñ

1

f
pxq “ 0

damit ist

tx P C | ordxf ‰ 0u “ V pfq Y V

ˆ

1

f

˙

.

Da f ‰ 0 ‰ ˘ 1
f , sind V pfq, V

´

1
f

¯

abgeschlossene, echte Teilmengen von C. Da dimC “ 1 und C

irrreduzibel ist, haben V pfq und V
´

1
f

¯

Dimension 0, das heißt, die irreduziblen Komponenten der

beiden Verschwindungsmengen sind Punkte. Da beide aus endlich vielen irreduziblen Komponenten

bestehen, ist auch die Vereinigung endlich und somit folgt die Behauptung.
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Proposition 15.7 Sei C nichtsinguläre, irreduzible Kurve, U Ď C offen und nichtleer, V projektive

Varietät sowie f : U ÝÑ V ein Morphismus. Dann gibt es genau einen Morphismus f : C ÝÑ V mit

f |U “ f , das heißt, f lässt sich in regulären Punkten fortsetzen.

Beweis. Eindeutigkeit. Seien g, h : C ÝÑ V, g|U “ f “ h|U . Dann ist

U “ tx P C | gpxq “ hpxqu

abgeschlossen und wegen U “ C folgt g “ h.

Existenz. Ohne Einschränkung sei CzU “ tpu sowie V “ PnpKq. Außerdem gelte fpUq Ę V pXiq (denn

sonst wäre fpUq Ď Pn´1pKq). Sei weiter

W :“ f´1

˜

n
č

i“0

Ui

¸

.

Wi ist nichtleer, offen und damit dichte Teilmenge. Definiere

hij “

ˆ

Xi

Xj
˝ f

˙

“ "
fi
fj

".

hij ist eine wohldefinierte, reguläre Funktion auf W für alle i, j P t0, . . . , nu, also hij P KpCqˆ.
Sei

ri :“ ordphi0, i P t0, . . . , nu

und wähle k, sodass

rk “ mintri | i P t0, . . . , nuu.

Es gilt

ordphik “ ordp
hi0
hk0

“ ordphi0 ´ ordphk0 “ ri ´ rk ě 0,

also hik P OC,p. Damit existiert eine Umgebung Ũ von p mit hik P OpŨq. Setze

fpxq :“

$

&

%

fpxq, x ‰ p

ph0kpxq : . . . : hnkpxqq, x “ p

Beachte: f ist wohldefiniert, da hkk “ 1. In einer Umgebung Ũ von p gilt x P Ũztpu, also

fpxq “ fpxq “ ppX0 ˝ fqpxq : . . . : pXn ˝ fqpxqq

“

ˆˆ

X0

Xk
˝ f

˙

pxq : . . . :

ˆ

Xn

Xk
˝ f

˙

pxq

˙

“ ph0kpxq : . . . : hnkpxqq ,

also ist f Morphismus. l

Folgerung 15.8 (i) Eine Funktion f P KpCq induziert einen Morphismus f : C ÝÑ P1pKq.
(ii) Ist C nichtsinguläre, zusammenhängende Kurve, so ist C bereits irreduzibel, denn gäbe es zwei

irreduzible Komponenten mit nichtleerem Schnitt, so wäre x P Z1 X Z2 singulär (Übung 12.2).



66 IV NICHTSINGULÄRE KURVEN

§ 16 Divisoren

In diesem Abschnitt sei C nichtsinguläre Kurve über einem algebraisch abgeschlossenen Körper K.

Definition 16.1 (i) Ein(Weil-) Divisor D auf C ist eine formale Summe

D “
n
ÿ

i“1

niPi, ni P Z, n P N, Pi P C

Schreibweise: pP q für 1 ¨ P .

(ii) Die Divisorengruppe auf C ist

DivpCq :“ tD | D ist Divisor auf Cu

(iii) DivpCq ist freie abelsche Gruppe über der Menge C.

(iv) Für eine Divisor D wie in (i) heißt

degpDq :“
n
ÿ

i“1

ni

der Grad von D.

(v) Wir haben einen surjektiven Gruppenhomomorphismus

deg : DivpCq ÝÑ Z, D ÞÑ degpDq

(vi) Ein Divisor D “
řn
i“1 niPi P DivpCq heißt effektiv, falls ni ě 0 für alle i P t1, . . . , nu. Schreib-

weise: D ě 0.

Definition + Bemerkung 16.2 (i) Für f P KpCqˆ heißt

divpfq :“
ÿ

pPC

ordppfq ¨ P

der Divisor von f .

(ii) divpfq ist Divisor.

(iii) Ein Divisor D P DivpCq heißt Hauptdivisor, falls es f P KpCqˆ gibt mit D “ divpfq.

(iv) Haben einen Gruppenhomomorphismus

div : KpCqˆ ÝÑ DivpCq, f ÞÑ divpfq,

d.h. es gilt für alle f, g P DivpCq:

divpf ¨ gq “ divpfq ` divpgq

(v) Die Hauptdivisoren bilden eine Untergruppe

DivHpCq :“ Im div

(vi) D,D1 heißen linear äquivalent, wenn ihre Differenz D´D1 ein Hauptdivisor ist, schreibe D ” D1.
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(vii) Der Quotient

ClpCq :“ DivpCq {DivH pCq

heißt Divisorenklassengruppe von C.

Beispiel 16.3 Sei C :“ P1pKq. Da K algebraisch abgeschlossen ist, lässt sich jedes f P KpCqˆ “
KpXqˆ eindeutig schreiben als

f “

śn
i“1pX ´ aiq

śm
j“1X ´ bj

, ai ‰ bj P K für alle i, j.

Schreibe P1pKq “ A1pKq Y t8u. Für P P A1pKq ist

ordP f “
ˇ

ˇti P t1, . . . , nu | ai “ P u
ˇ

ˇ´
ˇ

ˇtj P t1, . . . ,mu | bj “ P u
ˇ

ˇ,

denn

OP1pKq,P “ OA1pKq,P “ KrXsxX´py

wird von X ´ p erzeugt. Für P “ 8 ist

OP1pKq,8 “ K
„

1

X



x 1
X
y

Schreibe

f “
Xn

Xm
¨

śn
i“1 1´ ai

X
śm
j“1 1´

bj
X

“

ˆ

1

X

˙m´n

¨

śn
i“1 1´ ai

X
śm
j“1 1´

bj
X

.

Dann folgt ord8f “ m´ n. Damit ist

divpfq “
n
ÿ

i“1

1 ¨ ai ´
m
ÿ

j“1

1 ¨ bj ` pm´ nq ¨ 8,

also deg divpfq “ 0.

Sei umgekehrt D P DivpCq mit degD “ 0. Schreibe

D “
m
ÿ

i“1

1 ¨ ai ´
m
ÿ

j“1

1 ¨ bj , ai ‰ bj für alle i, j.

Setze

f :“

ś

ai‰8
X ´ ai

ś

bj‰8
X ´ bj

P KpCqˆ.

Dann gilt divpfq “ D und damit

DivHpP1pKqq “ tD P DivpP1pKqq | degD “ 0u “ ker deg

und mit dem Homomorphiesatz

ClpP1pKqq “ DivpP1pKqq
L

DivHpP1pKqq – Z.
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Weiters Vorgehen: Zeige deg divpfq “ 0 für alle Kurven C und f P KpCqˆ. Fasse hierfür f als Mor-

phismus f : C ÝÑ P1pKq auf. Wollen haben:

(i) divpfq “ f˚ pp0q ´ p8qq = "Nulstellen minus Polstellen".

(ii) deg f˚pDq “ deg f degD.

Bemerkung + Definition 16.4 Sei f : C1 ÝÑ C2 surjektiver, nichtkonstanter Morphismus zwi-

schen zwei nichtsingulären Kurven.

(i) Sei Q P C2, P P f´1pQq Ď C1 sowie t P mQ eine Uniformisierende, d.h. es gilt xty “ mQ. Dann

heißt

eP :“ eP pfq “ ordP pt ˝ fq

der Verzweigungsindex von f in P .

(ii) Definiere den Gruppenhomomorphismus

f˚ : DivpC2q ÝÑ DivpC1q, Q ÞÑ
ÿ

PPf´1pQq

eP pfq ¨ P

(iii) Für g P KpC2q
ˆ gilt:

f˚ pdivpgqq “ divpg ˝ fq.

Insbesondere ist f˚pDivHpC2qq Ď DivHpC1q.

(iv) f induziert einen Homomorphismus

f˚ : ClpC2q ÝÑ ClpC1q, rDs ÞÑ rf˚pDqs

Beweis. (i) Zu zeigen: eP pfq ist unabhängig von der Wahl von t. Sei t1 P mQ eine weitere Uniformi-

sierende. Dann gibt es u P OˆC2,x
mit t1 “ ut. Damit ist

ordP pt1 ˝ fq “ ordP put ˝ fq “ ordP ppu ˝ fq ¨ pt ˝ fqq “ ordP pu ˝ fq
looooomooooon

“0

`ordP pt ˝ fq “ ordP pt ˝ fq,

wobei letzte Gleichung gilt, da u ˝ f Einheit in OC1,P mit Inverser 1
u ˝ f ist.

(ii) Zu zeigen: f´1pQq ist endlich, denn dann ist f˚pQq Divisor. Da f stetig ist, ist f´1pQq abgeschlos-

sen und echte Teilmenge von C1, denn f´1pQq ‰ C1 (da sonst f konstant wäre). Da dimC1 “ 1,

folgt damit dim f´1pQq “ 0, also ist f´1pQq nach 2.2 endlich.

(iii) Es gilt

f˚ pdivpgqq “ f˚

˜

ÿ

QPC2

ordQpgq ¨Q

¸

“
ÿ

QPC2

ordQpgq ¨ f˚pQq “
ÿ

QPC2

ÿ

PPf´1pQq

ordQpgqeP pfq ¨P

sowie

divpg ˝ fq “
ÿ

PPC1

ordP pg ˝ fq ¨ P “
ÿ

QPC2

ÿ

PPf´1pQq

ordP pg ˝ fq ¨ P

das heißt, es ist zu zeigen:

s :“ ordP pg ˝ fq “ ordQpgqeP pfq “: r ¨ eP pfq
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für alle Q “ fpP q.

Seien dazu tQ, tP Uniformisierende von mQ bzw. mP , d.h. es gilt xtQy “ mQ, xtP y “ mP .

Dann gibt es u.u1 P OˆC1,P
sowie v P OˆC2,Q

sodass gilt:

g ˝ f “ u ¨ tsP , g “ v ¨ trQ, tQ ˝ f “ u1 ¨ t
r¨eP pfq
P .

Wir rechnen

utsP “ g ˝ f “ pv ¨ trQq ˝ f “ pv ˝ fq ¨ ptQ ˝ fq
r “ pv ˝ fq

´

u1t
eP pfq
P

¯r
“ pv ˝ fq ¨ u1r ¨ t

eP pfq¨r
P

und wegen der Eindeutigkeit der Darstellungen links und rechts folgt

s “ eP pfq ¨ r,

also die Behauptung.

(iv) Folgt aus (ii) und (iii). l

Folgerung 16.5 Sei C nichtsingulär, f P KpCqˆ. Dann definiert f einen Morphismus f : C ÝÑ P1pKq
und es gilt

divpfq “ f˚pp0q ´ p8qq.

Beweis. Die erste Aussage folgt aus Proposition 15.7.

Sei P P C mit fpP q “ 0. Dann ist X eine Uniformisierende von mP und wir erhalten

eP pfq “ ordP pX ˝ fq “ ordP pfq

Ist P “ 8, so ist 1
X Uniformisierende von mP und wir erhalten

eP pfq “ ordP
ˆ

1

X
˝ f

˙

“ ordP
ˆ

1

f

˙

“ ´ordP pfq.

Damit gilt

f˚pp0q ´ p8qq “
ÿ

PPf1´p0q

eP pfq ¨ P ´
ÿ

PPf´1p8q

eP pfq ¨ P “
ÿ

PPC

ordP pfq ¨ P “ divpfq,

was zu zeigen war. l

Bemerkung + Definition 16.6 Sei f : C1 ÝÑ C2 surjektiver Morphismus nichtsingulärer, projek-

tiver Kurven. Dann induziert f einen Körperhomomorphismus

f# : KpC2q ÝÑ KpC1q

KpC2q kann damit via f# als Teilkörper von KpC1q aufgefasst werden. Die Erweiterung KpC1q{KpC2q

ist endlich. deg f :“ rKpC1q : KpC2qs heißt Grad von f .

Beweis. Sicherlich sindKpC1q,KpC2q endlich erzeugt überK. Weiter gilt trdegKKpC1q “ 1 “ trdegKKpC2q,

d.h. die Erweiterung ist algebraisch. Insgesamt folgt also rKpC1q : KpC2qs ă 8. l
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Satz 16.7 (i) Jeder Hauptdivisor auf einer nichtsingulären, projektiven Kurve hat Grad 0.

(ii) Sei f : C1 ÝÑ C2 surjektiver Morphismus nichtsingulärer, projektiver Kurven. Dann gilt für

jeden Punkt Q P C2

deg f˚pQq “
ÿ

PPf´1pQq

eP pfq “ deg f.

Weiter gilt damit für jeden Divisor D P DivpC2q

deg f˚pDq “ deg f ¨ degD.

Beweis. (i) Es sei f P KpCqˆ. Dann lässt sich f fortsetzen zu f : C ÝÑ P1pKq. Damit ist

degpdivfq “
ÿ

PPf´1p0q

eP pfq ´
ÿ

PPf´1p8q

eP pfq “ deg f˚pp0q ´ p8qq “ deg f ¨ deg pp0q ´ p8qq “ 0.

(ii) Wird noch hinzugefügt. l

§ 17 Der Satz von Riemann-Roch

In diesem Paragraphen sei C stets nichtsinguläre, projektive Kurve über einem algebraisch abgeschlos-

senen Körper K.

Definition + Bemerkung 17.1 Es sei D “
ř

PPC nP ¨ P ein Divisor auf C.

(i) Der Riemann-Roch-Raum zu D

LpDq :“ tf P KpCqˆ | divpfq `D ě 0u Y t0u

ist ein K-Vektorraum.

(ii) lpDq :“ dimK LpDq.
(iii) Es gilt Lp0q “ K.

(iv) Ist degD ă 0, so ist LpDq “ t0u.
(v) Für linear äquivalente Divisoren gilt LpDq – LpD1q.
(vi) Für D1 ě D gilt LpDq ď LpD1q.

Beweis. (i) Es gilt f P LpDq ðñ für jeden Punkt P P C ist ordP pfq ` nP ě 0. Für f, g P LpDq ist

ordP pf ` gq ě mintordP pfq, ordP pgqu ě ´nP ,

also f ` g P LpDq.
(iii) Es gilt f P Lp0q genau dann, wenn ordP pfq ě 0 für alle P P C. Damit gilt f P OCpCq “ K.

(iv) Es gilt degpdivfq “ 0, also degpdivf `Dq “ degD ă 0 für alle f P KpCqˆ.
(v) Es sei D1 “ D ` divf für ein f P KpCqˆ. Dann ist

α : LpD1q ÝÑ LpDq, g ÞÑ f ¨ g
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ein K-Vektorraumisomorphismus, denn es gilt

g P LpD1q ðñ divg`D1 ě 0 ðñ divg`divf`D ě 0 ðñ divf ¨g`D ě 0. ðñ f ¨g P LpDq.

Damit folgt insgesamt die Behauptung. l

Proposition 17.2 Für jeden Divisor D P DivpCq und jeden Punkt P P C gilt

(i) lpD ` P q ď lpDq ` 1.

(ii) lpDq ď degD ` 1, falls degD ě ´1.

Insbesondere ist LpDq endlichdimensional.

Beweis. (i) Es gilt LpDq Ď LpD ` P q nach 17.1. Für f P LpD ` P qzLpDq gilt ordP pfq “ ´nP ´ 1.

Für f, g P LpD ` P qzLpDq ist also

ordP pfq “ ordP pgq “ ´nP ´ 1.

Sei nun t P mP Uniformisierende, d.h. es gilt xty “ mP . Schreibe

f “ u ¨ t´nP´1, g “ v ¨ t´nP´1, u, v P OˆC,P .

Für

h “ upP qg ´ vppqf P LpD ` P q

gilt

ordP phq “ ordP
`

pupP qv ´ vpP quqt´nP´1
˘

ě ´nP ,

also h P LpDq. Damit ist g P LpDq ` xfy, also

dimLpD ` P q ď dimLpDq ` 1.

(ii) per Induktion über d “ degD:

d=-1. Klar, denn es ist Lp0q “ 0.

dě 0. Sei P P C, D1 “ D ´ P . Mit der Induktionsvoraussetzung folgt lpD1q ď degD1 ` 1 “ d,

also mit (i) lpDq “ lpD1 ` P q ď d` 1. l

Satz + Definition 17.3 (Satz von Riemann) Es gibt eine Konstante γ P N0, sodass für jeden Divisor

D P DivpCq gilt:

lpDq ě degD ` 1´ γ.

Das kleinste γ mit dieser Eigenschaft nennen wir dasGeschlecht von C. Schreibe

g :“ gpCq “ mintγ P N0 | lpDq ď degD ` 1´ γu

Satz 17.4 (Satz von Riemann-Roch) Es gibt einen (bis auf lineare Äquivalenz eindeutigen) Divisor K

auf C, der sogenannte kanonische Divisor, sodass für alle Divisoren D P DivpC q gilt:

lpDq ´ lpK ´Dq “ degD ` 1´ gpCq.
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