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Kapitel I

Affine Varietaten

§ 1 Nullstellenmengen und Verschwindungsideale

Sei K ein Korper, n € N.

Definition 1.1 Eine Menge V < K" heift affine Varietdt, falls es eine Teilmenge F' € K[ X7, ..., X,]
gibt, sodass gilt
V=V(F)={zxeK"| f(xr) =0 fiir alle f € F}

Beispiel 1.2 (i) Wir definieren K" := V({0}) = V(). Damit wird K" zur affinen Varietét.
(i) Mit V({1}) = V(1) = & wird J zur affinen Varietit.

(iii) Fir jedes a = (a1, ...,a,) € K" ist {x} affine Varietét via
{a} = V(X1 —a1,..., X —ap)
(iv) Allgemeiner gilt: Jeder affine Untervektorraum des K" ist affine Varietét.

Bemerkung 1.3 (i) Aus F1 € F» folgt V(F1) 2 V(Fy).

(’Zi) Fiir f1, f2 € K[Xl, cey Xn] gilt V(flfg) = V(fl) U V(fg)
(i) Fir F < K[X1,...,X,] gilt V(F) = V((F)), wobei (F) das von F erzeugte Ideal bezeichnet.

Beweis. (i) Ist x € V(Fy), so gilt f(z) = 0 fir alle f € F». Wegen Fy < F folgt f(x) = 0 fiir alle
f e Fi,also x € V(F).
(i1) Es gilt € V(f1f2) genau dann, wenn (f1f2)(z) = 0, also fi(z) = 0 oder fa(z) = 0 und damit

zeV(fi) v V(fa).
(iii) 7 27 folgt aus (i) mit F' < (F'). Fiir die andere Inklusion wihle z € V(F') und f € (F'). Schreibe

.
f=>Yaifi, aieK[Xy,... X,] fieF
i=0

Dann ist

f@) = 3 ai(@)fiw) = 0

=0

und damit x € V({F). O
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Folgerung 1.4 Sei V < K" affine Varietét.
(i) Dann gibt es ein Ideal I <K[X7,...,X,] mit V = V(I).
(ii) Dann gibt eses fi,..., fr e K[ X1, ..., X, mit V =V (f1,..., fr).

Beweis.
(i) Fir V = V(F) wahle I = (F).
(ii) Folgt aus dem Hilbertschen Basissatz. O

Bemerkung + Definition 1.5 (i) Sei R (kommutativer) Ring (mit 1) und I < R ein Ideal. Dann
heifst
VI:={feR| esexistiert n € N mit f e I}

das Radikal von I.
(ii) /T ist Ideal.
(iii) I heikt Radikalideal, falls T = +/T.
(iv) Jedes Primadeal ist Radikalideal.
(v) nZ ist Radikalideal genau dann, wenn n quadratfrei ist, d.h. v,(n) € {0,1} fiir alle p € P.
(vi) Fiir jedes Ideal T < K[X7,...,X,] gilt V(I) = V(VI).

Definition + Bemerkung 1.6 Sei V < K".

(i) Das Verschwindungsideal von V ist
I(V):={feK[X1,...,X,] | f(z) =0 fiir alle z € V}

(i) I(V) < K[X3,...,X,] ist Radikalideal.

Beweis. (i) Folgt aus (f + g)(z) = f(x) + g(z) und (h- f)(z) = h(z)f(x).
(ii) Folgt aus f(z) = f(f(... f(z)...)) = f(x)%
(iii) Klar. O

Beispiel 1.7 (i) (@) = K[X1,..., X,].
(ii) I(K™) = {0} genau dann wenn (!) K unendlich ist.
(iii) Fiir n = 2 betrachte V = {(0,0)} < K2. Dann ist

I(V) = {f = > ai; XY

i=1j=1

ao,o = 0}

Proposition 1.8 Seien V, Vi, Vo affine Varietiten in K. Dann gilt

(i) V(I(V)) =V.
(ii) Vi < Va genau dann, wenn 1(Vy) 2 1(Va).

Beweis. (i) "2" Klar.
"c" Sei V = V(I') fiir ein Ideal I' < K[Xy,...,X,,]. Dann ist I’ € I(V), denn fiir f € I’ ist
f(z) =0firallex e V=V(I'), also V(I') 2 V(I(V)).
(ii) Folgt aus (i) und 1.2. 0
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Bemerkung 1.9 Frage: Gilt auch I(V (1)) = I fir ein Radikalideal? Antwort: Nicht uneingeschrinkt!
Betrachte

I=(X?+1)eK[X]

Dann ist fir K =R V(I) = &, also I(V(I)) = (&) = R[X].
Gehen wir dagegen in einen algebraisch abgeschlossenen Kérper, z.B. C dber:
Dann ist V(I) = {i,—i}, also

I(V(I) =(X =iy n{X +iy=(X? +1).
Unser Ziel soll es also sein, zu zeigen, dass dies allgemein in algebraisch abgeschlossenen Kdrpern gilt.

Definition + Bemerkung 1.10 Sei V < K" affine Varietét, I(V') das Verschwindungsideal.
(i) Wir definieren die affine Algebra bzw. den affinen Koordinatenring zu V als

AWV) = K[X1,.... X,] /1(V)

(ii) A(V) ist eine endlich erzeugte, reduzierte K-Algebra, d.h. A(V) enthélt keine nilpotenten Ele-
mente, d.h. fiir a # 0 gilt a? # 0 fiir alle d € N.

(iii) Ist V' < V affine Varietét, so erhalten wir einen surjektiven Homomorphismus von K-Algebren
p: A(V) — A(V).

Beweis. (i) Sei a € A(V) mit a # 0 und a? = 0 fiir ein d > 1. Wihle f € K[X3,...,X,] mit f =a
in A(V). Dann ist f? € I(V), denn f4 = % = a? = 0, und damit auch f € I(V), da I(V
Radikalideal ist. Dann gilt a = 0, also ein Widerspruch.

(iii) Wegen 1.6 ist I(V’) 2 I(V'). Mit dem Homomorphiesatz erhalten wir eine Faktorisierung

K[X1,..., X,] AV
\ /
A(V)
welche den gewiinschten Homomorphismus liefert. O

§ 2 Die Zariski-Topologie

Es sei K ein Korper, n € N.

Definition + Bemerkung 2.1 (i) Die affinen Varietéten in K" bilden die abgeschlossenen Mengen

einer Topologie auf K",
(ii) Diese Topologie heifst Zariski-Topologie.
(iii) Es bezeichne A™(K) den topologischen Raum K™ mit der Zariski-Topologie.

Beweis. Wir rechnen die Axiome einer Topologie nach.

(1) Per Definition sind K™ = V(0) und & = V(1) affine Varietéten.
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(2) Seien V; =V (I1),V, = V(I3) affine Varietéten.

Beh. (a) Es gilt V(L) C Vi u Vs © V(Lo 1) '@ V(LD).

Dann gilt an jeder Stelle Gleichheit und damit ist auch Vi u V5 affine Varietét.

Bew. (a) Es gilt
(i) 112 € I1 n Iy, also V(I113) 2 V(11 n Io).
(ii) Esist Iy n Iy € Iy, also Vi, € V(I1 n Iy) fir k € {1,2}, also auch V; u Vo € V(I n I5).
(i) Sei x € V(I113), ohne Einschrankung x ¢ V4. Zu zeigen: x € V5.

Da x ¢ Vi, gibt es ein f € I1, sodass f(x) # 0. Sei nun g € I». Nach Voraussetzung ist

dann

0=(f9g)(z) = f(z) g(x)

und damit g(x) = 0. Dies impliziert z € V{I3) = V2.
(3) Seien fiir eine beliebige Indexmenge J V;, i € J affine Varietéiten, es gelte V; = V(I;). Dann ist

v (Ur)=r((Um) =+ (3)

ebenfalls affine Varietét, was zu zeigen war. O

Beispiel 2.2 Betrachte n = 1. Dann ist V < A!(K) abgeschlossen genau dann, wenn V' = A!(K) oder
V endlich ist. Insbesondere ist A'(K) damit nicht hausdorffsch.

Beispiel 2.3 Ist K endlich, so ist die Zariski-Topologie auf K" die diskrete Topologie.

Proposition 2.4 Sei K unendlich. Dann ist A™(K) nicht hausdorffsch.

Beweis. Siehe Ubung.

Proposition 2.5 Fir f e K[Xy,...,X,] sei
D(f) :={zxe K" | f(z) # 0} = K"\V ()

Dann bildet die Familie {D(f)} fek(x,.....x,] ¢ine Basis der Zariski-Topologie auf A" (K).

Beweis. Sei U < A™(K) offen. Es ist zu zeigen, dass U eine Menge D(f) fiir ein geeignetes f enthilt.
Offenbar ist V' := K™\U abgeschlossen, also eine affine Varietdt. Dann schreibe V' = V() fiir ein Ideal
I <9K[Xq, ..., Xn]

Sei nun 2 € U. Da x ¢ V existiert ein f € I(V), sodass gilt f(z) # 0, also x € D(f). Da f € I, gilt
(fy<1,also V(f) 2V (I) =V und damit D(f) < U, was zu zeigen war. O

Definition + Bemerkung 2.6 Fiir jede affine Varietit V' < A™(K) heift die Spurtopologie ebenfalls
Zariski-Topologie.
Fir fe A(V)\K sei

D(f):={zeV | f(z) # 0}

Dann ist die Familie {D(F)} teavyx offen und eine Basis der Zariski-Topologie.
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§ 3 Irreduzible Varietaten

Definition 3.1 Sei X ein topologischer Raum.
(i) X heifst reduzibel, falls es echte abgeschlossene Teilmengen V, W < X gibt mit V o W = X.
(ii) Ist X nicht reduzibel, so heifft X drreduzibel.

(iii) Eine maximale irreduzible Teilmenge von X heifst irreduzible Komponente.

Beispiel 3.2 Sei X ein Hausdorffraum. Dann ist X irreduzibel genau dann wenn |X| < 1, also X €

{{pt}, &}

Beweis. Seien z,y € X, x # y und U, U, offene Umgebungen von z,y mit U, n U, = . Dann sind
Ve i= X\Uy, V,, := X\U, abgeschlossene Mengen mit

Vo UV, = (X\Us) U (X\U,) = X\(Uz 1 U,) = X

Bemerkung 3.3 (i) Sei X topologischer Raum, V < X irreduzibel. Dann ist auch V irreduzibel.

(ii) Irreduzible Komponenten sind abgeschlossen.

Beispiel 3.4 (i) Sei K unendlicher Kérper. Dann ist A"(K) irreduzibel fiir alle n € N.
Beweis. Sei A"(K) = V(I;) u V(I2) mit I; # {0) # I5. Dann gilt nach Bemerkung 2.1

A"(K) =V (L) v V(ly) = V(1)

Wihle also f € I)\{0}, g € I5\{0}. Dann gilt fir alle x € K" (f - g)(x) = 0, also f-g = 0, ein
Widerspruch zur Nullteilerfreiheit.
V(X -Y) € A%(K) ist reduzibel mit V(X -Y) = V(X) u V(Y).

Satz 3.5 Sei V < A"(K) affine Varietit, V # . Dann gilt
V st irreduzibel << I(V) QK[Xy,...,X,] ist Primideal

Beweis. "=" Seien f,g € K[X1,...,X,] mit fg € I(V), ohne Einschrankung f ¢ I(V). Dann gibt
es x € V mit f(xz) # 0, das heift es gilt V' & V(f), nach Voraussetzung aber V- < V(fg) =
V(f) v V(g). Damit ist

VAaV())u(VaVig) =V

Da V aber irreduzibel ist und V n V(f) # V, muss gelten V n V(g) = V, also V(g) < V und
damit g € I(V).

"<" Sei V = V1 U Vs ein Zerlegung von V in zwei abgeschlossene Teilmengen Vi und V5. Dann ist
Vi =V(L),Va = V(1) fur Ideale I, s < K[X1,...,X,]. Sei ohne Einschrankung V' # V;, also
V € V(I). Dann gibt es x € V, f € 1 mit f(x) # 0, also f ¢ I(V). Zeige also V' < V(I3). Hierfiir
geniigt zu zeigen Iy < I(V).
Sei nun g € I. Dann ist fg € I1I5. Wegen V =V, u Vo, also V =V (I1) u V(I2) = V([113), gilt
LI, < I(V),also fge I(V). Da I(V) prim ist und f ¢ I(V), gilt g € I(V') und damit I, < I(V).
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Satz 3.6 Sei V < A™(K) affine Varietdt. Dann gilt
(i) V ist endliche Vereinigung irreduzibler Varietdten.
(i) Gilt V. =Vi u...u V. mit irreduziblen Varietiten Vi,...,V, und V; & V; firi # j (das heifst,

kein V; ist iberflissig), so sind die V; die irreduziblen Komponenten von V', also insbesondere

eindeutig.

Beweis. (i) Definiere

B := {V]| V ist nicht endliche Vereinigung irreduzibler Varietéten }
Z:={I(V)|VeB}

Zu zeigen: B, 7 sind leer.

Angenommen Z # ¢J. Dann enthélt Z ein maximales Element Ip, denn K[X,...,X,] ist
noethersch, also wird jede aufsteigende Kette von Idealen stationér. Schreibe Iy = I(Vj) mit
Vo € B. Vp ist reduzibel, schreibe also Vj = V4 u V5 mit abgeschlossenen Mengen V7 < Vj 2 Vs,
also gilt dann I(V) 2 Iy < I(V2). Da Iy maximal ist, ist I(V1), I(V2) ¢ Z und damit Vi, Vs ¢ | B.

Per Definition sind dann also V7, V5 darstellbar als endliche Vereinigungen irreduzibler Varietéten:

Vi = Lnj Ui, Vo= G U;
=1 i=n+1

Damit ist aber V endliche Vereinigung von irreduziblen Komponenten, also V' € B, ein Wider-
spruch zur Voraussetzung.
Zeige zunidchst die Eindeutigkeit. Sei hierfiir W < V irreduzible Komponente. Zu zeigen: W = V;
fiir ein 1 < ¢ < r. Schreibe .
W=WnV=|]WnW)
~

i=1 abgeschlossen

Da W irreduzibel ist, gilt bereits W n'V; = W, also W < V; fiir ein 1 < i < r. Da aber auch V;
irreduzibel ist, gilt W = V;.

Zeige nun, dass Vi,...,V, irreduzible Komponenten sind. Sei 1 < ¢ < r. Dann existiert eine
irreduzible Komponente W von V mit V; € W, also W = Vj fiir ein j € {1,...,r}. Also erhalten
wir V; € V; und wegen V; & V; dann ¢ = j und schlieblich W = V;. Damit ist V; irreduzible

Komponente.

Folgerung 3.7 Sei V < A"™(K) affine Varietdt, I = I(V) ihr Verschwindungsideal und A(V) :=
K[X1,..., XnN] /I(V) := K[V] ihr affiner Koordinatenring. Dann gilt

(1)
(i)

K[V] hat nur endlich viele minimale Primideale.
In K[X1,...,X,] gibt es nur endlich viele Primideale, die I umfassen und minimal mit dieser

Eigenschaft sind.

Beweis. (i) Folgt aus (ii), denn (surjektive) (Ur-)Bilder von Primidealen sind wieder Primideale.

(if)

Ist p S K[X3,..., X,] prim sodass p 2 I und minimal mit dieser Eigenschaft. Dann ist V(p) <
V(I) irreduzible Komponente und nach 3.5 ist die Anzahl dieser endlich.
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§ 4 Der Hilbertsche Nullstellensatz

Satz 4.1 (Hilbertscher Nullstellensatz) Sei K algebraisch abgeschlossener Korper, n € N.
(i) Fir jedes Ideal {0} # I <K[X1,...,X,] st V(I) # &.
(i4) Fiir jedes Ideal I QK[X1, ..., X,] ist I(V(I)) = V1.

Satz 4.2 (Algebraische Version des Hilbertschen Nullstellensatzes) Sei K Kérper, n € N, m<K[ X7, ..., X, ]

ein mazimales Ideal. Dann ist L := K[X1,..., Xy] /m eine algebraische Korpererweiterung von K.

Folgerung 4.3 Sei K algebraisch abgeschlossener Korper, n € N. Dann gibt es Bijektionen zwischen
folgenden Mengen:
(i) {z = (z1,...,2,) e K"}
(i1) Ideale {I, = (X1 —x1,...,Xp —xn) <K[X7..., X, ]}
(iii) Maximale Ideale {m < K[X1,...,X,]}.

Beweis. "(i)=(ii)" Klar.
"(ii)=>(iii)" Seifir z € K" ¢ : K[ Xy,..., X, ] — K, f— f(z1,...,z,). Dann ist offenbar ker(¢) = I,

und da ¢ surjektiv ist damit
K[X1, ..., X,] /I,

Il

K
"(iii)=(ii)" Sei m < K[X1,..., X, ] maximales Ideal. Mit Satz 4.2 gilt also

K[Xl,,Xn]/m ~ K

Sei nun
¢:K[Xy,..., X,] — K[X1,..., Xn] /m =K
die Restklassenabbildung, z; := ¢(X;). Dann gilt m = ker(¢) und m = I,,. O
Beweis von Satz 4.1. (1) Sei I <«K[Xq,...,X,] ein echtes Ideal. Dann existiert nach Zorn’s Lemma

ein maximales Ideal I € m< K[X7,..., X, ]. Damit gilt V(I) 2 V(m). Nach Folgerung 4.3 gibt

es damit z = (x1,...,2,) € K" mit
m={(X; —x,..., X1 — 1)

und damit x € V(m) < V(I), also gerade V(I) # .
(ii) Sei I <K[X7,...,X,] Ideal. Dann gilt offenbar /T < I(V(I)). Zu zeigen ist somit I(V (I)) < v/1.
Sei also g € I(V(I)). Zeige: Es existiert d € N mit ¢? € /1. Seien dazu fi,. .., f, Erzeuger von
I und
J < K[X1,..., X, Y]

das von fi ..., f;, und dem Polynom gY — 1 erzeugte Ideal.
Beh. (a) Esgilt V(J) = &.
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Bew. (a) Sei das Tupel (z1,...,2n,y) := (2/,y) := xz € V(J). Dann gilt fiir alle i € {1,...,m}
0=fi(z) = fi(a') == a'eV(I)
Da g e I(V(I)), gilt g(z') = 0, denn 2’ € V(I). Dann folgt wegen g(z’) = 0
0= (g — (@) = (g(a)Y (@) = 1) = g(a’)- Y —1 = -1,

ein Widerspruch. Also gilt V(J) = .
Damit folgt J = K[X7, ..., X,], also insbesondere 1 € .J. Schreibe

1= Ybifi+c (g¥ —1),  biceK[Xy,..., Xy, Y]
i=1

Betrachte nun den Ring

R:=K[X1,....Xn] /(gv — 1) =2K[X4,..., X,] B}

Fiir die Isomorphie betrachte den surjektiven Ringhomomorphismus

1 Xi— X;
¢ K[Xy,...,. X, Y] —K[Xy,...,X,] ||,
g Y — 1
g
Fiir diesen gilt
1
ker(¢) = < {Y = } =Y - 1)
g
In R gilt
m m -
L= Y bifi+clgV —1) = > bifs
i=1 =1
Schreibe
& N oeogti 4 gl 4+ 4 ey, Ci
bi= ¢ )3 4 4

Sei d := maxj<j<m{d;}. Dann gilt ¢? b; € K[X1,..., X,]. Schlieflich ist

was die Behauptung liefert. O

Beweis von Satz 4.2. Durch Induktion iiber n.

n=1 m = {f) fiir ein irreduzibles Polynom f € K[X] (Algebra).
n>1 Angenommen LL/K ist nicht algebraisch. Dann ist ohne Einschrankung X; transzendent iiber K,
x; := X;. Dann ist
K(X) = Quot(K[X]) 2 K(z1) € L
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Weiter wird L iiber K(z1) von zo,...,z, erzeugt. Damit ist
L =~ K(z1)[X2,..., Xn] /m/

fiir ein maximales Ideal m’ <« K(x1)[Xo, ..., X,]. Per Induktionsvoraussetzung sind zs, ..., z,
damit algebraisch iiber K(z1), es gibt also normierte Minimalpolynome fa, ..., f, € K(z1)[X]

aus denen Gleichungen
m;—1

fz(CEl) = ﬂfznl + Z aijxg =0
j=0

mit geeigneten a;; € K(z1). Sei nun R der kleinste Teilring vom K(z1), der K[z;] und alle a;;
enthélt. Dann sind z9, ..., z, ganz iiber R, also L/R eine ganze Ringerweiterung. Wir erhalten:
(1) R ist kein Korper, da K[z1] unendlich viele Primelemente enthélt, R aber nur endlich viele
Primfaktoren als Nenner enthilt.
(2) Jedes a € R\{0} besitzt ein Inverses in R. Offenbar ist 1 in L enthalten. Andererseits ist
ganz iiber R, das heifst es existiert eine Darstellung

0 B -

j=0

fiir geeignete b; € R. dann gilt aber

m—1 m—1
1 = — Z bj a™’ = —a Z b; a1
j=0 j=0

und damit a € R*, womit R zum Korper wird, also ein Widerspruch zu (1).

Damit war die Annahme zu Beginn falsch und x1, und damit auch L ist algebraisch iiber K. []

Folgerung 4.4 Fiir jeden Korper K und jedes n € N sei
Vo (K) :={V < K" | V is affine Varietat }
To(K) = {I SK[X1,...,X,] | I =1}
Vi=Vok : LK) — Vp(K), I~ V()
I:=1Ix:V(K)—ZI,(K), Ve—IV)
Dann gilt

K ist algebraisch abgeschlossen = <= I und V sind zueinander invers

Bemerkung 4.5 Ist K algebraisch abgeschlossen und ist V- < A™(K) affine Varietdt, so entsprechen
die Punkte in V bijektiv den mazimalen Idealen in A(V) := K[X1,..., X;] /I(V).
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§ 5 Morphismen zwischen affinen Varietiaten

Definition 4+ Bemerkung 5.1 Sei K Korper, V < A™(K), W < A™(K) affine Varietéten.
(i) Eine Abbildung f : V. — W heifst Morphismus, falls es Polynome fi,..., f;m € K[X1,..., X,]
gibt mit f(x) = (fi(x),..., fm(z)) fir alle z = (x1,...,2,) € V € K"
(ii) Jeder Morphiums f : V — W ist die Einschrinkung eines Morphismus f : A"(K) — A™(K).
(iii) Ein Morphismus f : V' — W heiflt Isomorphismus, falls es einen Morphismus g : W — V gibt
mit fog=idy und go f = idy.

(iv) Die affinen Varietdten bilden zusammen mit den Morphismen eine Kategorie Aff(K)

Beispiel 5.2 (0) Die Identitét
idgn k) : A"(K) — A"(K), (1, ) — (21, ..., xp)

ist ein Morphismus mit f; = X;.

(i) Weitere Morphismen sind
Einbettungen: A™(K) — A"T™(K), (z1,...,2n) — (1,...,7,,0...,0)
Projektionen: A"T™(K) — A™(K), (21,...Tnim) — (21,...,75)
Vertauschungen: A"(K) — A™(K), (z1,...,2Zn) = (To(1)s -+ To(n))s 0 € S

(ii) Jedes f e K[X1,...,Xy] ist ein Morphimsus f : A"(K) — A(K).
(iii) Sei V = AYK), W = V(Y2 — X3) < A%(K). Definiere

f:vVv—Ww, 93»—>(:c2,x3)

Dann ist f ein Morphismus. Aufserdem ist f bijektiv mit Umkehrabbildung

ISANSS

z#0
0 =0

g(r,y) =

denn es gilt
3,3

faten =£(4) = (55) = (55) - e

guw»=g@%ﬁ)=<ﬁ):x

x2
Aber: g ist kein Morphismus (und f damit kein Isomorphismus), falls K algebraisch abgeschlossen

ist, denn andernfalls gébe es ein Polynom h € K[ X, Y] mit A(X,Y) = %, also
X -h=YeIW)=IV{Y?-X3)=((?-X3

und damit X -h—Y = H - (Y2 — X?3) fiir ein H € K[X,Y] 4.
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(iv) Sei char(K) = p > 0. Dann heifst
f:A"K) — A"(K), (x1,...,2p)— (fo, NS
Frobenius-Homomorphismus. Es gilt: f ist injektiv, denn fiir 2P = yP gilt
O=aP—y=(x—y)? = z—y=0 = =y

[ ist surjektiv, falls K enthalten ist in F, (im Allgemeinen jedoch nicht!). Damit sind die Fix-

punkte unter f gerade jene, deren Koordinaten alle in ), liegen, also
flz)=2 <= zel, firz=(r1,...,75)

Bemerkung 5.3 Morphismen affiner Varietiten sind stetig beziiglich der Zariski-Toipologie.
Beweis. Seien V < A™(K), W < A™(K) affine Varietdten und f : V. — W ein Morphismus. Zeige,

dass das Urbild abgeschlossener Mengen wieder abgeschlossen ist.

Sei Z < W abgeschlossen. Dann ist Z auch abgeschlossen in A™(K), also existiert ein Ideal
J < K[Xy,...,X,]

mit Z = V(J). Zeige: Z ist abgeschlossen, also affine Varietat.
Beh. (a) Esgilt f~1(Z)=V({[) mit I = {go f | ge J} <K[Xy,..., X,]. Dazu:
Bew. (a) Zunichst sehen wir ein

AMK) L A™(K) £ AL(K)

Damit ist g o f : A"(K) — A(K) Morphismus, also gerade go f € K[X7,..., X,]. Nun gilt

refU2) = f@)eZ = g(f@) =0=(go f)(a) fiiralle g J
— h(z)=0firalle hel
— zeV()

also gerade die Behauptung. 0

Bemerkung 5.4 Fir jede affine Varietit V< A™(K) bilden die Morphismen V. — A'(K) eine
K-Algebra K[V]. Es gilt
K[V] = K[Xy,....,X,] /1(v) = A(V)

Beweis. Offenbar ist Mor(V, A'(K)) eine K-Unteralgebra von Abb(V,K). Weiter ist die Abbildung
¢:K[Xy,.... Xp] — K[V], [~ flv
surjektiver Homomorphimus mit ker(¢) = I(V), also
K[V] =~ K[X1,...,Xa] /1(V),

was zu zeigen war. ]
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Proposition 5.5 Seien V < A"(K), W < A™(K) affine Varietdten.
(i) Fiir jeden Morphismus f:V — W ist die Abbildung

f#:K[W]—>K[V], g—gof

ein Homomorphismus von K-Algebren.
(i) Die Abbildung
o : Mor(V, W) — Homg (K[W],K[V]), f— f*

ist bijektiv.

Beweis. (i) go f ist als Komposition von Morphismen ein Morphismus go f: V — A"(K) und es
gilt
(g1+g2)of=giof+gaof

usw. (diese Eigenschaften kennen wir bereits lange). Damit ist f# Homomorphismus.
(ii) Offenbar ist die Abbildung mit (i) wohldefiniert. Fiir die Bijektivitat zeige
injektiv. Seien f1, fo € Mor(V, W) mit fl# = f2#, also gof; = gof fiir alle g € K[W]. Insbesondere

erhalten fiir die Projektionen p; anstelle von g fiir alle 1 <i<m
picfi=piofo = fu=Jfu — fi=/

surjektiv. Sei ¢ : K[W] — K[V] Homomorphismus von K-Algebren, also ¢ € Homg (K[W], K[V]).

Definiere

f:V—A"K), 2= (6(p1)(2),...,d(pm)(@))

Zeige nun

Beh. (1) f(V)c W.

Beh. (2) f7 = ¢.

Dann ist f ein Urbild von ¢ und die Behauptung folgt.

Bew. (2) Fiirie {1,...,m} gilt f#(p;) =p;io f bef &(pi). Da die p; die K-Algebra K[W]
erzeugen, gilt f# = ¢.

Bew. (1) Zu zeigen ist f(V) € V(I(W)) € W. Sei also x € V und g € I(W) und zeige
9(f(2)) = (90 )(@) = 0. Sei daz

¢ K[X1,..., Xm] — K[X1,..., X,]

ein Homomorphismus, der die X; abbildet auf eine Reptésentanten von ¢(p;) fir 1 <

1 < m. Genauer, betrachte

-

K[X1, ..., Xpn]
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Es gilt ¢(I(W)) < I(V), also ¢(g) € I(V). Damit erhalten wir
0=0(9)(x) = g(e(P1)(),- -, d(pn)(x)) = (g0 f)(z)
und damit die Behauptung. ]

Folgerung 5.6 Die Zuordnung V. — K[V] ist ein kontravarianter (=richtungsumkehrender) und

volltreuer (=bijektiver) Funktor via
® : Aff(K) — K-Algrd

® ist ein Morphismus auf Objekte:

Fiir f € Mor(V, W) ist
B(f): B(W) = K[W] — K[V] = &(V), g—gof=f*
®(id) = id = id*
B(fr0 fi) = (fao 1)* = ff o 1 = (1) 0 B(f)

Das heiftt, wir haben kommutative Diagramme

f1 g
Vv w K[Z] K[W]
#
faofi f2 (faof1)# f
Z K[V]

Bemerkung 5.7 Seien V,W affine Varietditen tiber K und
¢ K[W] — K[V]

ein Homomorphismus von K-Algebren. Ist f : V. — W der zugehérige Morphismus (also f# = ¢), so
gilt fiir jedes x € V:
My = ¢ ' (mg)

Beweis. Es gilt

also

67\ (m,) = (he K[W] | pohem,} = {he K[W] | h(f(x)) = 0} = myq,

was zu zeigen war. ]
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Beispiel 5.8 Betrachte die Abbildung
fAYK) — V(Y2 - X3) c AYK), - (2223

Dann ist
KX Y] iv? — X3y — K[T], X T4Y - 713

Offensichtlich ist f# Homomorphismus. Aber: Kein Isomorphismus, denn f# ist zwar injektiv (nach
Konstruktion), aber nicht surjektiv, da T ¢ Bild(f#).

Bemerkung: Bei Ubergang in den Quotientenkérper existiert die Fortsetzung f#, da (X? - Y3) prim
und damit K[X,Y] /¢(y2 — X3} nullteilerfrei ist. Hier gilt 7' = f# (1), f# ist also Isomorphismus.

Satz 5.9 Sei K algebraisch abgeschlossener Kérper. Dann ist
D AFK) — K-Al™, Vo K[V]
eine Aquivalenz von Kategorien, das heifit, es existiert ein Funktor
i} :Mmd _ ﬁK

sodass ® oW und Vo ® (als Funktoren) isomorph zur Identitat sind.

Beweis. Sei A endlich erzeugte, reduzierte K-Algebra und aq,...,a, Erzeuger von A als K-Algebra.
Dann gibt es einen surjektiven Homomorphismus von K-Algebren
F:K[Xl,...,Xn]—>A, Xi'—>ai

Setze V := V (ker(n)). Dann ist

K[V] = K[X1,..., Xu] /I(V (ker(r)) "2° K[X1, ..., Xn] /ker(r) = A

§ 6 Regulare Funktionen

In diesem Paragraph sei K stets ein algebraisch abgeschlossener Korper.

Bemerkung 6.1 Sei V < A"(K) affine Varietat, h € K[Xy,..., X,]. Dann gilt
he (K[V])* <= VMh)nV=¢g

Beweis. Wir erhalten folgende Kette von Aquivalenzen:
VAv(h) =VUIV)+W) <@

<= HNS: [(V) + (h) = K[Xq,..., X,]

< 1= f+ghfirein feI(V)und ge K[Xy,...,X,]
< 1=gh mod K[V]

— he (K[V])™.
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Definition 6.2 Sei V < A"(K) affine Varietédt, U < V offen, z € U.
(i) Eine Abbildung f : U — K heifit reguldr in x, falls es eine offene Umgebung U, < U von x und
g, h € K[V] gibt, sodass fiir alle y € U, gilt

h(y) #0 und f(y)=@

(ii) f heifst reguldr auf U, falls f regulér in z ist fiir alle x € U.

(iii) Die Menge der reguldren Funktionen auf U
Oy(U) :={f:U — K| f ist reguldre Funktion auf U}

ist eine K-Algebra.
(iv) Die Einschréankung
pu :K[V]— Ov(U), [~ flu

ist ein Homomorphismus von K-Algebren.

(v) pu ist injektiv genau dann, wenn U dicht in V' ist.

Beweis von (v) "<" Sei f € ker(py), also f|y = 0. Dann gilt U < V(f), und da V(f) abgeschlossen
ist also auch U < V(f). Da U dicht in V ist erhalten wir V = U < V(f) und damit f = 0 in
K[V].

"=" Angenommen es gelte U # V. Wihle z € V\U. Da V(I(U)) = U, existiert f € I(U) mit f(z) # 0.
Damit ist f # 0 in K[V] mit f|y = py(f) = 0, also ist py nicht injektiv.

Beispiel 6.3 (i) V = AY(K), U = A'(K)\{0}. Dann ist + € Oy (U). Setze dafiir g(y) = 1 und
h(y) = X.
(i) V =V(Y? - X?), U = V\{(0,0)}. Dann ist ¥ € Oy (V).
(i) V = A™(K), f € K[X1,...,X,]. Dann ist + € Oy(D(f)).

Proposition + Definiton 6.4 Fiir jede affine Varietat V < A™(K) ist die Zuordnung U — Oy (U)
fiir alle U < V offen eine Garbe von Ringen auf V. Das bedeutet im Einzelnen:

(i) Fiir offene Teilmengen U’ € U < V ist
pir: Ov(U) — Ov(U"), f = flur
ein Homomorphismus von K-Algebren und es gilt fiir U” < U’ < U < V offen:
phn = pim © P

(ii) Sei U € V offen, (U;)er offene Uberdeckung von U. Dann gilt
(1) Fir feOy(U)ist f =0 — pgl(f) =0 fir allei e I.
(2) Ist fir jedes i € I ein f; € Oy (U;) gegeben, sodass

; U; . .o
pgszj(fi) = pUszj(fj) fir alle 4,5 € I

so gibt es f € Oy (U) mit f; = pgi(f) fiir alle 7 € 1.
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Proposition 6.5 Sei V < A"(K) affine Varietit. Dann gelten folgende Endlichkeitsaussagen:

(i) Jede absteigende Kette von abgeschlossenen Teilmengen von V wird stationdr, d.h. V' ist noether-
scher topologische Raum.
(ii) Jede offene Uberdeckung von V besitzt eine endliche Teiliiberdeckung, d.h. V ist kompakt.
(iit) Jede offene Teilmenge von V ist kompakt.

Beweis. (i) Sei Vi = Vo 2 V3 2 ... abgeschlossen in V, d.h. V; = V(I;) mit Idealen I; < K[V]
fir all j € I. Aus V; 2 V4 folgt I; < I, also ist Iy < Iy < I3 < ... absteigende Kette von
Idealen. Da K[V] noethersch ist, wird wird die Kette der Ideale stationér, so auch die V.

(ii) Folgt unmittelbar aus (iii).
(iii) Sei (U;)ier offene Uberdeckung von U < V offen. Angenommen, es gibt eine Folge (Uy)ren <

(Ui)ier mit
k k B
JUn#U wnd Upn g |JUn fAGEralle keN.

n=1 n=1
FAEr i
Vi:i=V\ | Un
n=1

ware V3 2 Vo 2 ... eine nicht stationdr werdende, absteigende Kette von abgeschlossenen Teil-

mengen, ein Widerspruch zu (i). O

Satz 6.6 Sei V < A"(K) affine Varietdit, f € K[V]\{0}. Dann ist

wobet K[V die Lokalisierung von K[V] nach den Potenzen von f bezeichne, also gerade

g
K[V]f = {fd | geK[V], d> 0}
Dabei gilt, da K[V] nicht notwendigerweise nullteilerfrei ist

%:% — fd(glfdz—ngdl>=0 fir eind =0

Insbesondere erhalten wir fir f =1

Beweis. Definiere
a:K[V]y — Ov (D(f), 5~

Zeige nun, dass a der gewiinschte Isomorphismus ist.

wohldefiniert. Seien dafiir fur dy,ds = 0, g1, 92 € K[V]

% = % in K[V] <= fd (glfd2—92fd1) =0flireind=>=0
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Damit gilt fiir alle y e V
F) (g W) f W)™ = 2() f(y)™) =0,

wegen der Nullteilerfreiheit von K also

a2 — p@) )t =0 — fl ) -

injektiv. Sei

% € ker(a) < a(ﬁ(y)) = fg((;))d =0 fir alle y € D(f)

Dann ist g(y) = 0 auf ganz D(f), also g € I(D(f)) und somit f-¢g = 0 auf V. Dann gilt

_ 9_"Y
flg-1=1:0)=0 = T =1

und somit g = 0. Folglich ist « injektiv.
surjektiv. Sei g € Oy (V). Finde g € K[V]f mit a(g) = g.
Fiir jedes x € D(f) gibt es offene Umgebungen U, € D(f), gz, hy € K[V], sodass gilt

g(y) = fiir alle y € U,

Setze g;i := gu,;, hi 1= hy,, U; := Uy, fiir alle 1 < i < m. Wegen U; € D(h;) ist mit Komplementbildung
| D)
=1

)

IN

D(f) = GUi

und damit
N V(hl-)) = \/h1,... hn)
=1

1=

Folglich finden wir d € N mit
i = Z bih; fiir geeignete b; € K[V]
i=1

Sei "
§:= Y bigieK[V]
i=1
Dann gilt fir 1 < j <m und y € U;:

j jd :ibzhz eh.(i Z’ibllh] ~ -
9(y) = ,glj((g Ezgj;d;((g =& Zhjfld (y) LW (Zhljfdg)( = I 9(y)
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Es bleibt zu zeigen:
9 ( > bihi> = <Z bin‘) h;
i=1 i=1

also g;hj = g;h; auf ganz U;, nicht nur auf U; n U;. Dafiir

Beh. (1) Ohne Einschrénkung ist g;h; = g;h; in K[V].

Beh. (2) Ohne Einschrénkung ist U; = D(h;).

Nun folgt die Behauptung des Satz.

Bew.(1) Aus Beh. (2) folgt g;h; = gjh; auf U; n Uy, also gerade D(h;) n D(hj) = D(h;hj).Weiter gilt

hihj(gih; — gjhi) = 0 auf K[V] ()

Setze
Dann wird (x) zu

und es gilt
=2 auf U; 0 U;

wobei U; = D(h;) und D(h;) = Uj, also folgt die Behauptung.
Bew. (2) Es gilt U; < D(h;). Es bilden die {D(h) | h € K[V']} eine Basis der Zariski-Topologie, d.h.
es existiert h € K[V] mit x; € D(h) und D(h) € U;.
= D(h) € D(h;) = V(h) 2V (h;)
= helI(V(h))=h.
Damit finden wir d € N, sodass gilt

ht=a-h; fir ein a € K[V]

Ersetze nun g; durch g; - a, h; durch ht=q- hi, U; durch D(h;) und setze g;, iLZ wie oben. Dann
gilt fiir y € D(h)

es folgt die Behauptung. O

Proposition 6.7 Seien V < A™(K), W < A™(K) affine Varietiten, f : V — W ein Morphismus,
U < W offen. Dann ist
ff: Ow(U) — Ov(fHU)), g—gof

ein Homomorphismus von K-Algebren.

Beweis. Zu zeigen ist: go f € Oy (f~1(U)). Seien dazu g € Ow (U), v € f~1(U), y = f(z) € U. Nach
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Voraussetzung gibt es eine Umgebung U, < U von y, sodass

Y

Fiir z € f~4(U,) < f~1(U) ist dann

. f#(gy) 5
&)= F#(h,)

gy(f(z)) _9y° f
hy(f(2))  hyof

mit f# : K[V] — K[V],g — g o f wie gewShnlich. Damit ist g o f reguldr auf f~1(U,) und damit

(9o f)(z) =

insbesondere in z. ]

Bemerkung + Definition 6.8 (i) Sind F,G Garben, so ist ein Garbenmorphismus ® : F — G
eine Kollektion von Morphismen ¢y : F(U) — G(U), welche mit der Einschrédnkungsabbildung
vertraglich sind.

(ii) Die Homomorphismen f# fiir U < W offen bilden einen Garbenmorphismus

f# :Ow — f:Oy, U~ (f*OV)(U> = Ov(fil(U))

d.h. fiir offene Mengen U’ < U < W ist das folgende Diagramm kommutativ:

Ow (U) Ow (U")
Fiia 7
o)
Ov(f~1(U)) ' Ov(f~1(U")

Lemma 6.9 Seien V < A™(K), W < A™(K) affine Varietaten. Dann ist eine Abbildung f:V — W
Morphismus genau dann, wenn fiir jedes offene U € W und jedes g € Ow (U) gilt: go f € Oy (f~H(U)).

Beweis. "=" Siehe 6.6

"<" Zu zeigen: p; o f ist Polynom fiir jedes i € {1,...,n}, wobei
pi : AV(K) — ANK), (z1,...,7,) — 25
die Projektionen auf die i-te Komponente ist.

Es gilt p; € Ow (U) fiir jedes offene U < W, nach Voraussetzung also auch p; o f € Oy (f~1(U)).

Dann gilt p; o f € Oy (V) £ K[V]. O

Beispiel 6.10 Sei U = A'(K)\{0}. Dann ist g := 1 € Og1(x)(U). Sei

FiU = K)o (wgla)) = (.}

Dann ist
f(U) =V(XY —1) € A% (K)
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Die Projektion
pr: A%(K) — ANK), (z,y) 2

ist die Umkehrabbildung zu f.

Definition + Bemerkung 6.11 (i) Ein offene Teilmenge U < A"(K) heilt quasiaffine Varietdt,
wenn U Zariski-offen in einer affinen Varietdat V < A™(K) ist.

(ii) Eine Abbildung f : Uy — Uz von quasiaffinen Varietéten heiftt Morphismus oder auch reguldr,
falls f stetig beziiglich der Zariski-Topologie ist und fir jede offene Teilmenge U < Us und
g€ Oy, (U) gilt: go f € Oy, (f~HU)).

(iii) Seien U; < A™(K),Us < A™(K) quasiaffine Varietdten. Dann ist die Abbildung f : Uy — Us

genau dann regulér, wenn es regulire Funktionen fi,..., f, € Oy, (Uy) gibt, sodass

flz) = (fi(x),..., fm(z)) firalle z € Uy

(iv) Die quasiaffinen Varietédten bilden zusammen mit den reguléren Abbildungen eine Kategorie, von
der Aff(K) eine volle Unterkategorie ist.
(v) Eine quasioffene Varietét heift affin (als abstrakte Varietét), falls sie isomorph zu einer affinen

Varietét, also einer Zariski-abgeschlossenen Teilmenge des A™(K) fiir ein n > 1 ist.

Beweis. (iii) Folgt aus 6.8.
(iv) Zeige dass fiir affine Varietidten die regulédren Abbildungen bereits Morphismen sind (also dass
Aff(K) eine volle Unterkategorie bildet).
Sei f:V — W regulér zwischen affinen Varietdten V und W. Mit (iii) folgt

f(z) = (fi(x),..., fm(z)) firalezeV

mit f; € Oy (V) = K[V]. Dann folgt bereits, dass f Morphismus ist. O

Bemerkung 6.12 Fir f € K[X1,...X,] ist D(f) affin als abstrakte Varietit.

Beweis. Definiere

G := f . Xn+1 —1e K[Xl,...,Xn,XnJrl]

und V := V(G) < A"TH(K).
Die Projektion

Tn+1 An+1(K) —_— AH(K), (.Tl, N >$n+1) —> (xl, e ,.Tn)

ist Morphismus mit m,11(V) < D(f). Weiter ist

6:D(f) — AT, 2 (s )

reguldr mit ¢(D(f)) € V. mp41, ¢ sind invers zueinander, also gilt D(f) = V. O
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§ 7 Rationale Abbildungen und Funktionenkorper

Sei K weiterhin algebraisch abgeschlossen.

Definition + Bemerkung 7.1 Sei V € A"(K) quasiaffine Varietét.

(i) Eine rationale Funktion auf V ist eine Aquivalenzklasse von Paaren (U, f) mit U < V offen und
dicht sowie f € Oy (U). Dabei sei

(U1, f1) ~ (U, f2) = filti~te = foltinn,

(ii) In jeder Aquivalenzklasse gibt es eine beziiglich der Inklusion maximalen Vertreter (Upaz, fmaz)-
Umaz heilt Definitionsbereich von (U, f)~. V\Unas heifit Polstellenmenge von (U, f)~.
(iii) Die rationalen Funktionen auf V bilden eine K-Algebra.
(iv) Ist V irreduzibel, so ist
Rat(V) = K(V) = Quot(K[V])

der Funktionenkdrper von V.

Beweis. (i) Zu zeigen ist lediglich die Transitivitdt: Gelte (Ui, f1) ~ (Ua, f2), (Usa, f2) ~ (Us, f3).
Dann gilt per Definition fi|v, nt,nts = f2|v,~Us~Us und damit, da Uy n Uz N Us dicht in Uy N Us
ist: fﬂUng = f3|UmU3-

(ii) Setze Unar = U(U/,f')e(U,f)~ U
(iii) klar.
(iv) Sei
f

0 K(V) — Rat(V), L <D(g), £>N

Dann ist « offensichtlich Homomorphismus von K-Algebren.

injektiv: klar.

surjektiv: Sei (U, f)~ € Rat(V). Dann ist f € Oy (U) und es existiert eine offene dichte Teilmenge
U' < U und g,h € Oy(U), sodass gilt

f:% auf U < a(%):f,

was zu zeigen war. ]
Beispiel 7.2 Sei U < V von der Form U = D(h) fir ein h € K[V]. Dann ist
Ov(D(h)) =K[V], = {Z: € Quot(K[V]) ‘ feK[V],g = hd fiirein d e NO}

Dann ist

Quot (Ov (D (h))) = Quot(K[V]n) = Quot(K[V]) = K(V),

denn es gilt

K[V] € K[V]n = K[V]gp oy = Quot(K[V]).



26 I AFFINE VARIETATEN

Definition + Bemerkung 7.3 Seien V, W quasi-affine Varietéaten.
(i) Eine rationale Abbildung f : V --» W ist eine Aquivalenzklasse von Paaren (U, f) mit U € V
offen und dicht sowie f : U — W regulédre Abbildung. Dabei gelte wieder

(U1, f1) ~ (Ua, f2) = filoinu, = Ffoloinus

(ii) In jeder Aquivalenzklasse (U, f)~ gibt es ein maximales U := Def(f). U heit Definitionsbereich.
(iii) Rationale Abbildungen f :V --» A}(K) entsprechen den rationalen Funktionen auf V.

Definition 7.4 Ein Morphismus f : V — W von quasiaffinen Varietdten heifst dominant, falls
f(V) < W dicht in W ist.

Bemerkung + Definition 7.5 (i) Die irreduziblen quasiaffinen Varietéten tiber K bilden mit den
dominanten rationalen Abbildungen eine Kategorie.

(ii) Isomorphismen in dieser Kategorie heifen birationale Abbildungen.

Beweis von (i). Sind f :V --» W, g : W --» Z dominante rationale Abbildungen irreduzibler Varie-
titen V, W, Z, so ist f~1(Def(g)) offen und nichtleer, da f dominant ist.

Damit ist U := f~!(Def(g)) dicht in V.

== U < Def(g o f), also ist g o f rationale Abbildung. O

Beispiel 7.6 (i) Sei V = V(XY) € A%(K),
f:v—)Al(K)v (way)'_)x

1
g:AYK) --» AYK), z— =

T

Dann ist f surjektiv, g ist dominante rationale Abbildung. Aber es gilt Def(go f) = VA\V(X) ist
nicht dicht in V', also ist g o f keine rationale Abbildung.
(ii) Betrachte
1 1
: A%(K) --» A%(K XY=, =
7 W) > A5, (V) (g )

o ist rationale Abbildung mit Def(o) = D(XY),0? = id als birationale Abbildung. Damit ist o
eine birationale Abbildung.

Proposition 7.7 Sei f: V — W Morphismus von affinen Varietdten und
7KVl —K[V], g—gof
der induzierte K-Algebren Homomorphismus der zwischen den Koordinatenringen. Dann gilt
7 ist injektiv <=  f ist dominant

Beweis. Beh. (1) Fir Z < W abgeschlossen gilt

(f)1(2)) = 1(f(2)) = 1(f(2))
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Bew. (1) Es gilt: g e (f#)"1(1(2))
— fHg)eI(2)
— gofel(Z)
< ¢g(f(z)) =0firalle ze Z
<= g¢g(y) =0 fiir alle y € f(2)
— g I((Z) = 1(/(2)
Damit gilt fiir Z =V wegen I(V) = 0 in K[V] mit Beh. (1):

(FH)710) = (FH) 1 I(V)) = I(F(V)) “2 1(W) = 0
Also gerade ker(f#) = {0}, also ist f# injektiv. O
Folgerung 7.8 Jede dominante Abbildung f : V --+» W zwischen irreduziblen quasiaffinen Varietéten
induziert einen Kérperhomomorphismus f# : K(W) — K(V).
Beweis. Seien V, W affin. Ist f Morphismus, so ist
7KW —K[V], gmgof

injektiv und lésst sich damit fortsetzen zu

f*RW) —K(V), §

Ist Def(f) # V, so sei g € K[V] mit D(g) 2 Def(f). Fiir h € K[W] ist dann
f#(h) = ho f € Ov(D(9)),

also induziert f einen Homomorphismus

f*K[W] — Ov(D(9)) = K[V],
D(g) ist nach 6.10 affin, mit 7.6 folgt also die Injektivitit von f#. Damit existiert die Fortsetzung

f7*K(W) — Quot(K[V]y) = Quot(K[V]) = K(V)

Satz 7.9 Ist K algebraisch abgeschlossen, so ist die Zuordnung

5 {irreduzible, quasi-affine Varietdten} { L/K endlich erzeugt }

dominante rationale Abbildungen K-Algebra Homomorphismen

1% ~ K(V)
f:V-—W 7 K(W) — K(V)

Beweis. Offensichtlich ist ® ein Funktor. Zu zeigen bleibt also noch

eine Aquivalenz von Kategorien.



28 I AFFINE VARIETATEN

(i) Zu jeder endlich erzeugten Korpererweiterung L/K gibt es V mit K(V) =~ L.
(ii) Die Zuordnung
Rat?™ (V, W) — Homy (K(W),K(V)),  f — f*

ist eine Bijektion.
zu (i) Seien x1,...,x, Erzeuger von L iiber K und A := Kl[zy,...,z,] die von den x; erzeugte K-
Algebra. A ist als solche offenbar endlich erzeugt und reduziert, da A Teilmenge eines Korpers
ist. Damit existiert eine affine Varietdt V' mit A =~ K[V]. Da A nullteilerfrei ist, ist V' sogar
irreduzibel und damit
K(V) = Quot(K[V]) = Quot(A) =L

zu (i) Es gilt
injektiv. Seien f,g:V --» W mit f# = g#. Wihle U = D(h) < Def(f) n Def(g) offen und affin.
flu und g¢|y sind Morphismen von U nach W.

Diese induzieren K—Algebren Homomorphismen
KW | — K|[U| € K(V
au I - (W] [U] < K(V)

surjektiv. Sei
a:K(W)— K(V)

ein K-Algebren Homomorphismus. Wahle Erzeuger g1, ..., g, von K[W] also K-Algebra. Fiir
jedes 1 < i < n ist a(g;) rationale Funktion auf V.

Da V irreduzibel ist, ist

() Def(a(g:)
=1

offen und affin fiir geeignete g € K[V]. Nach Konstruktion induziert « einen K-Algebren Homo-
morphismus
a:K— Opy(U) =K|[U]

Damit gilt nach 5.8 gilt dann o = f# fiir einen Morphismus f : U — W.
Da aukerdem U dicht in V ist, ist (U, f) rationale Abbildung, denn f ist dominant, da f# als

Koérperhomomorphismus injektiv ist. O



Kapitel 11

Projektive Varietaten

§ 8

Varietaten im projektiven Raum

Erinnerung 8.1 Sei K ein Korper, n € Ny.

(1)

(i)

(iii)

Der projektiven Raum ist
IP)TL(K) = K’n-‘rl /~

mat
(Zoy s xn) ~ (Yo, ---,Yn) <=  eser. \e K* mit \x; = y; fir alle0<i<n

Anschaulich sind die Elemente des projektiven Raums gerade die Ursprungsgeraden des K™+1.
Schreibeweise: Es sei (xg : ... : x,) € PY(K) die Aquivalenzklasse von (xo, ..., x,) € K*HL,
Fiir i € {0,...,n} sei

Up:={(xo:...2n) e P"(K) | 2; # 0}
Es gilt P"(K) = Uy U ... v U,. Fir ein festes i € {0,...,n} betrachte
Vi K" —P"(K), (y1,--59n) = W1 vt Liyiz1 . Yn)

Offenbar ist v; injektiv mit Bild(1;) = U;. Die Umkehrabbildung ist

(Z)Z' . UZ—>KTL, (.’L'() . :Bn) = <x0,...,$i_1,xi+1,...,xn>
Die Abbildung
pi : PHEKN\U; — IP)”_I(K), (o:eooimp) > (To: o Tjm1  Tig1 0 - Tny)

ist bijektiv. Induktiv erhalten wir
P'K)=K"uK" U  UK2UK U {0}

29
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wobet die Wahl von oo willkiirlich ist. Insbesondere gilt also
PY(K) = K U {0}

(iv) P*(R) und P(C) sind n-dmensionale Mannigfaltigkeiten.
Definition + Bemerkung 8.2 Sei K ein Koérper, n € Ng.

(i) Ein Polynom

<00
f= D i, XP. . X eK[Xo,..., X]

(40...in)eNg !

heifst homogen von Grad d = 0, falls fiir alle nichtverschwindenden Koeffizienten der Gesamtgrad
konstant ist, also

Qig..i, #0 = to+...+1,=d flralle:
(ii) Ist f € K[Xp, ..., X,] homogen von Grad d, so gilt fiir alle z = (x0, ...z,) € K" und X e K*:

FOAzo, ..., Azn) = X f (zo, ..., )
(iii) Ist f e K[Xq,...,X,] homogen, so ist die Nullstellenmenge V' (f) < P"(K) wohldefiniert.

Definition 8.3 Ein Teilmenge V' < P™(K) heift projektive Varietdt, wenn es eine Menge F < K[ X, ..., X,,]

von homogenen Polynomen gibt, sodass
V ={z = (209,...,2,) € P"(K) | f(x) =0 fiir alle f € F}
Beispiel 8.4 (i) Fiiri e {0,...,n} ist
V(X;) = PYK)\U; =~ P LK)

eine projektive Varietat.
(ii) Es gilt V(Xo,...,X,) = .

Bemerkung 8.5 Ist V < P*(K) projektive Varietdt, so ist
gbZ(V N UZ) < AN(K)

affine Varietdt fir alle i € {0,...,n}.
Beweis. Es gentigt, die Aussage fir V(f), f € K[Xp,..., X,] homogen zu zeigen, denn:
VIF) = (V) = ¢(Val)=[]aV()nl)
feF feF

Sei nun

f = f(Xo, .. ';Xz'—l, 1,XZ‘+1, ce ,Xn> € K[Xo, c. 7Xi—17Xi+1’ ce ,Xn] = K[Yl, ce ,Yn]

Beh. (1) Es gilt V(f) = ¢:(V(f) n Us).
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Bew. (1) Wir haben
"2" Sei x € V(f) n U, = (z9]...|zn). Dann gilt

T Tj— X; xr
.7317’50, ¢Z($):<O RN . 17 Z+17"'7n)

)

Also

~ T Ti_ ; T 1
f(¢z($)):f<07,,,7 1 1’17 ZJT17',‘7T'L>=df(.IQ,...,337;_1,581',{132'4_1,...,37”)=0

"c" Seinun y = (y1,...,Yn) € V(f) Dann gilt

f(y17"')yn) = f(yl)'")yi717yi+1)"'7yn) =0

Alsogilt @ := (y1: ...ty : L:yiz1: ... yn) € Ui n V(f) und ¢;(x) = y, also gerade die
Behauptung. L]

Beispiel 8.6 Betrachte V = V(X Xy — X3) < P?(K). Es gilt
do(V nUp) =V(Xe— X13)  Parabel
o1 (Vnl) =V(XeX2—1) Hyperbel
¢2(V nUy) =V(Xg— X?)  Parabel

Bemerkung 8.7 Zu jeder affine Varietit V< A™(K) gibt es eine projektive Varietit V; < P*(K) mit
bi(VinU) =V.
Beweis. Sei ohne Einschrankung V' = V(f) fiir ein f € K[Y1,...,Y,]. Schreibe
F=>f
k=0
mit homogenen Polynomen fj von Grad k fiir 1 < k < d, d = deg(f). Sei
d
Fi= Y XIFfe KW, ..., Y5, X3, Yiga, ., Yl
k=0

Dann ist F' homogen von Grad d und es gilt:
Beh. (1) Es gilt ¢:(V(F) A Us) = V(f).
Bew. (1) Wir haben
"2O" Seiy:= (y1,..-,yn) € V(f), d.hes gilt f(y) = 0. Setze

zi=Yiy) =1 iyt Liyig1:..yn) €U, di(x) = .

Dann gilt

d
F(SC) = Z Xz‘dikfk(ylv"wyn) = f(y) = 0.
k=0
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"c" Sei nun y € ¢;(V(F) nU;), d.h. es gilt y = ¢(x) mit z € V(F) n Uj.

Damit gilt . = (x1:...:@;: 1: 241 : ... @y) und

d
0 = Fx)= ), fulwr, o wn) = flar,...,x0) = f(¢i(2)) = f(v),
k=0

also y € V(f). O
Definition + Bemerkung 8.8 Sei K ein Korper, n > 1.
(i) Fir i e {1,...,n} heikt die Abbildung
DiZK[XQ,...,Xn] — K[XO,...,Xifl,XiJrl,...7Xn:| %K[Yi,...,yn],
f(xo,...,.%'n) = f(xo,...,xi_1,1,$i+1,...,xn)

Dehomogenisierung nach der i-ten Variable. D; ist als Auswertung ein K-Algebren Homomor-

phismus.
(ii) Fiir ¢ € {1,...,n} heift die Abbildung

Hi:K[Yl,...,Yn] —_— K[Yl,...,YR,XZ'] EK[XQ,...,Xn]

f:ZLofk = ZZ:oXidikfk

(i-te) Homogenisierung, wobei f; homogene Polynoms von Grad k sind. Es gilt

Hi(fg) = Hi(f)Hi(g)
Hi(f +g) # Hi(f) + Hi(g), falls deg(f) # deg(g)
(iii) Es gilt
D;o H; = idgpy,,.. v,

1

(H; o Dy)(f) = Ff’ e= Ieré%?{Xie | X2 | f,XET £}, falls f homogen.
(2

§ 9 Die Zariski Topologie auf P"(K)

Definition 9.1 Fir V < P*(K) sei I(V) < K[Xy,...,X,] das von allen homogenen Polynomen
feK[Xo,...,Xn] mit f(z) =0 fiir alle z € V erzeugte Ideal. I(V') heift Verschwindungsideal von V.

Definition + Bemerkung 9.2 (i) Ein (kommutativer) Ring (mit 1) R heifit graduiert, falls es eine
Zerlegung

0
R=@Ry
d=0

in abelsche Gruppen Ry gibt, sodass fiir alle f € Ry, g € Re gilt: f-g € Rgie.
(ii) eine K-Algebra S heiflt graduiert, wenn

n

I
@s
e

T
o
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graduierter Ring ist und Sy = K. Dies impliziert, dass die Sy sogar zu K-Vektorraumen werden.
(iii) Die Elemente in R4 bzw. Sg heifen homogen vom Grad d.
(iv) Ein Ideal in R heifst homogen, wenn es von homogenen Elementen erzeugt werden kann.
(v) Fiir ein Ideal I < R sind dquivalent:
(a) I ist homogen.
(b) I besitzt eine Darstellung

I= é([de)

d=0
(c) Fir jedes f € I mit
o0
f=> fs ficRq
d=0

gilt bereits fy € I fiir alle d € Np.
(vi) Ist I < R homogenes Ideal, so ist R /T graduiert mit

R/ =@5Rd/(RdmI)
d=0

(vii) Summe, Produkt, Durchschnitt und Radikal von homogenen Idealen sind wieder homogen.

Beweis. (v) "(a)=(b)" "2" Klar.

"c" Seien a;,i € J homogene Erzeuger von I. Es geniigt zu zeigen:

0
r-aie@Ide fir alle r € R
d=0
Schreibe "
r = }:Td, TdE.Rd
d=1

Dann gilt mit d; := deg(a;)

n
Tea; = Z raai, 1qa; € Rgyq, N 1
d=1
also gerade die Behauptung.
"(b)=(c)" Klar.
"(c)=(a)" Klar.
(vi) Fiir jedes Ideal I < R ist

ﬂ:éRd/(RdﬁI) — R/I
d=0

surjektiv, denn fiir d € Ny ist Ry — R surjektiv. Fiir den Kern betrachte

n n n

Zrd mod (RgnI) € ker(n) — Zrdel = rgel < Zrdz() mod (Rgn 1)
d=0 d=0 d=0

Damit folgt die Behauptung.

(vii) Seien Iy, I homogene Ideale, also mit homogenen Erzeugern {f;}, {g;}.
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Dann wird Iy + I von {f; + g;} erzeugt und I;I5 von {f;g;}.
Durchschnitt. Fir I; n I verwende (v)(b):

0 0 0 0
6—) Ilf\IQ ﬁRd 6—) IlﬁRd IQﬂRd @IlﬁRd)ﬂ@IQGRdzflﬁIQ
d—0 d=0 d=0 d=0

Radikal. Sei nun I homogen, x € V/I. Schreibe

n
T = Z rq, xq4€ Ry
d=0

Nach Voraussetzung existiert m > 1, sodass ™ € I, also

5 (Z dd> = 2™+ Oz
d=0

Damit gilt /" € I und somit z,, € VT und (z — z,,) € /1.
Per Induktion iiber deg(z) folgt nun die Behauptung. O

Proposition 9.3 (i) Fir jede Teilmenge V < P™"(K) ist I(V) ein Radikalideal.
(ii) Die projektiven Varietaten bilden die abgeschlossenen Mengen der Zariski- Topologie auf P™(K).
(iit) Eine projektive Varietit V ist irreduzibel genau dann, wenn I(V') ein Primadeal ist.

(iv) Jede projektive Varietdt ist endliche Vereinigung ihrer irreduziblen Komponenten.

Beweis. (i) Zu zeigen ist: 1/I(V) € I(V)
Nach 9.2 (vii) ist 4/I(V) ein homogenes Ideal. Sei also f € 4/1(V) homogen und m € N, sodass

fMel(V) = f(x)"=0firalexeV

Damit gilt f € I(V), also die Behauptung.
(ii) Folgt wie im affine Fall aus 9.2 (vii).
(iii) Wortlich wie in 3.5 mit geldster Ubungsaufgabe.
(iv) Wie in 3.6 U

Folgerung 9.4 Beziiglich der Einschriankung der Zariskitopologie von P"(K) auf U; ist die Bijektion

¢; : Uy — A™(K) ein Homo6morphismus.
Beweis. Folgt aus Bemerkung 8.4 und 8.5.

Bemerkung 9.5 Sei V < A"(K) affine Vareitit, [ = I(V) < K[X1,...,Xy] thr Verschwindungsideal
und I'* A K[Xo, ..., X,] das von den Homogenisierungen Ho(f) aller f € I erzeugte Ideal.
Dann ist V(I*) =V der Zariski-Abschluss von V in P*(K).

Beweis. Aus dem Beweis von Bemerkung 8.5 folgt V(I*) n Uy = V.

Sei V < P*(K) abgeschlossen mit V < V. Zeige V(I*) € V. Sei dazu V = V(J) fiir ein homogenes
Ideal J. Dann geniigt es zu zeigen: J < I*.

Sei dazu f € J homogen. Fiir y € V ist dann Do(f)(y) = 0, also Do(f) € I. Per Definition ist dann
Ho(Do(f)) € I*. Es gilt aber Hyo(Do(f)) = f- X, © fiir ein e > 0, es folgt also die Behauptung. O
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Definition + Bemerkung 9.6 (i) Eine Teilmenge W < P"(K) heilit quasiprojektive Varietit,
wenn W offene Teilmenge einer projektiven Varietat V < P™(K) ist.
(i) W < P*(K) ist quasiprojektiv genau dann, wenn es eine offene Teilmenge U < P"(K) und eine
abgeschlossene Menge V' < P"(K) gibt, sodass gilt W =U n V.
(iii) Die Zariski-Topologie auf einer quasiprojektiven Varietédt hat eine Basis aus (abstrakt) affine
Varietaten.

(iv) Jede quasi-projektive Varietét ist kompakt.

Beweis. (iii) Sei W < P*(K) und U < W offen. Dann ist U n U; offen fiir alle ¢ € {0,...,n} und der
Zariskiabschluss U n U; von U N U; in U; eine affine Varietét.
Nach Proposition 2.5 bilden die D(f) fiir f € K[X,...,X,] eine Basis der Zariski-Topologie
auf U n U;, d.h. es existiert f mit D(f) € U n U;. Nach 6.11 Ist D(f) isomorph zu einer affine
Varietét, es folgt die Behauptung.
(iv) Nach Proposition 6.5(iii) ist W n U; kompakt fiir alle i € {0,...,n}. Also ist

W=| |WnU;

n
=0

ebenfalls kompakt.

Definition + Bemerkung 9.7 Sei V < P"(K) projektive Varietit, V # (.
(i) Der affine Kegel von V ist definiert als

Vo= {(z0,...,2n) e K" | (zo:...:2,) e VIU{(0,...,0)}

(ii) V ist affine Varietiit. Genauer gilt: Ist V' = V(1) fiir ein homogenes Ideal I < K[X, ..., X,], so
ist V = Vag(I) die Nullstellenmenge vom I in A" (K).
(iii) Falls K unendlich ist, gilt I(V) = I(V).
Beweis.  (ii) Nach Definition ist (zo,...,z,) € V\{(0,...,0)} genau dann, wenn (g : ... : x,) € V.
Es bleibt also noch zu zeigen: (0,...,0) € Vag(I).
Ist f € I homogen, so ist deg(f) > 0, also f(0,...,0) =0.
(iii) Fiir jedes homogene f € K[ Xy, ..., X,] gilt:

fellV) — felV)

Zu zeigen ist also: I(V) ist homogen. Sei dazu

d
f= Z fi€ I(f/), fi homogen von Grad ¢
1=0

Zu zeigen ist: f; € I(V) fiir alle 0 < i < d.
Fiir jedes = = (20, ..., 2,) € V\{(0,...,0)} und jedes X € K ist (Azo, ..., Az,) € V, also

d
0= f(Azo,...,Azn) = >, N fi(z0, ..., 2n)
1=0
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Sind Mg, ..., Ag verschiedene Elemente in K, so hat das LGS

1 )\0 Ag fo($0,...,$n) 0
1 )\1 /\cli fl(xo,...,a:n) B
1 N ... )\le fa(xo, ..., zpn) 0

nur die triviale Ladsung (Vandermonde-Matrix)

fo(:ﬂo,...,xn) =...= fd(xo,...,mn) = O,
woraus die Behauptung folgt. O
Satz 9.8 (Projektiver Nullstellensatz) Sei K algebraisch abgeschlossen, n = 0. Dann gilt fiir jedes ho-
mogene Radikalideal I < K[Xo, ..., X,], I # (Xo,...,Xn):
V() =VI=1I

Das Ideal (X, ..., Xp) heifit auch irrelevantes Ideal.

Beweis. Offenbar stimmt die Aussage fiir I = K[Xo, ..., X,]. Sei nun also I ein echtes Ideal, also
Ic{Xoy...,Xn)

Seien V(1) € A"H(K) die affine und V = V,05(I) < P*(K) die projektive Nullstellenmenge von 1.
Dann ist V := Vag(I) der affine Kegel von V.
Da I #(Xo,...,Xpn), ist nach HNS V,g(I) # {0}, also V' # ¢J. Nach 9.7(iii) gilt dann

was zu zeigen war. ]

Beispiel 9.9 Es sei Fy:= V(Y2 — X3 + X) und F := Ej der projektive Abschluss von Fy in P?(K),
also
E=V(Y?’Z - X3+ XZ%

Dann gilt
E\Ey=EnV(Z)={(0:1:0)}

Es sei nun L € P?(K) eine Gerade also L = V(aX + bY + cZ), wobei (a, b, c) # (0,0,0).
Dann kann man zeigen: Unter der Bedingung, dass K algebraisch abgeschlossen ist, Tangenten doppelt

und Wendetangenten dreifach zéhlen, gilt
#(LNE)=3

Genauer folgt dies aus dem Satz von Bézout. Im folgenden mochten wir eine Gruppenstruktur auf £

definieren. Sei hierzu
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g:ExE— E, (PQ)— dritter Schnitterpunkt der Gerade durch P und Q

9

Zunichst einmal ist diese innere Verkniipfung wohldefiniert und kommutativ. Allerdings finden wir
kein neutrales Element:

Denn gébe es Py € E mit (P, Py) = P fiir alle P € E, so miissten alle Tangenten an E durch Py
gehen. Das ist offenbar falsch, weshalb fi nicht der richtige Weg ist.

Wir nehmen nun folgende Modifikation vor: Fiir ein festes Py € F definieren wir eine Abbildung
®P0:EXE_’E) (PaQ)HP®POQ:ﬂ(PO’ﬂ(P7Q))

Dann gilt:

(i) Die Verkniipfung ist wohldefiniert
(ii) Pp ist das neutrale Element der Verkniipfung, d.h. es gilt

P(—BPOPOZP fir alle Pe FE

(iii) Die Verkniipfung @®p, ist assoziativ
(iv) und kommutativ

Damit haben wir eine Gruppenstruktur auf unserer Varietét definiert. Nun stellt sich die Frage nach

Elementen endlicher Ordnung? Gibt es sie? Ja!

(i) Die drei Punkte mit senkrechter Tangente haben Ordnung 2, bilden mit Py also eine Klein’sche

Vierergruppe.
(ii) Die 8 Punkte mit Wendetangente (nur 2 sichtbar!) haben Ordnung 3.
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§ 10 Reguliare Funktionen

Definition 10.1 Sei V < P"(K) projektive Varietat und I(V') das zugehorige Verschwindungsideal
von V. Dann heifit
K[V] :=K[Xo, ..., Xu] /1(V)

homogener Koordinatenring von V. Nach 9.2 (vi) ist K[V] ein graduierter Ring.

Bemerkung 10.2 Sind F,G € K[Xq,...,X,] homogen von gleichem Grad, so ist g eine wohlbe-
stimmte Funktion aus D(G).

Definition 10.3 Sei W < P"(K) projektive Varietit, f : W — K eine Abbildung.
(i) f heikt regular in x € W, wenn es eine Umgebung U, 3 z,U, < W und homogene Polynome
F,G € K[ Xy, ..., X,] vom selben Grad gibt, sodass U, < D(G) und

fly) = =) fiir alle y € U,
(i1) f heifst reguldre Funktion auf W, wenn f in jedem x € W regulér ist.

Bemerkung 10.4 Sei W < P*(K) projektive Varietdt, f: W — K Abbildung: Dann gilt

f st requlir < flu,~rw = f o ist requldr im Sinne von 6.2 fir alle i € {0,...,n}

Beweis. "=" Sei x € W n U; fiir ein i € {0,...,n} sowie f = g in einer Umgebung U, von z und
homogenen Polynomen gleichen Grades F, G € K[ Xy, ..., X,]. Ohne Einschriankung sei U, < U,

ansonsten verkleinere U,. Auf U, gilt dann

(fo)(xy,...;xn) = =(z1:...,mi: Lixiqpr .. mpy) =

also ist f o1; reguldr im Sinne von 6.2.
"<" Seixz € WnU;sowie f = { in einer Umgebung z 3 U, € Uy, f,9 € K[Xo, ..., X;1, Xit1,..., Xp].
Sei G := H;(g), H := H;(h). Ohne Einschrankung sei deg G < deg H. Dann ist

é ~ deg H—deg G
ﬁ’ G = G . Xl g 8
reguldre Funktion im Sinne von Definition 12.2 auf U, mit f = % auf Uy. O

Definition + Bemerkung 10.5 Sei W < P"(K) projektive Varietét.
(i) Fir U < W offen sei
Ow(U) :={f:U — K| f ist regulér }

(ii) Ow(U) ist K-Algebra.
(iii) Die Zuordnung U — Oy (U) ist eine Garbe von K-Algebren auf W.
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Beispiel 10.6 Es gilt
Opn(xy(Us) = Ou, (Us) = K[Y1, ..., Yalx,

via der Zuordnung

i) Ti—1 Tq41 x
f<7 : ) - 7"'7n> — f

)

Ist zum Beispiel ¢ = 0,n = 3, so haben wir

YiYE—-2YF

X, [/ X3\? 5 (X2 ? X1X2 - 2X3X,
Xo \ Xo Xo) X3

Bemerke:

yonn

f (1‘0 Ti—1 Ti+1 -Tn> HZ(f)

mit d = deg(f). Damit erhalten wir

H

Opn (i) (Ui) = {X.d ‘ H e K[Xy, ..., X,] homogen von Grad d}

Satz 10.7 ( Homogene Lokalisierung) Sei K algebraisch abgeschlossen, V- < P™(K) projektive Varie-
tat.

(i) Fir F € K[V] homogen von Grad degF' > 1 gilt

Ov(D(F)) = (K[Vr)y = { 2%

H € K[V] homogen von Grad deg H = d - deg F}

(ii) Falls V' zusammenhdgend ist, gilt
Oy(V)=K

Beweis. (i) Definiere

BRIV — OvDF). - (2 (o)

Dann ist ¢ wohldefinierter Homomorphismus von K-Algebren.

injektiv. Ist
G

ﬁ(aﬁ) =0

fir alle x € D(F), so gilt D(F') < V(G), also F' - G = 0 auf V. Dann ist aber

G .
Td = 0 in K[V]p,

also 1 injektiv.
surjektiv. Sei h € Oy (D(F)).

Fir ¢ € {0,...,n} sei f; := D;(F) die i-te Dehomogenisierung von F'. Dann ist

D(F) nU; = D(f3)
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Nach Satz 6.5 gibt es dann G; € K[Y1,...,Y,] und d; > 0, sodass h(D(F)) regulér ist, also

Mit G; := H;(g;) ist dann

Auf D(F) nU; n Uy ist weiter
Gi G
FdiXZ-ei B Fde;j

also
d; j i Yei
G;F JX;] — Gde Xf =0

und schlieflich
GiF M XI X X; — GF* XXX =0 auf V(%)

Sei nun ohne Einschrinkung d; = 1 fiir i € {0,...,n}, da V(F%) = V(F) fiir alle d; > 1.
Da deg(F') = 1 ist F € (Xp,...,Xp), also

F™e (Xt o Xty
fiir hinreichend grofes m und wegen

F™l = F.Fme(FXPH, .. FX: T

damit "
FrH =N HFXH, H; e K[Xo, ..., X,] homogen
i=0
Beobachtung: Sei I := {ay,...,ay,) mit homogenen a;.Ist b homogen, so kénnen wir b schreiben
als

n
b= 2 r;a; mit geeigneten homogenen r; € R
i=1

(Man kann dies leicht durch Ausmultiplizieren und Koeffizientenvergleich einsehen).

Schreibe nun also

n
G =) HG,
=0
Dann ist . .
X;F™Gy = X Y HiFXPT Gy = Y HiGFX? T X = GFXT
i=0 i=0
also

_ G _ G
B XS - pmAl
J

hD(F) n Uj)
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Daraus folgt

also die Behauptung.

(ii) Sei V ohne Einschrankung irreduzibel. Denn dann ist h € Oy (V') aus jeder irreduziblen Kompo-
nente konstant, und da V' zusammenhéngend ist, stimmen diese Konstanten iiberein.
Damit ist I(V') prim, der homogene Koordinatenring K[V] also nullteilerfrei.
Sei L := Quot(K[V]), f € Oy (V) und ohne Einschrénkung U; n'V # & fur i € {0,...,n}. Sei
weiter f; := fly~u,. Nach (i) ist

fi=

- fiir ein homogenes G; € K[V],deg(G;) = d;
Beh. (1) f; ist ganz iiber K[V].

Dann gibt es m > 1, ag, ..., am—1 € K[V] mit

m—1 )
P Y afl =0 (D

7=0

und durch Multiplikation mit Xfim

m—1
G+ Y aGlxE) (1)
j=0
Ohne Einschrénkung gelte a; € K, denn (/1) muss im Grad d;m erfiillt sein.
Dann ist (I) mit a; € K erfiillt, f; also ganz {iber K. Da K algebraisch abgeschlossen ist, ist f;
sogar konstant, es folgt also die Behauptung.
Bew. (1) Es gilt

G
f|UimV=ﬁ€L

Setze

und

K[V]4 := {H € K[V]| Hhomogen von Grad d}

Beh. (2) Es gilt K[V]uf! < K[V], fiir alle 5 > 0.
Bew. (1) Dann ist Xl-dfz.j e K[V], also

fle—K[V] — K[VI[fil<

= K[V]

1
X
Da K[V] noethersch und endlich erzeugt ist, ist auch K[V][f;] endliche erzeugter K[V]-
Modul. Dann existiert m > 1, sodass f;" in dem von 1, f;, ... 7fimfl erzeugten K[V]-Modul

liegt. Damit folgt die Behauptung.
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Bew. (2) K[V]q wird als K-Vektorraum von den Restklassen der Monome X2°, ..., X4" mit

erzeugt. Fiir jedes solcher Monome gibt es einen Index ¢ mit j; > d;, also
j j i ji—d; in
XX fi = X0 X e X Gy e K[V g,

was zu zeigen war. O

§ 11 Morphismen

Proposition + Definiton 11.1 Seien V' < P*(K),IW < P™(K) quasiprojektive Vareitdten, f :
V — W eine Abbildung. Dann sind die folgenden Eigenschaften dquivalent:

(i) Fiir jedes x € V' gibt es eine offene Umgebung U, von x und homogene Polynoms Fy, ..., Fy, €

K[Xo,...,X,] von gleichem Grad, sodass fiir alle y € U, gilt:

f) = (Fo),---, Fn(y))
(ii) Fiir alle i € {0,...,n} und j € {0,...,m} mit U;; := U; n f"H W nU;) # & ist
fFUin YW A U)) Uiy — W n U

Morphismus von quasiaffinen Varietédten.

(iii) f ist stetig und fiir jedes offene U € W und jede regulére Funktion g € Oy (U) ist

gofeOv(f H(U))

Ist eine und damit alle jede der Bedingungen erfiillt, so heifst f Morphismus.

Beweis. "(ii) < (iii) " Folgt aus 10.4 und 6.9
"(i) = (iii)" Die Stetigkeit von f folgt wie im affinen Fall.
Ist g € Ow (U) regulér, so gilt lokal g = % mit homogenen Polynomen G, H von gleichem Grad.

Damit ist
G(Fo(y), .-, Fnly))

H o), - Fn(y)

gof=

regulér auf einer geeigneten offenen Menge.

"(ii)=(1)" Sei j =0und x € V nU; und f in einer offenen Umgebung von z gegeben durch

fly)=(f1(y), .-, fm(y))

mit

fk:%iv gk7thK[Yl7aYn]
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Durch Homogenisieren erhalten wir

fly) =@ Ay fml(y)

Multiplizieren mit dem Hauptnenner und bei Bedarf mit einer Potenz von X ergibt die ge-

wiinschten Polynome von gleichem Grad. O

Beispiel 11.2 Sei
fPHRN{(0:1:0)} — PYK), (z:y:2)— (z:2)

Dann ist f Morphismus. Aber: f lisst sich nicht zum Morphismus P?(K) — P!(K) fortsetzen. Denn:
Betrachte f(A:p:A) = (1:1) fiir ein A e K*, € K. Es gilt

{N:ip:N)ePHK) [ A -0} =V(X —2)\{(0:1:0)}

das heifit, f ist konstant auf V(X — Z)\{(0: 1:0)}, also auch auf V(X — Z)\{(0:1:0)} = V(X — 2),
falls K unendlich ist.

Betrachte nun f(A: pu: —X) = (1: —1) fiir ein A € K*, u € K. Analog erhélt man hier, dass f konstant
auf V(X + Z) ist, also

fV(X=2))=(@1:1), [fV(X+2)=(1:-1)
Damit kann es eine solche Fortsetzung nicht geben.
Beispiel 11.3 Sei E := V(Y?Z — X3 4+ X Z?), Siehe Beispiel 9.9, und
FrE{(0:1:0)) —PYK), (2:y:2)— (x:2)

Dann lisst sich f zum Morphismus E — P'(K) fortsetzen.
Betrachte hierzu die Tangente an E in Py, := (0: 1 : 0) Diese ist die Gerade Z = 0, denn die Tangente
ist gerade der lineare Term. Dann gilt f[y/(z) = (1:0). Setze nun Fy := (0:0: 1) und

(x:2) fir (z:y:z2)e E\{Pyx}
(y? +22z:2%)  fiir (x:y:2)e E\{Py}

g ist Morphismus. Es bleibt zu zeigen: Fiir (z : y : 2) € E\{Py, Py} ist (x : 2) = (y? + z2z : 2?). Es gilt

aber ,
y22+m22 S P y +2xz = il
x z
und damit
wyz)el
(x:2) = (x(y® + 22) : 2(y° + 2%)) (=yz)e (zy? + 222 : 23) 20 (2 + xz : 2?)

3

Auferdem ist y% + xz # 0, da sonst 0 = y?2 — 23 + 222 = (y?> + 22)z — 2% = —23, also x = 0, also

(x:y:2)e{Py, Py}
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Proposition 11.4 Ist f : P"(K) — P™(K) Morphismus, so gibt es homogene Polynome Fy, ..., Fy,
von gleichem Grad, sodass gilt

flz) = (Fo(z):...: Fp(z)) fiir alle z € P"(K)
Beweis. Ubung. Hauptgrund: K[Xo, ..., X,,] ist faktoriell.
Bemerkung 11.5 Fiir jede quasiprojektive Varietit V ist

Aut(V) :={f : V. — V| f ist Isomorphismus }

eine Gruppe.
Beispiel 11.6 Es gilt Aut (P'(K)) =~ GL2(K) /K* I, =~ PGL2(K) mit Isomorphismus

a b

¢ : PGLy(K) — Aut (P(K)), < .

) — ((XO : Xl) — (CLXO +bX1 :cXo + Xm))

Analog ist
Aut (P"(K)) = PGLy+1(K)

Beispiel 11.7 Sei wieder F := V(Y2Z — X?® + XZ?) wie in Beispiel 9.9. Wir haben bereits eine

Gruppenstruktur auf E via
D=@p:ExE—E, (P,Q) — P&®p, Q

Mit den Formeln fiir @, die man sich analytisch herleiten kann, sieht man: @ ist Morphismus.
Fiir jedes P € E ist also
pp:E— E, Q—POQ

ein Automorphismus. Damit enthélt Aut(E) eine zu E isomorphe Untergruppe. Einen weiteren Auto-

morphismus finden wir zum Beispiel via

X—»-X Y'Y Z—Z



Kapitel I1I

Lokale Eigenschaften von Varietaten

§ 12 Lokale Ringe

Definition + Bemerkung 12.1 Sei K Korper, V' eine quasiprojektive Varietét iiber K, z € V.

(i) Der lokale Ring von V in x ist definiert als
Ovy = {(U, f)~ |Uc Voffen ,z €U, f € Oy(U)}

wobei

(Uy, f1) ~ (Ua, fa) <= Es existiert U € Uy n Uy offen mit f1|y = fo|u

(ii) Die Elemente von Oy, heiffen Keime von requliren Funktionen. Notation: (U, f)~ =: f.
(ili) Oy, ist K-Algebra und die Abbildung

be:OV,x—)Kv (va)~'_)f($)

ist surjektiver Homomorphismus von K-Algebren.

(iv) Oy, ist lokaler Ring mit maximalem Ideal

my = {(U, f)~ | f(z) = 0} = ker ¢,

Beweis. (iii) Klar.

(iv) Nach dem Homomorphiesatz und (iii) gilt
OV,J: /mx =K

also ist m, maximales Ideal. Zeige nun, dass m, das einzige ist. Sei hierfiir f € Oy (U) fiir ein
U <V mit x € U und es gelte f(x) # 0. Zeige: f; ist Einheit in Oy ,.
Es gilt z € D(f) <€ V offen, d.h. (U, f) ~ (D(f), f). Damit haben wir

}GOMDUD
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also schlieklich

was behauptet wurde. O

Bemerkung 12.2 Fiir jedes offene U €V mit x € U ist

Uy Oy (U) — Ova, [ fo = (U, f)~

ein Homomorphismus von K-Algebren.

Dabei sind die 1Y wvertriglich mit Restriktionsabbildungen und es gilt

OV,:c = h_r)n OV (U)
UcV,zeU

Proposition 12.3 Sei V' quasiprojektive Varietdt iber K, Vo €V affin, offen und x € Vy. Dann ist
OV,x = K[‘/O]m;:/m

wobet
my? = {f e K[Vo] | f(z) =0}

das zu x zugehorige maximale Ideal des affinen Koordinatenrings K[Vy] ist.

Beweis. Sei

a:K[W] vy — Oy, i — (f>
R g 9/

wobei f,g € K[Vy] und g ¢ m¥°, d.h. g(x) # 0. Dann ist o wohldefinierter Homomorphismus. Zeige,

dass dieser die gewiinschte Isomorphie der K-Algebren liefert.

i € ker o, also « <f> =0.
[Y Y

injektiv. Sei

Dann gibt es eine Umgebung U von x, U € D(g) mit f(y) = 0 fiir alle y € U.
Sei W = Vp\U. Dann ist W abgeschlossen in Vj und es gilt = ¢ W.
Damit existiert h € I(W) mit h(x) # 0, also b ¢ m¥0 und (h o f)(y) = 0 fiir alle y € V. Dann ist
ho f=0in K[V], also
g = 0 in K[Vo] v

surjektiv. Sei nun (U, f)~ € Oy, ohne Einschrankung sei U € Vp und U = D(h) fiir ein h € K[Vp] mit
h(z) # 0.Dann gilt
f€Oy(U) = Oy (U) = Oy (D(h)) = K[Vo]n

d.h. es ist

g
k=0,9eK[V] = W € K[Vb]mlﬁ)
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Damit gilt
wie behauptet. ]

Bemerkung 12.4 Sei ¢ : V. — W Morphismus quasiprojektiver Varietdten. Fir jedes x € V indu-

ziert ¢ einen Homomorphismus von K-Algebren

d)i# : OW,(Z)(x) - OV,m

Weiter gilt
O (M) < ma

Beweis. Ohne Einschrankung seien V, W affin, denn = und ¢(x) sind in affine Teilmengen enthalten.
¢ induziert also
gb#:K[W]—)K[V]%K[V]m;’v f’_’fogs:(b#(f)

Dabei ist
femf, < [(¢(x) =0 < (fod)(®)=0 < fod=¢*(f)em,

und es gilt also
# w *
o* (KIWImil,) ) < (K[VIny) -
Mit der universellen Eigenschaft der Lokalisierung lisst sich ¢# also fortsetzen zu
07 : Owia) = KWl - — K[V]ny = Ove

Weiter gilt
0F (my(y) = 0F (mly) - KWy ) € m)  K[V]py = m,,

was zu zeigen war. O

Proposition 12.5 Seien V,W quasiprojektive Varietiten x € V,y e W.Gilt
OV,z = OW7y

als K-Algebren, so gibt es offene Umgebungen U €V von x und U' € W von y und einen Isomorphis-
mus
f:U—U, -y

Beweis. Ohne Einschréankung seien V, W affin. Sei

¢ OV@ = K[V]m¥ - K[W]mZV = OW,Z/
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ein Isomorphismus. Seien fi,..., f, die Erzeuger von K[V] als K-Algebra. Fiir die Keime (f;), gilt also

¢«ﬂh)=<z>, girhs € K[W], ha(y) # 0

Sei Uy € W offen, affin mit y € Us und es gelte
9i 9i . .
o€ Ow (Uz) — - regulér fir alle i € {1,...,7}

Beh. (1) Falls x auf jeder irreduziblen Komponente von V liegt, ist ¥} injektiv.

Dann folgt daraus:
¢poiy 1 K[V] — K[W]

ist injektiv. Damit induziert ¢ o)) einen dominanten Morphismus g : W — V. Selbiges Vorgehen
mit ¢! liefert einen dominanten Morphismus f : V — W mit go f = idyund f o g = idy
Bew. (1) Es gilt:

vy K[V] — K[V]ny

ist injekitv genau dann, wenn K[V]\mY keine Nullteiler enthélt. Sei also h € K[V]\mY Nullteiler
in K[V], d.h. es gibt g € K[V]\{0} mit h-g = 0, also h(x) # 0.

Sei Z eine irreduzible Komponente mit g|z # 0, d.h. V(9) n Z # Z. Da = € Z, gilt auch
V(h) nZ # Z. Damit ist (V(h) nV(g)) n Z # Z, da Z irreduzibel ist und V(h),V(g) echt
abgeschlossen sind. Damit folgt g - h # 0, ein Widerspruch zur Annahme. O

§ 13 Dimension

Definition 13.1 Fiir einen topologischen Raum X heifst
dim(X) := sup{n € Ng | es existiert eine Kette Vo < V1 < ... £ V,,, V; abgeschlossen und irreduzibel }

die Krull-Dimension von X.

Beispiel 13.2 (i) Fiir einen Hausdorffraum H gilt dim(H) = 0.
(ii) Es gilt dim(A!(K)) = 1, falls K unendlich ist.

Erinnerung 13.3 Sei R ein Ring, p < R ein Primadeal.
(i) Die Hohe von p in R ist

ht(p) := sup{n € Ny | es existiert eine Kette von Primidealen p, S p1 & ... S pp = p}
(ii) Die Krull-Dimension von R ist

dim(R) := sup{ht(p) | p < R prim }
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Proposition 13.4 Ist K algebraisch abgeschlossen, V- < A™(K) affine Varietat, so gilt
dim(V) = dim(K[V])
Beweis. Irreduzible Teilmengen von V entsprechen gerade bijektiv den Primaidealen in K[V]. O

Erinnerung + Bemerkung 13.5 Fiir eine Korpererweiterung L/K ist trdegg L die Maximalzahl an
algebraisch unabhéngigen Elementen in LL {iber K. Beispielsweise ist trdegg K(X) = 1. Wir halten fest:
(i) Es gilt trdegg K(X71,...,X,) = n.
(ii) Es gilt trdeggll = 0, falls L/K algebraisch ist.
(iii) Noether-Normalisierung light: Sei A endlich erzeugte K-Algebra. Dann ist A ganze Ringerweite-
rung eines Polynomrings K[ X7 ..., X,].

(iv) Ist S/R ganze Ringerweiterung, so gilt dim R = dim S.

(v) Es gilt dimK[Xq,..., X,] =n.

(vi) Noether-Normalisierung deluze: Sei I < A ein Ideal. Dann gibt es einen Polynomring, sodass

A/K[X1,...X,] ganze Ringerweiterung ist und
IAK[XD, .. Xn] = (Xsat, ey X
fiir ein 0 < 0 < .

Beispiel 13.6 Es sei A4 := K[X,Y] und I das vom Polynom f :=Y? — X3 + X € A erzeugte Ideal.
Es wird f = Y2 — X3 + X als Variable in einem neuen Polynomring betrachtet, setze also B :=
K[X, f] € A. Dann wird A als Ringerweiterung von B offenbar durch das Elemente Y erzeugt. Weiter
ist Y ganz iiber B, denn fiir das normierte Polynom g := Z? — X3 + X — f € B[Z] gilt

g(V) =Y? =X+ X —f=f—f=0

und damit ist A/B ganze Ringerweiterung. Weiter gilt I n B = (f).
Beachte: f ist nun eine Variable, das heifst, wir haben fiir 6 = 1 ein Beispiel fiir eine Noether-

Normalisierung gefunden.

Lemma 13.7 Fir eine irreduzible Varietit V gilt
dimV = trdeggK(V)

Beweis. Nach 13.3 gilt dimV = dim K[V]. Mit Bemerkung 13.4 (iii) folgt, dass K[V] als endlich
erzeugte K-Algebra eine ganze Ringerweiterung von K[ X7, ..., X, ] fir ein n € N ist. Mit (iv) gilt

dimK[V] = dimK[Xy,..., X,] =n.
Damit ist K(V)/K = Quot(K[V])/K algebraische Erweiterung von K(Xj,...,X,) und es folgt
trdegg K(V) = trdegg K(X1, ..., X,) =n,

die Behauptung. ]
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Proposition 13.8 Sei V < P*(K) quasiprojektive Varietdt.
(i) Dann gilt fiir jede affine Varietit Vo < V', die in V offen und dicht ist:

dim(V) = dim(Vjp)

(ii) Seien Z,...,Z, die irreduziblen Komponenten von V. Dann ist

Beweis.

n" "
=

dim(V) = max dim(Z;)

ie{l,...,r}
(i) Es gilt:
Diese Aussage gilt allgemein fiir einen topologischen Raum und einer Teilmenge ¥ € X,
denn:
Ist & € Yy ... €Y, eine Kette von abgeschlossenen, irreduziblen Teilmengen von Y,

so gilt fiir die Abschliisse X; := Y;: X; ist irreduzibel in Y und X; n' Y = Y; fiir alle
i€{l,...,d} und damit X;;; # X;. Da die Y; abgeschlossen sind, folgt die Inklusion.

Wegen (ii) dirfen wir V' und damit auch Vp irreduzibel voraussetzen. Sei
B#+20F 1< ... Zg

eine Kette von abgeschlossenen, irreduziblen Teilmengen von V und d = dim V. Dann ist
Zy offenbar ein Punkt (andernfalls verlangern wir die Kette).
Sei nun Vy € V eine affine, offene, dichte Untervarietiat mit Zy € V. Dann ist X; = Z; n V)

nichtleer und abgeschlossen in Vy und damit X; = Z;, da sonst

eine unerlaubte Zerlegung von Z; wire. Damit ist X; irreduzibel mit X; .1 # X;, es folgt

also die Behauptung.

(ii) Es gilt allgemeiner: Ist X toplogischer Raum mit

X = U Zi, Z; € X abgeschlossen,

i=1
so gilt
dim X = max dim Z;,
Z‘e{l,...ﬂ‘}
denn:
">" Klar.

"<" Sei < Xog< X1 < ... < Xy eine Kette von abgeschlossenen, irreduziblen Teilmengen von

X. Dann ist .,
Xd = U Xd M Zl
i=1
und da X4 n Z; abgeschlossen in X ist und X, irreduzibel ist, existiert ein 4 € {1,...r} mit

X4 € Z;. Damit ist bereits die gesamte Kette in Z; enthalten und es folgt d < dim Z;. [
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Proposition 13.9 Ist A endlich erzeugbare, nullteilerfreie K-Algebra, so haben alle maximalen Prim-
idealketten in A dieselbe Linge. Dabei heifit eine Kette (0) & po S ... € pg maximal, falls es kein
Primadeal p < A gibt mit p;—1 S p < p; fir alleie {1,...d}

Definiton + Proposition 13.10 Sei V < P*(K) quasiprojektive Varietét, x € V.
(i) dim, V := dim Oy, heifst lokale Dimension von V in x.
(ii)) Es gilt
dim, V = ht(m,) = ht(m)?)

fiir jede offene, affine Umgebung Vy € V von .
(iii) Es gilt dim, V = dim V, falls V irreduzibel ist.
(iv) Allgemeiner gilt

dim, V = max{dim Z | Z < V ist irreduzible Komponente von V' mit =z € Z}

Beweis. (i) Es gilt Oy, = K[Vo] v, und damit dim Oy, = ht(mY0).
(iii) Ohne Einschréankung sei V' affin (vgl. 13.4). Dann gilt nach (ii)

dim, V = ht(mY)
Wegen 13.7 haben alle maximalen Ideale in K[V] dieselbe Hohe. Damit folgt bereits
dimV = dimK[V] = ht(mY) = dim,, V.
(iv) Ohne Einschrankung sei V' wieder affin. Es gilt
dim, V = dim Oy, = ht (m}) = sup{k € N | es gibt eine Primidealkette (0) # po & ..., < py = m) }

Damit entspricht pg einer irreduziblen Komponente Z mit x € Z Mit Proposition 13.7 hat diese
Kette die Lénge dim Z und damit folgt die Behauptung. O

Korollar 13.11 Ist K algebraisch abgeschlossen, so gilt fiir jede irreduzible Varietit V < A™(K):
dimV +ht(1(V)) = n.

Beweis. Sei 0 € p; < ... < pg eine maximale Primidealkette in K[ X1, ... X,], die (V') enthélt. Dann
gilt I(V) =p; fur ein i € {1,...d}. Es folgt ¢ = ht(I(V)) und wegen 13.9 auch d = n. Auflerdem ist

0="pi/I(V) =...CPu/I(V)
eine maximale Primidealkette fiir K[X1,..., X,] /1(V) = K[V], und erneut mit 13.9 folgt
n—i=dimK[V] =dimV,

was zu zeigen war. O
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Korollar 13.12 Sei K algebraisch abgeschlossen, V- < A™(K) eine Hyperfliche, d.h. V- =V (f) fiir ein
feK[Xy,...X,] mit deg f = 1. Dann ist

dimV =n—1.

Beweis. Aus 13.9 folgt
dimV = n — ht({f)).

Zeige also: ht({f)) = 1.

">" Klar.

"<" Sei p S K[X7,...X,] ein Primideal mit (0) < p < {f). Sei h € p\{0} mit minimalem Grad. Da
p < {(f), gt h=f-gfiren ge K[Xy,...X,]. Wir erhalten

degh = deg f + degg > degyg

und damit ist g ¢ p. Da p prim ist, folgt f € p und damit p = (f). O

Satz 13.13 ("Going down", Cohen-Seidenberg) Sei A endlich erzeugte, nullteilerfreie K-Algebra, A/B
mit B := K[X1,...X,] via Noether-Normalisierung eine ganze Ringerweiterung. Sei weiter 3 < A
ein Primadeal, po € B mit pg < p1 := P1 n B. Dann gibt es ein Primadeal Pg < A mit Po < P1 und
PBo N B = po.

Beweis. Nach dem "Going up"-Theorem in der Algebra (Prop. 13.7) gibt es ein Primadeal B, < A
mit P, N B = po und ein Primadeal P < A mit P < P) und P) n B = p;. Setze

M := Quot(B), L := Quot(A).

Dann ist IL/M eine endliche, algebraische Koérpererweiterung.

Fall (a) Es ist L/M Galoiserweiterung. Dann ist
Gal(L/M) = {01 =id,09,...0,}, n:=[L:M].

Sei nun P; := 0;(Py) fiir ¢ € {1,...n}. Dann ist P, ein Primadeal in A fiir ein ¢ € {1,...n}
(nichttrivial! Warum gilt o;(A) € A?).
Angenommen, P, # P; fiir alle ¢ € {1,...n}. Dann ist auch P| € P;, da

P.NnB=P1nB=p=;nB.
Dann folgt

Bt P
i=1

(diese Aussage gilt nicht nur fiir Primideale). Also existiert a € P} mit a ¢ B; fir alle i € {1,...n}
und es gilt 0;(a) € P; fiir alle ¢, j € {1,...n}. Schlieklich ist

MSNL/M ®) Haj(a)eim fir alle i € {1,...n},
7=1



§ 13 DIMENSION 53
andererseits aber
Nym e MR =BnP) =p

und p; € P, fir alle i € {1,...,n}, ein Widerspruch!

Damit war die Annahme falsch und es gibt einen Index i € {1,...n}, sodass
PB; = ai(Pa)-
Das Ideal Po = o; *(P}) erfiillt damit
Po = P und Po N B =Py n B = po.

Fall (b) L/M ist nicht Galois. Ist /M nicht separabel, so dndert dies nichts an dem Beweis, bis auf
die Tatsache, dass der Ausdruck in (*) nicht der Norm entspricht, sondern nur eine gewissen
Waurzel von ihr.

Ist andererseits /M nicht normal, so betrachten wir die die normale Hiille M > M. Hier wird

der Beweis ein wenig technischer, im Wesentlichen &ndert sich jedoch trotzdem nicht viel. O

(Beweis von 13.9) Es sei
O=Pr1cPi1&...cPn

eine maximale Kette von Primidealen in A. Sei weiter A/B mit B := K[X},... X,] eine via Noether-

Normalisierung erhaltene ganze Ringerweiterung . Setze
pi =P, B firie{1,...m}.
Beh. (a) Wir haben eine maximale Kette von Primideale in B:
OSSP G- . S

Da dim A = dim B, geniigt es nun zu zeigen: m = d. Zeige dies iiber Induktion nach d:

d=1 Klar.

d > 1 Sei C/B mit C := K[Y7,...Yy] eine via Noether-Normalisierung erhaltene ganze Ringerweite-
rung, sodass gilt p1 N C' = (Y511,...,Yy) fir ein dirlo < § < d. Fiir

qizzpimC, ze{l,m}

ist wegen der Behauptung

O)CH S S dm

eine maximale Kette in C'. damit folgt ht(q;) = 1, also 6 = d — 1.
Sei nun C" :=C /q; = K[Y1,...,Y;_1]. Dann ist

O=0/g <. .Sn/q

eine maximale Kette in C’, d.h. es gilt m — 1 =d — 1, also m = d.
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Es bleibt nun also, die Behauptung (a) zu zeigen.

Bew. (a) Nach Definition ist p; S p;+1. Es ist also zu zeigen: p # p;+1. Sei dazu ohne Einschrankung
i = 0 - andernfalls ersetze A durch A /93; und B durch B /p;.
Sei b € P1\{0} = P1\Po. Da b ganz ist iiber B, gibt es eine Gleichung

"+ an N '+ .. . +ab+ay=0, a;eBfiralleic {1,...n—1}.
Wir wahlen n minimal, sodass gilt ag = 0.Dann ist
ag = —b- (bnil + an_lbnil + ...+ al) € Bn P =pq,

also p1 # (0)0.
Schliefllich muss noch gezeigt werden, dass die Kette tatsdchlich maximal ist, d.h. es gibt fiir kein
i€ {l,...m} ein Primideal g mit p;_1 < q < p;. Proposition 13.11 liefert und jedoch genau dies.

Damit ist die Behauptung gezeigt.

§ 14 Tangentialraum und Singularitaten

Erinnerung 14.1 Sei f € K[Xy,...,X,], a = (a1,...,a,) € K™
(i) Es gilt

f= X (y1+.1..yn)!((a)a(l)m'”(af(n)ynf)(a)ﬁ(xi_“")w

(V15e50n )ENG i=

(ii) Es ist

f=fla)+ i of (a)(X; — a;) + hohere Terme
= oX;

Definition + Bemerkung 14.2 Sei f € K[X1,...,X,],a = (a1,...,a,) € K™

(i) Die Linearisierung von f in a ist

f&) =

s
Il
—

(ii) Sei V < A™(K) affine Varietdt, a € V, I = I(V) < K[Xy,...,X,]. Sei weiter I, das von den
Linearisierungen fél) fiir alle f € I erzeugte Ideal in K[X1,..., X,,]. Dann heift

Ty =Tye = V(la)

Tangentialraum an V in a.

(ii) Ist I(V) = {f, ..., fr), soist I = ((F)S, ., ()5,

(iv) Ty, ist ein Untervektorraum des K". Genauer ist

of
Tva =ker Iy, p(a), T :=JTp,.f, = <6X>
i/ij
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Beweis. (iii) Es gilt
Da(f +g) = Da(f) + Da(g)

Dulfe) = (F9l = X5 U@ = X (f0) @ + (o) @) X

Ist nun also

f=Y ol l(V),  greK[Xi,..., Xy,

>
=

||
Mﬁ

algr) + ge(@)Da(fi)) = D gr(a@) () € ((f)®- s (FM)
k=1

ke
I
—

(iv) Folgt aus (iii).
Beispiel 14.3 (i) Sei f = Y2 - X3 - X2 e K[X,Y], V = V(f). Ist (a,b) € V, so gilt
fiyy = —a(3a+2)X +2bY

Trivial wird dieses Gleichungssystem fiir (a,b) = 0 und (a,b) = (—%,0). Da aber der zweite

Punkt nicht auf V' liegt, erhalten wir als Tangentialraum eine Gerade auferhalb von (0,0) und
Ty 00 = K
(i) Sei f =Y? - X3 e K[X,Y], V = V(f). Dann ist

Sy = —3a*X +2bY

und mit selbiger Argumentation ist Ty, ) = K? und aukerhalb von (0,0) eine Gerade.
(iii) Sei f = X?+Y? - Z?eK[X,Y,Z], V = V(f). Es ist
i) = 20X +abY —2¢7,

also ist Ty, (0,0,0) = K3 und eine Ebene aufkerhalb von (0,0).

Bemerkung 14.4 Seien Vo € V < A™(K) affine Varietiten, Vi dicht in V', a € Vy. Dann ist

TVo,a =~ Tvﬂ.

Beweis. Ohne Einschrankung sei Vy = D(g) fur ein g € K[V]. Sei I(V) = {f1,..., fr). Dann ist
Vo= V§ :=V(fi, .., fr,gXn+1 — 1) € A""Y(K). Dabei entspricht der Punkt a = (ay,...,a,) € Vo
dem Punkt o' = (al, e, On, g(a)> Weiter ist

1
Ty = <(f1) DY (a>9$) +g(a)Xn+1> c K"
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Da der Term ﬁg(g}) + g(a) X, 11 als einziger X,,+1 enthélt, gilt

dimTy o = n+1—Rang ((fl)((z})7 SR (fr)((z% ﬁg‘g}) + g(a)Xn+1>
= n—Rang ((fl)S)77( T)((l}))
= dimTy,,
was zu zeigen war. -

Definition 14.5 Sei V < P*(K) quasiprojektive Varietét, a € V. Dann ist der Tangentialraum in a
an V definiert als

TV,a = TVo,aa

wobei Vy € V ein offene, affine Umgebung von a ist.

Definition 14.6 Sei V < P"(K) quasiprojektive Varietét.
(i) a € V heilt nichtsinguldrer oder reguldrer Punkt, falls dim Ty, = dim, V. Andernfalls heifit a
singular.

(ii) V heifst nichtsinguldr, wenn jedes a € V' nichtsingulér ist.

Proposition 14.7 (Jacobi-Kriterium) Sei V < A"(K) affine Variteit,ae V, I =I(V) ={f1,..., fr).
Dann gilt

a ist nichtsingulir <= Rang(Jy,,. . (a)) =n —dim, V.

Beweis. Nach Bemerkung 14.2 ist

_ ofi
Ty,q = ker (8XZ- (a))ij

Mit
Rang(J¢,... f.(a)) = n —dimker J(a) = n —dim Ty,
folgt die Behauptung. O

Beispiel 14.8 (i) Sei V = V(f) < A"(K) Hyperfliche. Dann ist

0 0
7@ = (@ @)
also
a ist singuldr < j}é(a) =...= ai‘(fn (a) = f(a) = 0.

(ii) Sei f =Y? - X3+ X eK[X,Y], V = V(f) € A%(K). Dann ist
Tr(x,y) = (—3x2 +1,2y) .
Dann gilt:

o).

a = (zo,y0) ist singulir <= y9=0, 3z2i=1 — a= <

Sl
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Aber es gilt: f(a) # 0 <= a ¢ V. Damit ist V(f) nichtsingulér.
Wir betrachten nun den projektiven Abschluss V = V(Y27 — X3 + X 7Z?) < P%(K). Der einzige
neu auftretende Punkt ist P, = (0: 1 :0). Wir betrachten eine affine Umgebung

U:=UynV=V(Z-X3+X2%.
Dann ist fiir G = Z — X3 + X Z%
To(x,2) = (=32* + 22222 +1) =  J,(Py) = (0,1)

womit Py, ein regulirer Punkt ist. Also ist sogar V nichtsingulir.

(iii) Wir variieren nun die Varietdt aus Beispiel (ii). Setze hierfiir
fap i =Y? = X>—aX —b.

Dann ist
Tt (@,y) = (—32% — a,2y)

Sei nun zg,v0) € Eap = V(fap) singuléir. Dann ist yo = 0 und —a = 3x3. Weiter muss der Punkt
auf E,; liegen, wir erhalten also die Bedingung
-3 +b=0 — b=2) — b2=4x8=42—7<=> 270 + 4a® = 0.

Andererseits gilt

fa,b9:0 — Y2=X3+aX+b=:g,p(X

und damit

A(a,b) =0 <= gqy hat eine doppelte Nullstelle.

Wobei mit A(a,b) die Diskriminante von a und b bezeichnet wird. Damit erhalten wir

E,p ist nichtsinguldr <= A(a,b) # 0,

was zu zeigen war. ]

Satz 14.9 Sei K algebraisch abgeschlossen, V < A"™(K) affine Varietat. Seimg, = {fy € Oy | fo(z) =
0} das zum Punkt x € V' zugehérige mazimale Ideal. Bezeichne weiterhin (mz /mi)* den Dualraum

des K-Vektorraums my / mgzc. Dann gibt es einen natirlichen Isomorphismus von K-Vektorrdumen
a: Ty — (Mo /m2)”

Beweis. Zur Wohldefiniertheit der Behauptung: Es ist m; / m2 ein Modul iiber Oy, das heift, Multi-
plikation mit Ringelementen aus Oy, ist definiert. Multiplikation mit einem Elemente aus m, ist die
Nullabbildung. Damit ist mg / m% ein Oy /m,-Modul, also ein K-Vektorraum und der Dualraum dazu

ist wohldefiniert. Dieser wird auch als Zariski- Tangentialraum bezeichnet.
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Nun zur Behauptung. Definiere

a: Ty, — (mx/mi)*, v=(v1,...,0,) = a)(f) = Z

Dann ist a wohldefiniert, denn fiir g, h € m, gilt

v)(gh) = Z =, (g(:r) o
i=1 i=1

Damit ist dann auch fiir alle f € m2 bereits a(v)(f) = 0. Definiere nun umgekehrt

B:(me /m2)* — Ty, 1 (X7 —21),.. ., U Xy — 20))

Zeige zunéichst: B(1) € Ty, fiir alle L € (M /m2)”. Sei dazu f € I(V) und

-

z=1

Xi— —l<n —ari)):l(él)—fx(l)(@):f)

a)X; €l

seine Linearisierung. Dann ist

0= L

Die letzte Gleichheit gilt, da fél) — fx(l)( ) € m2, denn es gilt

K[V]>sf= f() +fa(:1) — fél)(:v) + Terme in m?

=0

Wir rechnen nach:

(i) Es gilt naf
(Boa)w) = Bla(w) = B (fHZ ,(x)vi)
i=1

Il
—
7=
>
>
s
>
2
S~—
O
=
=
=
2
o) &
s
8
<
S
~—
S
~_

(ii) sowie fiir l € Mz /m2 und fem,

(o B)O(f) = a(l(Xl_xl)w"vl(Xn_xn))

es folgt also die Behauptung. O
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Folgerung 14.10 Sei V quasiprojektive Varietédt, € V. Dann gilt
x ist nichtsingulir <= dimMg /m2 = dim Oy,
Definition 14.11 Ein noetherscher lokaler Ring R heifst reguldr, falls
dimg m /m?2 = dim R,
wobei m das maximale Ideal in R sowie K den zugehorigen Restklassenkorper bezeichne.

Beispiel 14.12 Betrachte R = Z,, fir eine Primzahl p € P. Dann ist m = pZ,, sowie K =
Ly / Py = F,. Weiter ist

dim Z,, = 1 = dimy, F, = dimp, DLy /p22@> = dimp, M /m2,
folglich ist Z,, regulir.

Lemma 14.13 (Nakayama-Lemma) Sei R lokaler Ring mit mazimalem Ideal m und M endlich er-
zeugter R-Modul, N € M Untermodul. Dann gilt

M=N+mM = M=N.
Beweis. Ohne Einschrénkung gelte N = 0, denn aus M = mM + N folgt
M/N = (N+wmM)/N =aM /N nmM =M /N

Sei nun also M = mM und nehme an, es gelte M # 0. Dann sei x1, . ..x, ein minimales Erzeugenden-

system von M. Dann gilt

n
T = Z a;ix; fiir geeignete a; € m,
1=1

also wegen R* = R\m

n
.731(1 — CL1) = Z a;T; € <$2, . xn>,

o i=2
ein Widerspruch zur Minimalitét. L]
Lemma 14.14 Sei (R, m) noetehrscher lokaler Ring. Dann bilden x1,...,x, € m ein minimales Er-
zeugendensystem von m genau dann, wenn die Restklassen Ty, ..., T, € M /m?2 eine K- Vektorraumbasis

von M /m?2 bilden.

Beweis. "

=" Sei also x1,...x, ein minimales Erzeugendensystem von m. Sicherlich bildet § :=
{Z1,...,ZTp} ein Erzeugendensystem fiir m /m2. Angenommen, S ist linear abhéngig, d.h. oh-

ne Einschrinkung finden wir eine Darstellung



60 III LOKALE EIGENSCHAFTEN VON VARIETATEN

Fir :\Z € R mit KZ = )\; gilt dann

n
Tl — Z )\ZZL'Z € m2.
=2
Andererseits wird m? erzeugt von den z;x;. Schreibe also
J

n n n n
x| — Z Nil; = Z U115 + Z HijTiT; =Y + T Z ulja:j,
=2

j=1 ij=2 j=1
| —
=y

wobei u; € R geeignete Konstanten sind. Dann folgt

n
€1 1_ZN1$Z €<$2,...7.’Bn>,
i=1

¢m

also ein Widerspruch zur Minimalitdt von S.
" Sei nun umgekehrt Ty, ..., T, eine K-Basis von m /m2. Zeige nun, dass z1,...,x, m erzeugen.

Die Minimalitét ist klar. Sei dazu N := (x1,...x,) € m. Dann gilt
m=N +m?
und mit Lemma 14.11 folgt N = m. O

Proposition 14.15 FEin noetherscher lokaler Ring (R, m) ist genau dann reguldr, wenn m von dim R =

ht(m) Elementen erzeugt werden kann.

Beweis. "=" Sei R reguldr. Dann gilt dim R = dimm /m2 =: n. Dan kann m also von n Elementen
erzeugt werden.

"<" Kann nun umgekehrt m von n := dim R Elementen erzeugt werden, so auch m /m?2, das heift,
mit Lemma 14.14 gilt bereits dimm /m2 < dim R. Krulls Hauptidealsatz (ohne Beweis) liefert

die umgekehrte Ungleichung und damit dim R = dimm /m2. O

Folgerung 14.16 Sei V < P*(K) quasiprojektive Varietédt, x € V. Dann gilt
x ist singular <= dimm, / mg > dim, V
Proposition 14.17 Jede irreduzible d-dimensionale Varietdt ist birational dquivalent zu einer Hyper-

fliche in ATHL(K).

Beweis. Zuz zeigen: K(V') ist isomorph zum Funktionenkorper einer Hyperfliche, also
K(V) = Quot (K[X1,..., Xn] /(f))

fir ein geeignetes f € K[Xq,...,X,]. Sei hierfir K[V]/K[X},...,X ] eine durch Noethernormali-

sierung erhaltene, ganze Ringerweiterung. Dann ist K(V')/K(X1,..., X4) eine endliche Korperweite-
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rung. Ohne Einschrinkung sei diese separabel. Dann liefert der Satz vom primitiven Element ein
y e K(Xy,...,Xy), sodass gilt
K(V) =K(Xq,...,Xq)y]

Sei h € K(X1,...,Xy)[Y] das Minimalpolynom von y und g der Hauptnenner von h. Dann ist
=g heK[Xn .. X0 Y] =K[Xy. ... Xp]

und
Quot (K[Xl,...,Xd,Y] /<f>) :K(V),
was die Behauptung liefert. ]

Satz 14.18 Sei K algebraisch abgeschlossen, V- < P™(K) nichtleere, quasiprojektive Varietdt. Dann ist
Sing(V) :={x e V | z ist singuldr }

eine echte abgeschlossene Teilmenge.

Beweis. Zeige zunichst, dass Sing(V') abgeschlossen ist. Ohne Einschréankung sei hierfiir V' irreduzibel.

Denn sind Vi, ..., V, die irreduziblen Komponenten von V', so gilt
T T
Sing(V) = | JSing(Vi) u [ J Vi n V.
i=1 i#j

Weiter sei V' ohne Einschrinkung affin, denn Abgeschlossenheit ist eine lokale Eigenschaft. Wéhle nun
Erzeuger fi,...,fr von I(V) < K[X1,...,X,] und betrachte die Jacobimatrix J := ( ofs ) . Dann
/L?]

ox;
gilt

Sing(V) = {xeV |Rang(J(z)) <n—dimV =: s}
= {xeV | det M(z) =0 fir alle s x s Untermatrizen M von J}

Da die Determinante ein Polynom in n Variablen ist, ist Sing(V) = V/(det) und Sing(V') als affine
Varietdt abgeschlossen. Zeige nun, dass Sing(V') eine echte Teilmenge von V ist. Ohne Einschrankung
sei hierfiir V' irreduzibel, denn: Sei Z eine irreduzible Komponente von V' mit Sing(Z) # Z, so ist
Z\Sing(Z) offen, nichtleer, also dicht in Z. Damit enthélt Z\Sing(Z) einen Punkt z, die auf keiner
anderen irreduziblen Komponente liegt. Wegen Oy ., = Oy, folgt z € V\Sing(V'), also Sing(V') # V.
Wegen Proposition 14.17 geniigt es, denn Spezialfall V' = V(f) < A"(K) zu betrachten, wobei f €
K[X1,...,X,] ein irreduzibles Polynom von Grad deg f > 0 ist. Es ist
of

Sing(V) = {:c eV a—Xl(a:),, ai‘(fn (x) = 0}.

Angenommen es gelte Sing(V) = V. Dann wére % e (V) ={(f)firalleie{1,...,n}. Ist char(K) =
0, so folgt daraus, dass f konstant ist, ist char(K) = p > 0, so gilt f € K[X?,..., X}], also f = ¢? fiir
ein g € K[X1,...,X,]. In beide Féllen erhalten wir einen Widerspruch zur Wahl von f, es folgt die
Behauptung. ]
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Kapitel IV

Nichtsingulare Kurven

§ 15 Diskrete Bewertungsringe

Definition 15.1 Eine zusammenhingende, quasiprojektive Varietdt C' mit dim C' = 1 iiber einem

algebraisch abgeschlossenen Korper K heifst Kurve.

Lemma 15.2 Sei (R,m) lokaler, noetherscher, nullteilerfreier Ring und es gelte dim R = 1. Falls m

ein Hauptideal ist, so ist bereits R ein Hauptidealring.

Beweis. Es sei I < R ein Ideal sowie t € m ein Erzeuger von m. Ohne Einschriankung gelte 0 # I # R,
das heift, es gilt / = m. Wihle n maximal, sodass I < m". Sei z € I n (m™\m"™!). Wegen m" 2 (¢")
kénnen wir z schreiben als

r=u-t", uecR.

n+1

Wire u ¢ R*, so wire v € m und damit z = u - t" € m"*" Widerspruch zur Annahme. Damit ist

t" =ulzelz)y = I n (m™\m"*!). Dies ergibt (t") € m", also {(t") = m" und
"y =m" c 1,

also insgesamt m™ = I, also ist I Hauptideal. Es bleibt zu zeigen. dass man ein solches n wahlen kann.

Angenommen, es gidbe keines. Dann gilt
0
Ic()m"=N.
n=1

N ist lokal in (einem noetherschen Ring) R, also endlich erzeugt. Damit ist

m-N = ﬂ m"t = N
n=1
und das Nakayama-Lemma liefert N = 0 - also I = 0, ein Widerspruch zur Annahme. O

Proposition 15.3 FEs sei C' eine Kurve, x € C. Dann gilt
x ist nichtsinguldr <= Oc,, ist diskreter Bewertungsring.

63
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Beweis. Da O¢ , noetherscher lokaler Ring von Dimension 1 ist, geniigt die Eigenschaft Hauptidealring,
um die Behauptung zu zeigen. Nach Lemma 15.2 geniigt es hierfiir wiederum zu zeigen, dass m ein

Hauptideal ist. Nach Folgerung 14.10 gilt
z ist regulir <= dimmg /mi =dimOc, =1,

nach Krulls Hauptidealsatz kann m, also von einem Element erzeugt werden, ist also ein Hauptideal.

Damit folgt die Behauptung. O

Bemerkung + Definition 15.4 Sei C eine Kurve, C irreduzibel, x € C reguldr, t € O¢ , ein Erzeuger
von mg. Dann lésst sich f € K(C)* = Quot(Oc ) schreiben als

X
f=u-t", neZ,ueOC’x.

Dann heifst n := ord, f die Ordnung von f in x. Weiter ist die Zuordnung f — ord,f eine diskrete

Bewertung.

Beispiel 15.5 Sei C = V(Y? — X3 + X), P = (0,0) sowie z,y € K(C). Es gilt Y? = X(X? — 1) auf
C. Wegen
X=——Y?ecOcp (4

erhalten wir

ordp(z) = 2ordp(y).
Weiter wird mp erzeugt von (X -0,Y — 0), mit (x) gilt also
ordp(y) =1, ordp(z) =2

Proposition 15.6 Sei C' nichtsinguldre irreduzible Kurve, f € K(C)*. Dann gibt es nur endlich viele
Punkte x € C mit ord,f # 0.

Beweis. Es gilt

ord,f >0 < fem, < f(x)=0

sowie

1 1
ord, f <0 <= ordy;—~>0 << -—em, << —(zr)=0

f f
damit ist

{xeC|ord$f;é0}—V(f)uV<ch>.

Da f # 0 # i%, sind V(f),V (%) abgeschlossene, echte Teilmengen von C. Da dimC = 1 und C
irrreduzibel ist, haben V(f) und V (%) Dimension 0, das heifst, die irreduziblen Komponenten der
beiden Verschwindungsmengen sind Punkte. Da beide aus endlich vielen irreduziblen Komponenten

bestehen, ist auch die Vereinigung endlich und somit folgt die Behauptung.
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Proposition 15.7 Sei C nichtsinguldre, irreduzible Kurve, U < C' offen und nichtleer, V' projektive
Varietit sowie f : U —> V ein Morphismus. Dann gibt es genau einen Morphismus f : C — V mit

flu = f, das heift, f ldsst sich in reguliren Punkten fortsetzen.

Beweis. Findeutigkeit. Seien g, h : C' —> V,g|ly = f = h|y. Dann ist
U={zeC|g(z)=h(z)}

abgeschlossen und wegen U = C folgt g = h.
Ezistenz. Ohne Einschréankung sei C\U = {p} sowie V = P"*(K). Aufierdem gelte f(U) & V(X;) (denn
sonst wire f(U) € P"1(K)). Sei weiter

W= f1 (@ U,) .

W; ist nichtleer, offen und damit dichte Teilmenge. Definiere

X i

hi; ist eine wohldefinierte, reguldre Funktion auf W fiir alle 4, j € {0, ..., n}, also h;; € K(C)*.
Sei

ri := ordyhi, i€{0,...,n}

und wahle k, sodass

rp = min{r; | i € {0,...,n}}.

Es gilt
Iy
ordyhix, = 01rdph—20 = ordyhip — ordphyy =1 — 11 = 0,
kO

also h;, € Oc . Damit existiert eine Umgebung U von p mit hy, € 0(0) Setze

o) = f(@), T #p
(hog(x) : ...t hpg(z)), x=0p

Beachte: f ist wohldefiniert, da Ay, = 1. In einer Umgebung U von p gilt z € U \{p}, also

fl@)=f(x) = ((Xoof)(z):...: (Xno [f)(x))
(G (e
= (hor(z) ...t hnp()),
also ist f Morphismus. O

Folgerung 15.8 (i) Eine Funktion f € K(C) induziert einen Morphismus f : ¢ — P(K).
(ii) Ist C nichtsinguldre, zusammenhéngende Kurve, so ist C' bereits irreduzibel, denn gébe es zwei

irreduzible Komponenten mit nichtleerem Schnitt, so wire z € Z; n Z3 singulir (Ubung 12.2).
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§ 16 Divisoren

In diesem Abschnitt sei C' nichtsinguldre Kurve {iber einem algebraisch abgeschlossenen Kérper K.

Definition 16.1 (i) Ein(Weil-) Divisor D auf C' ist eine formale Summe
n
D=>'nP, nieZneNPeC
i=1

Schreibweise: (P) fiir 1 - P.
(ii) Die Divisorengruppe auf C' ist

Div(C) := {D | D ist Divisor auf C'}

(iii) Div(C) ist freie abelsche Gruppe tiber der Menge C.

(iv) Fiir eine Divisor D wie in (i) heift
n

deg(D) := 2 n;

=1

der Grad von D.

(v) Wir haben einen surjektiven Gruppenhomomorphismus
deg : Div(C) — Z, D > deg(D)

(vi) Ein Divisor D = " | n;P; € Div(C) heift effektiv, falls n; = 0 fiir alle 7 € {1,

weise: D > 0.

Definition + Bemerkung 16.2 (i) Fir f € K(C)* heifst

div(f) :== Y ord,(f) - P

peC

der Divisor von f.
(ii) div(f) ist Divisor.

...,n}. Schreib-

(iii) Ein Divisor D € Div(C) heifst Hauptdivisor, falls es f € K(C)* gibt mit D = div(f).

(iv) Haben einen Gruppenhomomorphismus
div : K(C)* — Div(C), f — div(f),
d.h. es gilt fur alle f, g € Div(C):
div(f - g) = div(f) + div(g)
(v) Die Hauptdivisoren bilden eine Untergruppe

Divg(C) := Im div

(vi) D, D’ heifen linear dquivalent, wenn ihre Differenz D — D’ ein Hauptdivisor ist, schreibe D = D’'.
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(vii) Der Quotient
CI(C) = DV(C) /Divy (C)

heiflt Divisorenklassengruppe von C.

Beispiel 16.3 Sei C := P!(K). Da K algebraisch abgeschlossen ist, lisst sich jedes f € K(C)* =
K(X)* eindeutig schreiben als

f= [[ (X —ai)
H;'n=1X —bj ’

Schreibe P*(K) = A(K) U {o0}. Fiir P € AY(K) ist

a; # bj € K fiir alle ¢, j.

ordpf ={ie{l,....,n} | ai =P} —|{ie{l,....m} | b = P}|,

denn

Op(ry,p = Oprw),p = K[X]x—p

wird von X — p erzeugt. Fiir P = o0 ist

1
S

Schreibe

PR PR <1>m—”.nz~;11—“'

_ X
- b e b *
R I N AR I (AR

Dann folgt ords, f = m — n. Damit ist
div(f) :Zl-ai—ZLbj—l—(m—n)-oo,
i=1 j=1

also degdiv(f) = 0.
Sei umgekehrt D € Div(C') mit deg D = 0. Schreibe

m m
D:ZLaifZLbj, a; # b; fiir alle 7, j.
i=1 j=1

Setze
f . Haﬁéoo X —a

= MR e K(0)*.
Hbj;EocX_bj

Dann gilt div(f) = D und damit
Divy (P1(K)) = {D € Div(P}(K)) | deg D = 0} = kerdeg
und mit dem Homomorphiesatz

CI(PY(K)) = Div(P"(K)) /Divy (PL(K)) = Z.
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Weiters Vorgehen: Zeige degdiv(f) = 0 fiir alle Kurven C und f € K(C)*. Fasse hierfiir f als Mor-
phismus f : C — P}(K) auf. Wollen haben:

(i) div(f) = f*((0) — (00)) = "Nulstellen minus Polstellen".

(ii) deg f*(D) = deg f deg D.

Bemerkung + Definition 16.4 Sei f : ¢4y — (5 surjektiver, nichtkonstanter Morphismus zwi-
schen zwei nichtsingularen Kurven.
(i) Sei Q € Cy, P € f71(Q) < Oy sowie t € mg eine Uniformisierende, d.h. es gilt (t) = mg. Dann
heifst
ep:=ep(f)=ordp(to f)

der Verzweigungsindex von f in P.

(ii) Definiere den Gruppenhomomorphismus

f*:Div(Cy) — Div(C1), Q— >. ep(f)-P
Pef-1(Q)
(iii) Fir g e K(C2)* gilt:
f*(div(g)) = div(g o f).

Insbesondere ist f*(Divy(Ca)) < Divy (Ch).

(iv) f induziert einen Homomorphismus
f*:ClCy) — CUC),  [D] = [fH(D)]

Beweis. (i) Zu zeigen: ep(f) ist unabhéngig von der Wahl von t. Sei t' € m¢ eine weitere Uniformi-

sierende. Dann gibt es u € Of, , mit ¢’ = ut. Damit ist

ordp(t' o f) = ordp(ut o f) = ordp((uo f) - (to f)) = ordp(uo f) +ordp(t o f) = ordp(t o f),
=0

wobei letzte Gleichung gilt, da w o f Einheit in O¢, p mit Inverser % o f ist.

(ii) Zu zeigen: f~1(Q) ist endlich, denn dann ist f*(Q) Divisor. Da f stetig ist, ist f~!(Q) abgeschlos-
sen und echte Teilmenge von Cy, denn f~!(Q) # C; (da sonst f konstant wire). Da dim Cy = 1,
folgt damit dim f~1(Q) = 0, also ist f~(Q) nach 2.2 endlich.

(iii) Es gilt
I* (div(g)) = f* ( 2 ordg(g) - Q) = ), odo(9) f1(@Q) = D, ), ordg(g)er(f) P

QeCs QeCy QeC> Pef~1(Q)

sowie

div(go f) = Z ordp(go f) - P = Z Z ordp(go f)- P

PeCy QeC2 Pef~1(Q)

das heifst, es ist zu zeigen:

s:=ordp(go f) = ordg(g)ep(f) =:7-ep(f)
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fiir alle Q = f(P).
Seien dazu tg,tp Uniformisierende von mg bzw. mp, d.h. es gilt (tg) = mg,{tp) = mp.

Dann gibt es u.u’ € Of, p sowie v € Of, , sodass gilt:
gof:u.tsp7 g:v.tzg’ thf:u/t;eP(f)
Wir rechnen

utp =gof = (U'tz))of: (vof) (tgof) =(vof) (ult}ef(f))r = (vof)‘ulr-t;’)(f)'r
und wegen der Eindeutigkeit der Darstellungen links und rechts folgt

s:ep(f)~7",

also die Behauptung.
(iv) Folgt aus (ii) und (iii). O

Folgerung 16.5 Sei C nichtsinguliir, f € K(C)*. Dann definiert f einen Morphismus f : ¢ — P!(K)
und es gilt

div(f) = £*((0) = (0))-

Beweis. Die erste Aussage folgt aus Proposition 15.7.

Sei P € C mit f(P) = 0. Dann ist X eine Uniformisierende von mp und wir erhalten

ep(f) = ordp(X o f) = ordp(f)

Ist P = o0, so ist % Uniformisierende von mp und wir erhalten

ot = o (1) -t (1) = oot

Damit gilt

FO-@)= Y ep)-P— 3 ep) P=Y ordp(f)- P = div(f).

Pef1=(0) Pef~1(0) peC
was zu zeigen war. ]

Bemerkung + Definition 16.6 Sei f : C; — (5 surjektiver Morphismus nichtsinguldrer, projek-

tiver Kurven. Dann induziert f einen Kérperhomomorphismus
f# K (Cy) — K(Ch)

K(C3) kann damit via f7 als Teilkorper von K(C}) aufgefasst werden. Die Erweiterung K(Cy)/K(Cs)
ist endlich. deg f := [K(C}) : K(C2)] heift Grad von f.

Beweis. Sicherlich sind K(C), K(C2) endlich erzeugt iber K. Weiter gilt trdegg K(C1) = 1 = trdeggK(Cy),
d.h. die Erweiterung ist algebraisch. Insgesamt folgt also [K(Cy) : K(C3)] < 0. O
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Satz 16.7 (i) Jeder Hauptdivisor auf einer nichtsinguldren, projektiven Kurve hat Grad 0.
(i) Sei f : C1 —> Cy surjektiver Morphismus nichtsinguldrer, projektiver Kurven. Dann gilt fiir
jeden Punkt Q) € Cy

deg f*(Q) = >, ep(f) =degf.
Pef~1(Q)

Weiter gilt damit fiir jeden Divisor D € Div(Cy)
deg f*(D) = deg f - deg D.
Beweis. (i) Essei f € K(C)*. Dann lisst sich f fortsetzen zu f : C — P(K). Damit ist

deg(divf) = Y epr(f)— D, ep(f)=degf*((0) - () = deg f - deg ((0) — (:0)) = 0.

Pef~1(0) Pef1(w)

(ii) Wird noch hinzugefiigt. O

§ 17 Der Satz von Riemann-Roch

In diesem Paragraphen sei C stets nichtsinguldre, projektive Kurve iiber einem algebraisch abgeschlos-

senen Korper K.

Definition + Bemerkung 17.1 Essei D = ZPGC np - P ein Divisor auf C.
(i) Der Riemann-Roch-Raum zu D

L(D) = {f e K(C)* | div(f) + D = 0} U {0}

ist ein K-Vektorraum.
(i) (D) := dimg E(D).
(iii) Es gilt [,(0)
(iv) Ist deg D < 0, so ist £L(D) = {0}.
(v) Fiir linear dquivalente Divisoren gilt £(D) =~ L£(D').
)

(vi) Fir D' > D gilt L(D) < L(D').

Beweis. (i) Es gilt f € L(D) <= fiir jeden Punkt P € C ist ordp(f) + np = 0. Fiir f,g € L(D) ist
ordp(f + g) = min{ordp(f),ordp(g)} = —np,

also f + g€ L(D).
(iii) Es gilt f € £(0) genau dann, wenn ordp(f) = 0 fiir alle P € C. Damit gilt f € O¢(C) = K.
(iv) Es gilt deg(divf) = 0, also deg(divf + D) = deg D < 0 fiir alle f € K(C)*.
(v) Essei D' = D+ divf fiir ein f € K(C)*. Dann ist

a:L(D)—L(D), g—f-g
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ein K-Vektorraumisomorphismus, denn es gilt
ge L(D') = divg+D' =20 < divg+divf+D >0 < divf-g+D > 0. < f-ge L(D).

Damit folgt insgesamt die Behauptung. O

Proposition 17.2 Fiir jeden Divisor D € Div(C) und jeden Punkt P € C gilt
(i) I(D+ P) <Il(D)+ 1.
(ii) (D) < deg D + 1, falls deg D > —1.

Insbesondere ist L(D) endlichdimensional.

Beweis. (i) Es gilt £(D) < L(D + P) nach 17.1. Fur f € £(D + P)\L(D) gilt ordp(f) = —np — 1.
Fir f,g e L(D + P)\L(D) ist also

ordp(f) = ordp(g) = —np — 1.
Sei nun ¢ € mp Uniformisierende, d.h. es gilt (t) = mp. Schreibe
f=u-tT""l g=p.tmPL u,v € OF p.

Fir
h =wu(P)g—v(p)f €L(D+ P)

gilt
ordp(h) = ordp ((u(P)v — v(P)u)t_”P_l) > —np,

also h € £(D). Damit ist g € L(D) + {f), also
dim£(D + P) < dim L(D) + 1.

(ii) per Induktion iiber d = deg D:
d=-1. Klar, denn es ist £(0) = 0.
d=0.Sei Pe C, D' = D — P. Mit der Induktionsvoraussetzung folgt [(D’) < deg D’ +1 = d,
also mit (i) (D) =I(D'+ P) < d + 1. O

Satz + Definition 17.3 (Satz von Riemann) Es gibt eine Konstante v € Ny, sodass fiir jeden Divisor
D € Div(C) gilt:
(D) >degD +1—n~.

Das kleinste v mit dieser Eigenschaft nennen wir dasGeschlecht von C'. Schreibe
g:=9(C)=min{ye Ny | (D) <degD +1—~}

Satz 17.4 (Satz von Riemann-Roch) Es gibt einen (bis auf lineare Aquivalenz eindeutigen) Divisor K

auf C, der sogenannte kanonische Divisor, sodass fir alle Divisoren D € Div(C') gilt:

(D) —I(K —D)=degD+1—g(C).
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