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Vorwort

Uber dieses Skriptum

Dies ist ein Mitschrieb der Vorlesung ,, Algebraische Geometrie* von Prof. Dr. F. Herrlich im
Wintersemester 08/09 an der Universitit Karlsruhe. Die Mitschriebe der Vorlesung werden mit
ausdriicklicher Genehmigung von Prof. Dr. F. Herrlich hier veroffentlicht, Prof. Dr. F. Herrlich
ist fiir den Inhalt nicht verantwortlich.

Wer

Getippt wurde das Skriptum soweit von Diego De Filippi, Felix Wellen, Tobias Columbus und
Andreas Schatz, die Wiki-Technik ist von Joachim Breitner.

Wo

Alle Kapitel inklusive KTEX-Quellen kénnen unter http://mitschriebwiki.nomeata.de ab-
gerufen werden. Dort ist ein von Joachim Breitner programmiertes Wiki, basierend auf http:
//latexki.nomeata.de installiert. Das heifit, jeder kann Fehler nachbessern und sich an der
Entwicklung beteiligen. Auf Wunsch ist auch ein Zugang tiber Subversion moglich.


http://mitschriebwiki.nomeata.de
http://latexki.nomeata.de
http://latexki.nomeata.de

1 Affine Varietaten

§1 Der Polynomring

Sei k ein Korper, k[X7, ..., X,], n > 0 der Polynomring tiber k in n Variablen.

Universelle Abbildungseigenschaft (UAE) des Polynomrings

Ist A eine k-Algebra und sind aq, ..., a, € A, so gibt es genau einen k-Algebra-Homomorphismus
fok[Xy, . o, Xy = Amit f(X;)=a; firi=1,... n.
Folgerung: Jede endlich erzeugte k-Algebra ist Faktorring eines Polynomrings.

n =1, also k[ X]

Euklidischer Algorithmus: Zu f,g € k[X]|,g # 0 gibt es ¢,r € k[X] mit f = qg + r und
deg(r) < deg(g) oder r = 0.
Folgerung: k[X] ist Hauptidealring.

Eindeutige Primfaktorzerlegung

k[X1,...,X,] ist faktorieller Ring,.
Folgerung: Jedes irreduzible Polynom erzeugt ein Primideal.

Hilbertscher Basissatz

k[X1,...,X,] ist noethersch, d.h.
e Jedes Ideal ist endlich erzeugbar.
e Jede aufsteigende Kette von Idealen wird stationér.

§2 Die Zariski-Topologie

Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper.

Definition 1.2.1
Eine Teilmenge V' C k™ heifit affine Varietdt, wenn es eine Menge von Polynomen F' C
k[X1,...,X,] gibt, sodass V(F) =V ={z = (z1,...,2,) € k" : f(x) =0 fir alle f € F}.

Beispiele
1) n=1: V Ck affine Varietiat < V endlich oder V =k
2) f € k[Xy,...,X,] linear (d.h. deg(f) =1) = V(f) ist affine Hyperebene.



fi,..., fr linear = V(f1,..., f.) ist affiner Unterraum. (Jeder affine Unterraum lasst sich so
beschreiben.)
3) Quadriken sind affine Varietéten.
4) Lemniskate
C ={P(z,y) € R*:d(P,P,) =d(P, P,) = c}

fiir Punkte P, P; € k2,¢ > 0.
Fir Pi(—1,0) und P(1,0) ist C = V(f) mit f = ((z + 1)* + ¥*)((z — 1)? + y?) — 1. Dies ist
aber keine affine Varietéit, da das in C? nicht klappt.

Bemerkung 1.2.2

(i) Fiir By C Fy C k[X, ..., Xa] ist V(F}) D V(F).

(i) VI(fi - f2) = V(1)) UV (f2) und V(f1, f2) = V(f1) NV (f2)

(iii) V(F) = V((F)) fir das von F' erzeugte Ideal (F) C k[ Xy, ..., X,]
(

iv) V(F) = V(y/(F)) fir das von F' erzeugte Radikalideal

VF) = {g € k[Xi,..., X,] : 3d > 0 mit ¢ € (F)}

(V) Zu jeder affinen Varietiat V' C k™ gibt es endlich viele Polynome fi, ..., f., so dass
V=V(fi,..., f), da jedes Ideal in k[ X7, ..., X,,] endlich erzeugbar ist.

Beweis (iii) “« C“ Sei v € V(F),g € (F ) Schreibe g = a1f1 4 a.f, mit f; € Fia; €
KX, X, dann st () = a1 (2) @) & -+ ar () fy () = 0. .

Definition 1.2.3

(i) Fur eine Teilmenge V' C k™ heifit I(V) := {f € k[X4,..., X,] : f(x) =0 fiir alle z € V'} das
Verschwindungsideal.

(i) A(V) = k[X1,..., X,]/I(V) heiit affiner Koordinatenring von V.

Fur f,g € /{Z[Xl,,Xn] gilt: flv :g’\/ S f—ge€ I(V)

Bemerkung 1.2.4

Fiir jede Teilmenge V' C k™ gilt:

(i) 1(V) ist Radikalideal,

(i) V € V(I(V), -
(iii) V(I(V)) ist die kleinste Varietét, die V' umfasst. Schreibweise: V(I(V)) =: V.
(iv) Sind V4, V5 affine Varietéten, so gilt:

ViCVae I(Vi) 2 1(Vs)

Beweis (iii) Sei V' eine affine Varietdat mit V' C V' und sei I’ C k[X,..., X,] ein Ideal mit
V'=V(I'). Dannist I' C I(V) = V(I") D V(I(V)).

(iv) “=* 1(Vi) 2 1(Va) = V(I(Va)) € V(I(V)). Mit Vi = V(I(VA)) und V3 = V(I(V3)) folgt
die Behauptung. 0

Bemerkung 1.2.5

Fiir jede Teilmenge V C k™ gilt:

(i) A(V) ist reduzierte k-Algebra, d.h. es gibt in A(V) keine nilpotenten Elemente (also f¢ # 0
fir alle f # 0,d > 0).

(ii) Ist V' C V', so gibt es einen surjektiven k-Algebra-Homomorphismus A(V') — A(V).



Beweis (i) Sei g € A(V), f € k[Xy,...,X,,] mit f = g. Dann ist (¢¢ = 0 (in A(V)) & f¢ €
I(V)) und da I(V) Radikalideal ist, folgt f € I(V') und somit g = 0.
(i) Es ist I(V') C I(V), also

k[X1,. .., X, A(V) = k[Xy,..., Xl /T(V)

AV = KXy, X/ T(VY) C

Definition + Satz 1.2.6
Die affinen Varietdaten in k™ bilden die abgeschlossenen Mengen einer Topologie, der Zariski-
Topologie.

Beweis o k" =1V(0) und () = V(1) sind affine Varietéten.

e Seien V; = V(1) und V, = V(1) affine Varietiaten. Dann ist ViUV, =V (I1- 1) = V(I1N1).
Denn: “C* klar “2O%“: Sei x € V/(I1 - I),x ¢ V1. (Zu zeigen: z € V)

Dann gibt es ein f € I} mit f(z) # 0.

Dax e V(I 1) ist f(x)-g(x) =0firalle g € [y = x € V() = V.

e Seien V; = V(I;),i € J, affine Varietiaten = N;c; Vi = V(Zics ).

Denn: “2O% klar “C*“: Sei x € NV, f € > I,. Schreibe f = a1 fi + -+ a,f, mit fr, € I;,,a €
EXy,...,Xn] = f(z)=ai(z)- 0+ +a.(z)-0=0 O

Bemerkung 1.2.7
(i) Fir f € k[Xy,..., X,)\{0} ist D(f) := k™ \ V(f) nichtleere offene Teilmenge von k™.
(ii) Die D(f) bilden eine Basis der Zariski-Topologie.

Beweis (ii) Zu zeigen: Jede offene Menge U ist Vereinigung von Mengen der Form D(f).
Zeige dazu: Zu jedem z € U gibt es ein f mit z € D(f) C U.

Sei V =Fk"\U,alsoV =V(I) fiureinIdeal I. Dax ¢ V, gibtes f € I mit f(x) # 0 =z € D(f).
Weil feI,ist VND(f)=0= D(f)CU O

Bemerkung 1.2.8
Die Zariski-Topologie auf k™ ist nicht hausdorffsch.

Beweis Wegen 2.7 gentigt es zu zeigen, dass D(f)ND(g) # 0 fir alle f, g € k[ X7, ..., X,]\{0}.
Induktion iiber n:

n=1:V(f) und V(g) sind endlich = D(f) N D(g) =k \ V(f - g) ist unendlich.

n > 1: Zerlege f und g in Primfaktoren (vgl. §1) und wéhle a € k, so dass (X,, — a) nicht Teiler
von f oder g ist. Identifiziere V (X, — a) = {(z1,...,2,) € k" : ¥, = a} mit k"L

Nach der Wahl von a sind f|y(x,—q) und g|y(x,—q) nicht identisch 0, also f* = f(X1,..., X,—1,a)
#0 # g(Xy,..., X 1,a) =: ¢ in k[X,..., X,]. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es x’ €
k"=t mit f'(2') #£ 0 # ¢'(2) = Fir z = (2/,a) € k™ gilt f(x) = f'(2/) £0# ¢'(2)) = g(x). O

83 Irreduzible Komponenten

Definition 1.3.1

a) Ein topologischer Raum X heifit irreduzibel, wenn er nicht Vereinigung von zwei echten
abgeschlossenen Teilmengen ist.

b) Eine abgeschlossene Teilmenge von X heifit irreduzible Komponente, wenn sie irreduzibel
ist (bzgl. der induzierten Topologie) und maximal (bzgl. Inklusion).



Proposition 1.3.2

Eine affine Varietédt V' C k™ ist genau dann irreduzibel, wenn (V') Primideal in k[X7, ..., X,]
ist. Das ist genau dann der Fall, wenn der affine Koordinatenring A(V') =: k[V] nullteilerfrei
ist.

Beweis “=" Seien f1, fo € k[X1,..., X, mit f1- fo € I(V). Sei f1 ¢ I(V).
Dann ist V- & V(f1).

Nach Voraussetzung ist V- C V(f1 - f2) = V(f1) UV (f2).

V irreduzibel = V C V (f3)

= fo(z) =0 fir alle z € V

= foe I(V).

S Sei Vo= Vi UV, mit V, = V(I;), i = 1,2. Sei Vi # V.

= Jdr e Vund f € [, mit f(z) #0

Also f ¢ I(V) C I(V))

Andererseits ist V =V (L) UV (L) =V (- I) =1 - I, CI(V)

= f-g(x) =0 firalle g € I,

I(V)primund f ¢ I(V) =g e I(V) fir alle g € I,

S Vo= V() D VI(V) = V 0

Satz 1
Jede affine Varietat V' € k™ hat eine Zerlegung in endlich viele irreduzible Komponenten. Diese
Zerlegung ist eindeutig.

Beweis 1. Schritt V ist endliche Vereinigung von irreduziblen Untervarietéten.

Sei dazu B die Menge der Varietédten in k", die nicht endliche Vereinigung von irreduziblen
Untervarietaten sind. Sei weiter J := {I(V) |V € B}.

Zu zeigen: B = ()

Annahme: J # (). Dann enthélt 7 ein maximales Element Iy = I(V}) fiir ein V; € B.
=V} ist minimales Element in B.

Vo € B = Vj reduzibel

= Vo = V1 UV, mit V] # Vy # V5, Vi abgeschlossen

=V, ¢ B,i=1,2 (da V, minimales Element in B)

=V} ist endliche Vereinigung von irreduziblen Untervarietéten

= 1, auch. Widerspruch!

2. Schritt “Irreduzible Komponenten*

Sei V =ViU---UV, mit irreduziblen Varietdten Vi,...,V,,.

Ohne Einschrankung sei V; € V; fiir @ # j.

Sei W C V irreduzibel und V; C W fiir ein <.

Esist W=VnW=MWU---uV,)nW=(VinW)u---U((V,nWW)

W irreduzibel = 35 mit

VinW=W=V,CW=WnV,CV,=i=jumd W=V,

= Vi,...,V, sind irreduzible Komponenten von V.
Genauso: W C V irreduzible Komponente = 35 : W C Vj,
da W maximal = Zerlegung eindeutig. OJ

Beispiele 1.3.3
f=v*—x(x—1)(z+1) € Rlz,y] E:=V(f)



8§84 Der Hilbertsche Nullstellensatz

Satz 2 (Hilbertscher Nullstellensatz)
Sei k ein Korper, n > 1,m C k[Xy,...,X,]| maximales Ideal. Dann ist L = k[X;,..., X,|/m
eine endlich erzeugte Korpererweiterung von k.

Beweis Siehe Algebra II, Theorem 4. O
Folgerung 1.4.1
Ist k algebraisch abgeschlossen, so entsprechen die maximalen Ideale in k[ X1, ..., X,] bijektiv

den Punkten in k".

Beweis

r=(x1,...,2,) — (Xy —21,..., X, — x,) (maximal, da Faktorring Korper) ist eine injektive
Zuordnung ¢ : k" — m-Spec(k[X1,...,X,]) (= Menge der Maximalideale).

@ surjektiv:

Sei m € m-Spec(k[X1, ..., X,]),a: k[Xy,...,X,]/m — k der Isomorphismus, den es nach Satz
2 gibt. (Das ist tatsichlich ein Isomorphismus, da k algebraisch abgeschlossen ist und somit
jede endliche Erweiterung von k wieder k selbst ist.)

=X, —a(X;)em,i=1,...,n (da a € Hom; = a(X; — a(X;)) =0)

= (X7 —a(Xy),...,. Xp —a(X,)) Cm O

Folgerung 1.4.2 (Schwacher Nullstellensatz)
Fiir jedes echte Ideal I G k[Xy,..., X,] ist V(I) # (.

Beweis I C m fiir ein maximales Ideal m = V(I) D V(m) # 0 O

Sei jetzt k algebraisch abgeschlossen, n > 1, und
V, :={V C k" |V affine Varietat}
L, :={I Ck[Xy,...,X,] | I Radikalideal}

Satz 3 (Hilbertscher Nullstellensatz)
Die Zuordnungen
V:Z,—=V,, I~V()

v, -, V—=IV)

sind bijektiv und zueinander invers.

Beweis Zu zeigen: (1) V(I(V)) =V fir jedes V € V),

(2) I(V(I)) =1 fir jedes I € Z,,

(1): Ist Bemerkung 2.4 (iii).

(2): Zeige: 1(V(I)) = /1 fiir jedes Ideal I C k[X1,...,X,].
“e \/

“C“: Seige I(V(I)), seien fi,..., f Erzeuger von I.

Zu zeigen: 3d : g% = 7, a; f; fiir gewisse a; € k[X1,. .., X,].
Betrachte in k[X1,...,X,,Y]| das von fi,..., f,, und gY — 1 erzeugte Ideal J.
Esist V(J)=10

Schwacher Nullstellensatz = J = k[X, ..., X, Y]

= ;b € k[Xy,..., X, Y] sodass 1 =37, b f; +b(gY — 1)
In R:=k[Xy,..., X, Y]/(gY — 1) gilt also

L=Y"bfi (b € k[Xy,...,X,, é] die Restklasse von b;). Multipliziere mit Hauptnenner g¢.[]




Bemerkung 1.4.3
Sei k algebraisch abgeschlossen, V' C k™ eine affine Varietdt. Dann entsprechen die Punkte in
V' bijektiv den maximalen Idealen in k[V] (= k[Xy,..., X,]/1(V)).

Beweis Die maximalen Ideale in k[V] entsprechen bijektiv denjenigen maximalen Idea-
len in k[Xy,...,X,], die I(V) umfassen, also nach 4.1 den Punkten (z,...,z,), fir die
(Xl —xl,...,Xn —$n) 2 I(V) ist

SV(Xy—x,..., X, —z,) CVI(V)) =V O

8§85 Morphismen

Definition 4+ Bemerkung 1.5.1

(a) Sei k algebraisch abgeschlossener Korper, V' C k™ und W C k™ affine Varietiten. Eine
Abbildung f : V' — W heifit Morphismus, wenn es Polynome fi,..., f,, € k[Xq,..., X,]
gibt, so dass f(x) = (fi(x),..., fm(z)) fir jedes z € V.

(b) Jeder Morphismus V' — W ist Einschrankung eines Morphismus k"™ — k™.

(c) Die affinen Varietdten tiber k bilden zusammen mit den Morphismen aus (a) eine Kategorie
Aff(k). Als Objekte von Aff(k) bezeichnen wir ™ mit A™(k).

Beispiele 1.5.2
(1) Projektionen und Einbettungen A" (k) — A™(k).

(2) Jedes f € k[X,...,X,] ist Morphismus A"(k) — Al(k).
(3) V =AYk),W =V(Y? - X3) C A%(k) (“Neilsche Parabel)

f:V — W,z (22 23) ist Morphismus.
f ist bijektiv: injektiv /

surjektiv: Sei (z,y) € W\{(0,0)}, d.h. y* = 23
Dann ist (z,y) = f(£) = (£)% (£)°) = (&, %), /(0) = (0,0)
Umkehrabbildung:
g(x,y) = 0 (z,9)=1(0,0) ist kein Morphismus.
4 sonst

(4) Sei char(k) = p > 0.f : A™(k) — A™(k),(z1,...,2,) — (2f,...,2P), heifit Frobenius-
Morphismus. f ist bijektiv, aber kein Isomorphimus. Die Fixpunkte von f sind die Elemente

von A"™(F,).

Bemerkung 1.5.3
Morphismen sind stetig beztiglich der Zariski-Topologie.

Beweis Ohne Einschrankung sei f : A"(k) — A" (k). Sei V' C A™(k) abgeschlossen, V' = V(1)
fiir ein Radikalideal I C k[X7,. .., X,]. Zu zeigen: f~1(V') abgeschlossen in A" (k).

Genauer gilt: f~1(V)=V(J) mit J = {go f|g e I}

denn: z € f[7Y(V) & f(z) eV e g(f(z)=0firallege I &z € V(J) O



Bemerkung 1.5.4

Jeder Morphismus f : V — W induziert einen k-Algebra-Homomorphismus f* : k[W] — k[V]
(durch Hintereinanderschalten).

Genauer: Sei V. C A™(k),W C A™(k)

KX1,. o Xl 92007 KX1,. ., X

| |

KW = K[X1, .., X JIOV) T = kX0, XLV = K]V

f* existiert, weil fiir alle g € I(W) gilt: go f(x) = g(f(z)) = 0 fiir alle x € V

Proposition 1.5.5

Sei f : V — W ein Morphismus von affinen Varietiten, a := f* : k[W] — k[V] der indu-
zierte k-Algebra-Homomorphismus. Seien x € V, y € W und m, C k[V], m, C k[W] die
Verschwindungsideale zum jeweiligen Punkt. Dann gilt:

flz) =y < a H(m,) =m,

Beweis “=“ gem, < g(y) =0=gof(x) =0& gofem, & g€ atim,) < m,C
e

=a(g)
a~t(m,). Gleichheit folgt daraus, dass m, maximales Ideal ist.
“<“ Ware f(x) # y, dann gébe es ein g € k[W] mit g(f(z)) = 0 und g(y) = 1.
Andererseits:
a(g)(@) = (go f)(x) = g(f(x)) =0 = alg) € my < g € a7 (ma) =my & g(y) =0 O

Satz 4
Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper. Dann ist

O Aff — k-Alg°
Vi k[V]
fr— f!

eine kontravariante Aquivalenz von Kategorien. Hierbei bezeichnet k-Alg® die Kategorie der
endlich erzeugten, reduzierten k-Algebren.

Beweis @ ist ein Funktor: 1/

Definiere Umkehrfunktor W:

(i) Sei A € k — Alg°; ay,...,a, Erzeuger von A

= pa: k[Xy, ..., X, = A, X — a; ist surjektiver k-Algebra-Homomorphismus.

Sei I4 := Kern(ps) (Radikalideal).

U(A):=V(Ils) C k™ affine Varietét mit k[V (14)] = A.

(ii) Sei a: A — B k-Algebra-Homomorphismus in & — Alg®.

Definiere die Abbildung f, := V(Ip) — V(I4) durch f,(y) = z, falls m, = a~*(m,). Diese ist
wohldefiniert aufgrund der folgenden

Proposition 1.5.6

Sei o : A — B ein Homomorphismus von endlich erzeugten k-Algebren, m C B ein maximales
Ideal. Dann ist o !(m) C A ein maximales Ideal.

(Beispiel.: Fir a: Z — Q ist a~({0}) kein maximales Ideal.)

10



Beweis

A - B

L

AJa(m) %> B/m

« induziert einen injektiven k-Algebra-Homomorphismus @. Nach dem HNS ist B/m = k.
k hat keine echte k-Unteralgebra = A/a~'(m) = k. O

Ende des Beweises des Satzes Noch zu zeigen: f, : V(Ip) — V(14) ist ein Morphismus.
Schreibe dazu A = k[Xy,..., X,|/1a, B =k[Y1,...,Yn]/IB.

kX1, ..., Xn] Sk, ..., Y

i |

A - B

Bastle Lift & von «a:

a(X;) = fi mit f; = a(X;)

Beh.: Fir y € V(Ip) ist fo(y) = (f1(y),. -, fa(¥)):

Denn: Sei y = (y1,...,Ym), dann ist m, das Bild in B von My, = (Y1 —vy1,..., Y — Ym) =
a~t(m,) ist das Bild in A von a~'(M,) = (X1 — f1(y),..., X0 — [u(y)).

Nachrechnen: ® o W = id;_ e, Vo d =idagm [l

§6 Regulare Funktionen

Bemerkung 1.6.1
Sei V' C A"(k) eine affine Varietédt. Dann gilt fir h € k[ X1, ..., X,]:
h ist Einheit in k[V] < V(A)NV =0

Beweis V(h) NV =0 < (h) +I(V) = k[X1,..., X,]
S l=g-h+ ffurgek[Xy,...,X,]Jund f e I(V)
& 1=g-hink[V]. O

Definition 1.6.2

Sei V' C A™(k) eine affine Varietat, U C V offen.

a) Eine Abbildung f : U — A'(k) heiit reguldre Funktion auf U, wenn es zu jedem z € U
eine Umgebung U(z) C U und g, h, € k[V] gibt mit h,(y) # 0 fir alle y € U(z) und
f(x) = 29 fiir alle y € U(w).

b) Eine Abbildung f : U — U’ mit U’ C A™(k) offen heiBt Morphismus, wenn es regulire

Funktionen fi, ..., f,, auf U gibt mit f(z) = (fi(z),..., fm(2)).

Beispiele 1.6.3
1 ist eine regulire Funktion auf & \ {0}.
Dann ist U — A%(k), x+ (x, ) ein Isomorphismus mit Bild V(XY —1).

11



Definition 1.6.4
a) Eine Prdgarbe besteht aus einer k-Algebra O(U) fur jede offene Menge U C V' zusammen
mit k-Algebra-Homomorphismen

puu’ - O(U) — O(U/) \V/U/ g U offen
so dass puur = pPu'ur © Puu’ fur U” Q U’ g U gllt

b) Eine Prégarbe heifit Garbe, falls zusitzlich noch folgende Bedingungen gelten:
Sei U C V offen und (U;);er eine offene Uberdeckung von U.

(i) Ist f € O(U) und pyp(f) =: fly, =0 fiir alle i € I, so ist f = 0.

(ii) Ist fir jedes i € I ein f; € O(U;) gegeben, so dass fir alle i, j € I gilt f;
gibt es f € O(U) mit f|y, = f; fiir jedes i € 1.

uinu; = g U;nU;» SO

Bemerkung 1.6.5
Sei V' C A"(k) eine affine Varietat.
(a) Fir jedes offene U C V ist

OWU):={f:U—=k|f regular}

eine k-Algebra.

(b) f + L ist ein k-Algebra-Homomorphismus k[V] — O(U) fiir jedes offene U C V. Dieser
ist injektiv, falls U dicht in V ist. Dies ist fiir alle ) # U der Fall, wenn V irreduzibel ist.
(Gegenbsp.: V(X -Y), U=D(z), [f=uy)

(c) Die Zuordnung U — O(U) ist eine Garbe O = Oy von k-Algebren auf V.

Beweis Seien fi, fo € O(U). Ohne Einschréankung sei U (x) = Us(x) =: U(x) fiir alle z € U.
Sei f; = 3= auf U(x).

= hy.(y) : ho.(y) # 0 fur alley € U(xz) = f1 + fo und fi - fy sind regulére Funktionen.

Mit h, =1 und g, = f fiir alle z ist jedes f € k[V] regulare Funktion auf jedem offenen U. [J

Proposition 1.6.6
Fiir jede affine Varietdat V- C A"(k) gilt O(V) = k[V].

Beweis Nach Bem. 1.6.5(b) ist k[V] — O(V) injektiv, also gilt ohne Einschrankung k[V] C
o).
Sei zundchst V' irreduzibel: Sei f € O(V),x; € V,i = 1,2,U; C V offene Umgebungen von z;,

auf denen f(y) = z’l% gilt fir geeignete g;, h; € k[V], hi(y) # 0 Yy € U,.

Dann ist U := U; N U offen und dicht in V' = g1hy — gohy € I(U) (weil
fir alle y € U).

Mit V(I(U)) = U =V folgt gihy = gohy in k[V] = L=PFautUiNU,, dh dg,h € E[V] mit
98 =12

hi _ h’ ’

Ist V' zusammenhéngend, so sei V = V; U --- UV, die Zerlegung in irreduzible Komponenten.
Die Argumentation ist die gleiche, allerdings fir = € V3 N'V; (V; geeignet).

g1(y) _ _ g2(y)
mw = W) =

Ist V =V, UV, disjunkte Vereinigung von affinen Varietiten V;, V5, so ist
O(V) =0(V1) ® O(Va) (folgt aus der Definition von reguldren Funktionen) und
K[V] = K[VA] & k[Va] (Ubung). =

12



Proposition 1.6.7
Sei V' C A™(k) eine affine Varietét, f € k[V]. Dannist O(D(f)) = k[V];
nach dem multiplikativen System S = {f?:d > 0}, d-h.: k[V]; := {4

D(f) ist als offene Teilmenge von V' zu interpretieren.

(Lokallslerung von k[V]

Beispiele 1.6.8
1)V =AYk), f== D(f)=Fk\{0}

{£:g,h € k[X] mit h(z) # 0 fiir alle  # 0}

k

x-Achse ohne die 0
k[V] d > 0}/ ~ mit der Aquivalenzrelation % ~ 0 < 3d' > 0 mit
=y - ¢ fir ein ¢’ € k[V] = Kern(k[V] — k[V].) = (v) = k[V]. = k[X]..

C A2K). f =z € K[V] = K[X,Y]/(X V)
-

ol
S

8

|

~

Ei\% |
| <

Beweis Sei [ = I(V), also k[V] 2 k[Xy,..., X,]/I. Sei weiter f € k[X1,...,X,] Reprasentant
von f.
Beh.: D(f) ist isomorph zu einer affinen Varietit W := V(I 4 (fX, 4 — 1)) € A"+ (k)

Beweis: Ubung (Blatt 4, A.3).
Nach Prop. 6.4: O(D(f)) = O(W) = kW] = k[X1,..., Xpn1]/]

=1,.
Sei a @ k[Xy,..., Xyp1] = k[V]; der durch z; — ﬂf ' ’+ . ’ erzeugte Homomorphis-
zii=n
mus. i d
Beh.: Kern(a) =1
(6214\/
“C“« induziert einen Homomorphismus: & : k[ X7, ..., X,11] /I — k[V];
k[V][Xn+1]
zu zeigen ist also: A k-Algebra, f € A
a: A[X] — Ay, so ist Kern(a) = (X f —1). O
Nachtrag
k[Yrb 7Ym]4d>k[X17-"aXn]
k(W] k[V] k-Algebrenhomomorphismus
@] @]
my = a H(my) ————my,

Y ¥

€ €

1% fo 1

13



Behauptung

Fir z € Vist fo(z) = (fi(x),..., fu(z)) =t y. Noch zu zeigen: a~*(m,) = m,,. Es ist m, =
(Y1 — fi(x),..., Y — fm(x)). Dannist a(m,) das von a(Y;) — fi(z), i =1,...,n erzeugte Ideal.
Also:

= a(m,) C m,
= m, Ca ' (m,)

= m, = a_l(mx)

Proposition 1.6.9
Seien V' C A"(k),W C A™(k) affine Varietaten und U; C V,Uy C W offen. Dann gilt: Eine
Abbildung f : Uy — Us ist genau dann ein Morphismus, wenn f stetig ist und fiir jedes offene

go feO(f1(U)) fiir jedes g € O(U)

Beweis "= f ist stetig nach 1.5.3. Seien g € O(U),z € f~Y(U),U’ Umgebung von f(z),
, wobei hy, hy € k[W], ha(y) # 0 fiir alle y € U’. Daraus folgt

sodass ¢g(y) =
fir z € f~H(U):

weil f ein Morphismus ist, gilt f(z) = (al(z), . a:((j))) fir geeignete a;, b; € k[V] und (F  alle
z € f~1U’) und damit

h al(z)’. am(z) FL B
(%) = : <le((?) ((i ) : hl (2), mit h; € k[V].
hQ(bl(zw“"b (z)) 2

@Q“
— |~ —

7<" Seien z € U; und U C W eine offene Umgebung von f(z) = f~1(U) C V ist offen.

Sei p; : U — k die i-te Koordinatenfunktion, also p;(y1,...,ym) = vi,i = 1,...,m. Nach
Voraussetzung ist p;of € O(f~1(U)),i = 1,...,m. Also gibt es g;, h; € k[V] mit p;o f(y) = ZEZ))
fiir alle y in einer geeigneten Umgebung von x.

= f(z) = (le((z;, e z::zi) = f ist ein Morphismus. O

Definition 1.6.10
Sei V' C A™(k) eine affine Varietdt und irreduzibel. Dann heifit k£(V) := Quot(k[V]) Funktio-
nenkorper von V.

Beispiele 1.6.11
(a) V=A"k)=k(V)=kX,...,X,)

(b) V = V(Y2 — X2) C A%(k)
k[V] = kX, Y]/(Yz X2) 2= K[T?,T% C k[T
= k(V) = K(T)

14



Proposition 1.6.12
Sei f: V — W ein Morphismus von irreduziblen affinen Varietéten.

(a) f induziert genau dann einen Kérperhomomorphismus ¢ @ k(W) — k(V), der den
k-Algebrenhomomorphismus f* : k[W] — k[V] fortsetzt, wenn f* injektiv ist.
(b) f*ist genau dann injektiv, wenn f(V') dicht in W ist (in diesem Fall heifit f dominant).

Beweis

. a : ba
(a) k(W) = Quot(k[W]). Fir 2 = § € k(W) mit a,b € k[W],b # 0 muss gelten o (x) = &3,
Das ist wohldefiniert < f*(b) # 0 fiir alle b # 0.
(b) Sei a:= f¥: k[W] — k[V], Z CV, dann gilt o Y(I(Z)) = I(f(Z)), denn:

g €a(1(2))
eVze Z:alg)(z)=0
sVzeZ:(go f)(z
&g el(f(2))

Fiir Z = V heiit das: Kern(a) = a™1(0) = o /(I(V)) = I(f(V)). Also: Kern(a) = 0 &

I(f(V))=0& VI(f(V)=fV)=W N

0

§7 Rationale Abbildungen

Definition 4+ Bemerkung 1.7.1

Sei V' C A"(k) eine affine Varietat.
(a) Eine rationale Funktion auf V ist eine Aquivalenzklasse von Paaren (U, f), wobei
U C V offen und dicht und f € O(U) ist. Dabei sei (U, f) ~ (U, f') & flurv = [luavr

(b) In jeder Aquivalenzklasse [(U’,f")] gibt es ein (beziiglich "C”) maximales Element
(U, f), dessen U Definitionsbereich der rationalen Funktion heifit. V' \ U heifit
Pol(stellen)menge.

(c) Die rationalen Funktionen auf V' bilden eine k-Algebra Rat(V').
(d) Ist V irreduzibel, so ist Rat(V') = k(V).

Beweis (a) ~ ist transitiv: Seien (U, f) ~ (U’, f"),(U’, f") ~ (U", "), dann folgt: f|unvnur =
f//hUmU/mU//. DaUn U/ N U” dicht in V iSt, ist dann auch f|UﬁU” = f”|\UﬁU”'
x N U
(b) Ist (U, f) ~ (U', f"), so definiere auf UUU’ eine Funktion f durch f(z) = Ja) we :
fl(x) zelU
Dann ist f € O(U U ).
(¢) f+g,f-gsind regulidre Funktionen auf U NU’, wobei (U, f) und (U’, g) Repriasentanten
sind.

(d) ¢ € k(V) ist eine reguldre Funktion auf D(h). D(h) liegt dicht in V', weil V' irreduzibel ist.
Es folgt: ¥ ~— (D(h), #) ist ein wohldefinierter k-Algebrenhomomorphismus a : k(V) —
Rat(V).
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« ist surjektiv, denn:

Sei (U, f) ein Reprasentant einer rationalen Funktion auf V. Dann gibt es offenes U’ C U
und g, h € k[V] mit f(z) = % fir alle x € U'. Da V irreduzibel ist, ist U’ dicht in V.
Also ist a(¥) gleich der Klasse (U’, ), was gleich der Klasse von (U, f) ist. O

Definition 4+ Bemerkung 1.7.2
Seien V' C A"(k),W C A™(k) affine Varietaten.
(a) Eine rationale Abbildung f :V --» W ist eine Aquivalenzklasse von Paaren (U, fy),
wobei U C V offen und dicht ist und fy : U — W ein Morphismus ist; dabei sei
U, fu) ~ (U, i) & folvavr = forloro-
(b) Rationale Funktionen sind rationale Abbildungen V --+ Al(k).
(c) Jede rationale Abbildung hat einen maximalen Definitionsbereich.
(d) Die Komposition von dominanten rationalen Abbildungen ist wieder eine dominante ra-

tionale Abbildung wegen f(U) = f(U).
(e) Jede dominante rationale Abbildung f : V' --+ W induziert einen k-Algebrenhomomor-
phismus Rat(IW) — Rat(V).
(f) Eine dominante rationale Abbildung f : V' --» W heiit birational, wenn es eine ratio-
nale Abbildung g : W --» V gibt mit f o g ~ idy und go f ~ idy.
Beispiele
1) f:AY(k) --» A*(k),z — (=, 2) ist eine rationale Abbildung.
2) o A?(k) --» A%(k), (z,y) — (2, %) ist eine birationale Abbildung. Es gilt 0 o 0 = id auf
A2(k) — V(XY).
Proposition 1.7.3
Seien V, W irreduzible affine Varietdten. Dann gibt es zu jedem Korperhomomorphismus
a: k(W) — k(V) eine rationale Abbildung f:V --» W mit o = ay.
Beweis Wihle Erzeuger ¢y, ..., g, von k(W) als k-Algebra. Fir a(g;) € k(V) = Rat(V) sei
U; C V der Definitionsbereich. Sei U := ne, U, U ist offen und dicht in V. Sei U C U affin
(d.h. isomorph zu einer affinen Varietdt) und dicht (sowas gibt es, da D(f) affine Teilmenge).

B (g) e OWU) = kU], i=1,...,m
= alpw : k[W] — k[U] ist k-Algebrenhomomorphismus.
12 By gibt einen Morphismus f : U — W mit f* = a.
ay ist der von f* induzierte Homomorphismus auf Quot(k[W]). O

Proposition 1.7.4
Zu jeder endlich erzeugten Korpererweiterung K/k gibt es eine irreduzible affine k-Varietdt V/
mit K = k(V).

Beweis Seien zi,...,z, € K Erzeuger der Korpererweiterung K/k. Sei weiter A :=
klxyi,...,z,] die von den x; erzeugte k-Algebra. A ist nullteilerfrei, da A C K. Nach Satz
2 gibt es eine affine Varietat V mit A = k[V]. V ist irreduzibel, da A nullteilerfrei. k(V) =
Quot(k[V]) = Quot(A) = K. O
Korollar 1.7.5

Die Kategorie der endlich erzeugten Kérpererweiterungen K/k (mit k-Algebrenhomomorphis-
men) ist dquivalent zur Kategorie der irreduziblen affinen Varietaten iiber & mit dominanten
rationalen Abbildungen.
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2 Projektive Varietaten

§8 Der projektive Raum P"(k)

Erinnerung

P"(k) ={ Geraden in k"' durch 0}

(KON mit (20, 20) ~ (o, -1 90) 160 TN € K 2 Aty =y fiir i = 1.

Schreibweise (zg : « - : z,) = [(20, ..., Ty)]~ (“homogene Koordinaten”)

Beispiele
n = 0: PY(k) ist ein Punkt.

n=1: P'(k) — kU {oo} ist bijektiv.

(2 : a1) > { ™ F 2070 Also: PY{(R) = Sl/{il}
X Xy =
ke {R,C}:

Br(k) = (" \{0D)/ 4 S
= P"(k) ist mit der Quotiententopologie ein kompakter topologischer Raum.
P?(R) ist nicht orientierbar (“Kreuzhaube”).

m(PA(R)) = Z/oz

qn+1 -1
k =F, P"(F,) hat ———— Punkte.
i,_/
=1+q+ql++qn
Bemerkung 2.8.1
Firn>1und¢=0,...,n sei
Ui={(xg:-:x,) € P"(k)|x; # 0}
(a) P"(k) = Uo Ui
(b)
P (g s imy) s (R, TL Zo )
ist wohldefiniert und bijektiv.
Umkehrabbildung:
Yty ooy tn) = (Y1 oy s Loy oo )
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(€) @i :PYE)\U; — P YE), (g :++:xn) —~ (To -+ @j_1 :Tiy1 1+ Ty) ist bijektiv.

Folgerung 2.8.2
P"(k) ist disjunkte Vereinigung von A" (k) und P*~*(k), oder auch von A"(k), A" (k), ..., A°(k).

Beobachtung
(a) Ist f € k[Xy,. .., X,] homogen vom Grad d > 0, so gilt fiir (zg,...,7,) € k"™ und A € k
stets f(Azo, ..., \xn) = A f(z0,...,1,).
(b) Jedes homogene Polynom in k[Xj,..., X,] hat eine wohldefinierte Nullstellenmenge in
P (k).

Definition 2.8.3
Eine Teilmenge V' C P™(k) heiit projektive Varietdt, wenn es eine Menge F C k[ X, ..., X,]
von homogenen Polynomen gibt, sodass

V=V(F)={x=(xg: - :x,) € P"k)|f(x) =0 fur alle f € F}.
Beispiele 2.8.4
(a) H; =V(X;) =P*(k) \Ui( £ P '(k)) ist eine projektive Varietit (“Hyperebene”).
(b) V =V (XX, — X}?) C P?(k) ist eine projektive Varietét.
VNUy= V(3 —(3)?) Parabel in A%(k)

zo

VAU =V(5- 2 —1) Hyperbel in A%(k)

z1

Definition + Bemerkung 2.8.5
(a) S =k[Xo,...,X,] ist graduierter Ring (genau: graduierte k-Algebra), das heifit:

S = @Sd, Sa - Se € Sie

d=0
(hier: Sy = {f € k[Xy,...,X,] | f homogen vom Grad d}, Sy = k)

(b) Ein Ideal I C S heifit homogen, wenn I von homogenen Elementen erzeugt wird. Aqui-
valent: I = @32 ,(I N Sy)

(¢) Summe, Produkt, Durchschnitt und Radikal von homogenen Idealen sind wieder homo-
gen.

Beweis (c) Seien Iy, I, homogene Ideale mit homogenen Erzeugern (f;);er beziehungsweise
(9j)jes, dann folgt, dass I; + I von den f; und g; erzeugt wird. Genauso I; - I.

o0 [e.e]

PN 1) N Ss) =EP((1 N Sg) N (I2N Sa))
_ (éh msd> N (éb de> LNk

= [, N I ist homogen.

Sei [ :=1,v eI, x=>7 (%4 x4 € Sq. Zu zeigen: x4 € V1.

Dann gibt es m > 0 mit 2™ € I: 2™ = z]'+ Terme kleineren Grades

= 27 € I da die Summe aller Monome gleichen Grades auch immer in I liegen = z,, € V/1.
Mit Induktion folgt die Behauptung (z — x,, = 3" 5 24 € VI= 1, €l dJ
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Definition + Bemerkung 2.8.6

(a) Fur V C P*(k) sei I(V) das Ideal in k[Xy, ..., X,], das von allen homogenen Polynomen
f erzeugt wird, fir die f(z) =0 Vo € V gilt. I(V) heifit Verschwindungsideal von V.
I(V) ist Radikalideal.

(b) Fiir eine Menge F' C k[Xo, ..., X,] von homogenen Polynomen sei V(F) = {x € P"(k) :
f(z) =0 Vf € F} die zugehorige projektive Varietét.
Fiir ein homogenes Ideal I sei V(I) = {z € P*(k) : f(z) = 0 fir alle homogenen f € I}.
Dann ist V(F) = V((F)) = V(y/(F)) wobei (F') das von F' erzeugte Ideal sei.

Beweis (a) /I(V) ist nach 2.8.5 ¢) auch ein homogenes Ideal, wird also von homogenen
Elementen f; erzeugt.

:>f["(x):0‘v’x€Vundeinm2():>fi(x):0:>fi€](V):>\/m:](v> o

Proposition 2.8.7
(a) Die projektiven Varietédten bilden die abgeschlossenen Mengen einer Topologie. Diese heif3t
die Zariski- Topologie auf P" (k).
(b) Eine projektive Varietat V' ist genau dann irreduzibel, wenn (V') ein Primideal ist.

(c) Jede projektive Varietat besitzt eine eindeutige Zerlegung in irreduzible Komponenten.

Beweis Wie im affinen Fall. O

Definition 4+ Bemerkung 2.8.8
(a) Fir eine nicht leere projektive Varietat V' C P"(k) heifit
Vi={z=(z0,...,20) | (wo:--:2,) €VIU{(0,...,0)} der affine Kegel iiber V.
(b) V ist affine Varietdt. Genauer V' = V/(I) fiir ein homogenes Ideal I in k[Xy, ..., X,], so
ist V' = V() als affine Varietit in A""!(k).

(c) I(V)=1(V)

Beweis (b) Klar ist (zg : -+ : 2,) € V & (z0,...,2,) € V\{(0,...,0)}. Da V # (), enthalt
das Ideal I, fiir das V' = V(1) ist, kein Element aus &\ {0}. Fiir jedes homogene Element f € I
ist daher deg(f) >0 = £(0,...,0)=0=V =V(I).

(¢) Fiir jedes homogene Polynom f € k[X,,...,X,] gilt f € I(V) < f € I(V). Es geniigt zu
zeigen, dass I(V) ein homogenes Ideal ist.

Sei also f € I(V) mit f =% f;, f; homogen vom Grad i. Sei # = (o, ..., %,) € V. Dann ist
(Ao, ..., Axy,) = Az € V VA €k, also 0 = f(Az) = 2% Nifi(x) YA € k. Dies ist ein lineares
Gleichungssystem mit |k| Zeilen. k ist aber algebraisch abgeschlossen, hat also unendlich viele
Elemente = fi(z) =0Vi € {0,...,d} = f; € I(V). O

Proposition 2.8.9 (Projektiver Nullstellensatz)
Sei k algebraisch abgeschlossen, n > 0. Fiir jedes von (X, ..., X, ) verschiedene Radikalideal

I Ck[Xo,...,X,] gilt I(@):ﬁ.

P (k)

Beweis Fiir gegebenes Radikalideal I sei V' C P"(k) die zugehorige projektive Varietét.
Ist I =k[Xo,...,X,],s0ist V(I) =0 und I(V(I)) = k[Xq, ..., X,] = k[ X0, ..., X,].
Ist I C k[Xo,...,X,] homogen, so ist mit der Voraussetzng I # (Xo,..., X,,) I € (Xo, -+, Xn),
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und so ist die affine Nullstellenmenge von I in A" (k) echte Obermenge von {(0,...,0)}, enthélt

also einen Punkt (xo,...,2,) # (0,...,0). Dann ist (z : ---:x,) € V, also V # ). Nach 2.8.8
b) ist V auch die durch I bestimmte affine Varietét in A"*!(k). Nach 2.8.8 ¢) ist (V) = I(V).
Nach Satz 3 (Hilbertscher Nullstellensatz) ist 1(V) = v/I. O

Definition 4+ Bemerkung 2.8.10

Sei V' C P"(k) projektive Varietdt mit homogenem Verschwindungsideal I(V'). Dann heifit
k[V] = k[Xo,...,X,]/I(V) der homogene Koordinatenring von V. k[V] ist graduierte
k-Algebra. Dabei ist k[V]q := k[Xo, ..., Xp]a/(T(V) N E[Xo, ..., Xu]a).

§9 Affine und projektive Varietaten

Esist Uy = {(zo: - :a,) € P*(k):x; # 0} =P (k) \ V(X;) offen.
pi Ui = AM(K) (mo 2 twy) = (52,0, 551, 525, L, ) st bijektiv.

Proposition 2.9.1
Die Bijektionen p; : U; — A™(k), i = 0,...,n sind Homéomorphismen bzgl. der jeweiligen
Zariski-Topologie.

Beweis (K 1 =0, p:=pg
(i) p ist stetig: Gentigt zu zeigen: Fiir jedes f € k[X7,..., X,] ist p~'(D(f)) offen in Uj.
Aquivalent dazu: p~1(V(f)) ist abgeschlossen in Up. Dies folgt aus:

Bemerkung + Definition 2.9.2

Fir f € k[X1,...,X,] ist o1 (V(f)) = Uy NV (F).

Dabei sei f = 3¢, fi, f; homogen vom Grad i, fy # 0 und F := Y% fi- X§7 € k[Xo, ..., Xn].
F ist homogen vom Grad d und heifit die Homogenisierung von f.

Beweis © = (z1,...,7,) € V(f) & f(21,...,2,) =0 X% filwy,...,2,) =0
SFlizy:- a2, =08 plx) e V(F). O

Damit ist gezeigt, dass p stetig ist.

(ii) p! ist stetig: Wie in (i) gentigt zu zeigen: Fiir jedes homogene F € k[Xy,...,X,] ist
p(V(F) N Uy) abgeschlossen in A" (k).

Beachte: Die D(F),F € k[Xo,...,X,] homogen bilden eine Basis der Zariski-Topologie auf
P (k) (Bew. wie in Bemerkung 1.2.7 (ii)). O

Bemerkung + Definition 2.9.3

p(V(F)NUy) = V(f), wobei mit y; := % ¢ =1,...,n, f € k[Y,...,Y,] definiert sei durch
fYa,. oY) = F(L 2 ).

f heiit Dehomogenisierung von F' bzgl. x,.

Beweis © = (zg: -+ 1 2,) € V(F)NUp & 2o # 0und F(z) =0 F(1,2,.... %) =0
fp(x)) = 0« p(x) € V(f) m
Beispiele 2.9.4

F(Xo, X1, Xo) = X2 = XoXa,  fro(Vi,Ya) = F(L2,2) = Y2 Yy, fx, (Yo, Ya) = 1 = VoYs
Frage: Wie sieht F' aus, wenn V(F)NUy =0 ?

Antwort: z.B. F = X¢,\/(F) = (Xy).
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Bemerkung 2.9.5
(a) Sei f c k[Xl, . ,Xn], F e ]{Z[Xo, .

, X,,] die Homogenisierung. Dann gilt fir die Deho-
mogenisierung f von F bzgl. Xo: f = f.

(b) Sei F' € k[Xo, ..., X,] homogen, f € k[Y1,...,Y,] die Dehomogenisierung bzgl. X, F die
Homogenisierung von f. Dann gilt: F' = F - X{¢ fiir ein d > 0.

Beweis (a) Sei f =X, fi, fa# 0= F=SL fiX{ ' = f=Xlofi- 1=/
(b) Schreibe FF = X¢ - F mit X, 1 F. Dann hat die Dehomogenisierung von F bzgl. X,
denselben Grad wie F' = ihre Homogenisierung ist F. U

Definition 4+ Bemerkung 2.9.6

Eine Teilmenge W C P"(k) heifit quasiprojektive Varietdt, wenn eine der folgenden Bedin-
gungen erfillt ist:

(i) W ist offen in einer projektiven Varietét.

(ii) Es gibt eine offene Teilmenge U C P™(k) und eine abgeschlossene Teilmenge V' C P"*(k), so
dass W =UNV.

Beispiele 2.9.7
P2\ {(0:0: 1)} ist quasiprojektiv, aber weder projektiv noch affin (was zu zeigen wére).

Proposition 2.9.8

Betrachte A"(k) tiber py : Uy = A™(k) als Teilmenge von P"(k). Fiir ein Radikalideal I C
k[X1,...,X,] sei I" C k[Xo,...,X,] das von den Homogenisierungen aller f € I erzeugte
Ideal. Dann ist V,(I*) C P"(k) der Zariski-Abschluss von V, (1) C A™(k).

Beweis (i) “V,(I) C V,(I*)“: Sei z = (x1,...,2,) € Vo(I) und sei f € I, F € I* die Homoge-
nisierung von f.

Dann ist F(pg'(2)) = F(1:2y: - :2,) = (21,
(i) Sei V' € P"(k) abgeschlossen, rnlt V (I) C V
Zu zeigen: V(I*) C V.

Sei dazu V = V(J) fur ein homogenes Ideal J. Zu zeigen also: J C I*.

Sei F' € J homogen, f = F(1 $") die Dehomogenisierung von F' bzgl. x.

Sei y = (Y1, --,Yn) € Vo(I).

Dann ist f(y) = F(1,y1,...,yn) = 0, weil py Y(y) € V(J). Somit folgt f € I.

Sei ' die Homogenisierung von f, also F € I*, dann folgt mit 2.9.5: F = F . X¢ fiir ein
d>0=F el O

z,) =0, weil feI=IV()).

71E PRI

Bemerkung 2.9.9

Sei W eine quasiprojektive Varietat in P™(k).

(a) Die Zariski-Topologie auf W besitzt eine Basis aus affinen Varietéten.

(b) W ist quasikompakt (d.h. jede offene Uberdeckung von W besitzt eine endliche Teiliiber-
deckung)

Beweis (a) Sei W =UL (W NU;) mit U; = {(zg: -+ : x,) € P*(k) : x; # 0} = A" (k).

Also B8 W C A™(k), W ist offen in einer affinen Varietét, ndmlich dem Zariski-Abschluss V;
von W NU; in U;. Nach 1.2.7(ii) bilden die D(f), f € k[V;] eine Basis der Zariski-Topologie auf
W NU,;. Jedes D(f) ist aber isomorph zu einer affinen Varietat mittels

D(f) — A" (k)
(:Cl,...,l'n) — (Ll'l,.. l’n,ﬁ)

77777

p:
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fir f € k[Xy,...,X,]. Bild von pist V(Y f —1).

(b) Sei (O;);es offene Uberdeckung von W. Nach dem Beweis von (a) wird jedes O; iiberdeckt
von offenen Teilen der Form D(f) fiir geeignete f € k[O; N U;].

Also (B O; = D(f;) fiir ein f; € k[Xo,...,Xi,...,X,] (im Folgenden bedeutet X;: “die i-te
Variable streichen®).

Sei F; € k[Xy,. .., X,]| die Homogenisierung von f;. Dann ist

W e U DE) = (8 ~ () V(E) =F"() ~ V(Z(5)

I ist endlich erzeugtes Ideal, z.B. von F,..., F, = W CU,_, D(F;) = W CU;_, D(f;) O

8§10 Reguldre Funktionen

Definition 2.10.1
Sei W C P"(k) eine quasiprojektive Varietiat. Eine Abbildung f : W — k heifit reguldre
Funktion auf W, wenn f|ynqy, regulédre Funktion ist fiir ¢ = 0,...,n.

Bemerkung 2.10.2
Sind G, H € k[Xo, ..., X;;] homogen vom gleichen Grad, so ist

P(k) \ V(H).

G(z)

wohlbestimmte Funktion auf

Bemerkung 2.10.3
Sei V' C P"(k) quasiprojektive Varietdt. Dann gilt:

f 'V — k ist regular genau dann, wenn fiir alle p € V' eine Umgebung U, von p existiert, sowie

homogene Polynome G, H, vom gleichen Grad, so dass f(z) = %Eg fur alle z € U,.

Beweis “=“ Sei p € U, gp,h, € k[Vi] (Vi = VNU;) wie in 1.6.2 (d.h. es gibt ein

Uy CU, gy hy € K[Vi], hyl) £0 Vo €U, : f(z) = &),

A

—

Seien g, ﬁp Repréasentanten von g, bzw. h, in k[Xo, ..., X;, ..., X;,] und G, H, Homogenisierun-
gen.

Ist deg(G,) # deg(H,), so ersetze G, durch G, - X 9 =%9D) (falls deg(H,) > deg(G,)).
Va € U, ist dann

_ gp(2) _ Gp(xo:oimimy w1t xy)
hy(x)  Hp(xo:...iwimg:1ixgg oo xy)

“«<* Dehomogenisieren ...

Bemerkung 2.10.4
Sei V' C P"(k) eine quasiprojektive Varietat. Fiir jede offene Teilmenge U von V sei O(U) =
Ov(U)={f:U — k| f regular}.

(a) O(U) ist k-Algebra.

(b) Oy ist eine Garbe von k-Algebren auf V.

22



Lemma 1

Sei V' C P*(k) eine projektive Varietit, f € k[V] homogen, [ € Oy (D(f)). Dann besitzt D(f)
eine offene Uberdeckung (U;);c; mit U; = D(h;) fiir homogene h; € k[V], so dass

g; € k[V] ebenfalls homogen mit deg(g;) = deg(h;)

Beweis Eine offene Uberdeckung (U);c; mit [(z) = : , G;, H; vom gleichen Grad,
existiert nach Bem 10.3. Seien g, und A/ deren Restklassen in k[V]. (Beachte: D(h}) kann grofier
als U/ sein)

Nach dem Beweis von 9.9 a) wird U] iiberdeckt von offenen Mengen der Form D(ﬂi/) fir
homogene h} € k[V] (da die D(h}) eine Basis der Zariski-Topologie bilden), also

D(h) € U; € D(h))
=V (h)) CV(h), also b} € \/(h}) (HNS)
= (W)™ = ah!, fiir ein a € k[V] und ein m > 0

~ g/ g'.a g/.a,
Auf D(h]) ist | = = = Z— = ==
= Auf D(hy) s hi  hia  (Rf)m

Da D(h}) = D((h})™), ist mit h; := (h})™ die Behauptung erfiillt. O

Satz 5
Sei V' C P"(k) eine projektive Variett.
(a) Ist V zusammenhéngend, so ist O(V) = k.
(b) Sei k[V] der homogene Koordinatenring von V', f € k[V] homogen. Dann ist Oy (D(f)) =
k[V]) == {F : g € k[V] homogen, deg(g) = r-deg(f)} L (“homogene Lokalisierung® von
k[V] nach den Potenzen von f).

Beweis (b) k[V]) ist k-Algebra /
Sonderfélle: f =0 \/
V
) =

deg(f) = 0: D(f) =V L O(D(f)) = k
KIV]ip) = { £ : deg(g) = 0} =

=0} =k
Sei also deg(f) > 1:
Sei a: k[V](y) = O(D(f)), % — & (G, F € k[Xo, ..., X,,] Reprisentanten) ist wohldefinierter,
injektiver k-Algebra-Homomorphismus (Kern ist 0).
surjektiv: Sei [ € O(D(f))
Nach dem Lemma gibt es eine offene Uberdeckung (U;);c; von D(f) und g;, h; € k[V] homogen
vom gleichen Grad mit

l(z) = %(x) fir alle x € U;
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Denn: Auf U; N Uj gilt #+ = 3%, deshalb ist gih; = g;h;
Nach dem Lemma ist V' \ (U; N U;) = V(h;) UV (hy) = hih;(g:ih; — gjhi) = 0 auf ganz V.
Setze §; = g;hs, hi = h? = 9‘ = 2% = [ auf U; und g,h gjh = 0 auf V'

=
= glh = gjh in k[V].

Nach Bem 9.9 und dem Lemma tiberdecken endlich viele der D(h;) ganz D(f), also (I

Q
ﬁ V(hy,..., hy)
(h

=fellV h)) P25 (ha, . hy)

=f"= Z a;h; fir geeignetes m > 0, a; € k[V] homogen.
i=1

Setze g := >_I_, a;g;. Dann ist g homogen und deg(g)=deg(f). Fir j =1, ...;r gilt

T

fmgj = Z(alhz He Zazgzh = gh
=1
= auf U; ist % :gJ =1
(a) E V 1rreduz1bel (Die Konstante auf jeder Komponente muss auf den Durchschnitten
gleich sein)
Sei V; :=V NU; (wobei U; = D(X;) = {(a:o x,) €PY(Ek):x; £0}). B V£
Sei f € O(V). Dann ist f |y, € O(Vi) Y k’[V](Xi) (1=0,..,n).
(Beachte: Beim Beweis des (b)-Teils wurde der (a)-Teil nur fur den Fall, dass deg f = 0 ist,
verwendet. Hier ist aber f = X, also deg f = 1).
Da V irreduzibel ist, folgt mit 2.8.7 b), dass k[V] nullteilerfrei ist.
Sei also L :=Quot(k[V]). Insbes. f; :== f |y, € L.
Schreibe f; = )f};i fir ein homogenes g; € k[V]| vom Grad d;.
fi=faufUiNU;= fi=f;=fin L.
Beh. 1: f ist ganz tber k[V].
Dann ist f™ + Z;T‘:_ll a;f? =0 fur geeignetes m >0, a; € k[V].
Multipliziere mit X&™ = g;” + 300 lajgl - XA =
N
deg:dim deg=d;m

= (B a; homogen vom Grad 0 = a; € k und damit auch f € k.
Beweis von Beh. 1:
Geniigt (Alg II): k[V][f] ist in einem endlich erzeugten k[V]-Modul enthalten.
Beh. 2: k[V][f] C Xigk;[V], wobei d = 31", d;
Beweis von Beh. 2: Zu zeigen: X¢ - f7 € k[V] fiir jedes j > 0. Dies folgt aus
Beh. 3: k[V]y- f7 C k[V]y fiir alle 7 > 0.
Beweis von Beh. 3:
k[V]4 wird erzeugt von den Restklassen der Monome X7° - ... - XJ» mit 7, j; = d (und j; > 0)
— i mit d; < j;
= XX f =X X XD g € K[V]y O
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§11 Morphismen

Definition + Bemerkung 2.11.1
Seien V' C P"(k) und W C P™(k) quasiprojektive Varietéten.

(a) Eine Abbildung f : V — W heifit Morphismus wenn es zu jedem = € V eine Umge-
bung U, und homogene Polynome f0($), o f9 e K[X,, ..., X,], alle vom gleichen Grad,
sodass f(y) = ( ) s f,ﬁ,f)(y)) fir jedes y € U,.

(b) Die Morphismen V' — A'(k) entsprechen bijektiv den reguliren Funktionen auf V.

(¢) Morphismen sind stetig.

(d) Die quasiprojektiven Varietéten iiber k& bilden mit den Morphismen aus a.) eine Kategorie
Vare (k).

Beweis (a) -
(b) Sei f : V — Al(k) ein Morphismus. Sei x € V, Ux,féx), 1(90) wie in a.), das heifit:
fly) = (féx) : fl(m)> fir alle y € U, (wobei A'(k) mit Uy identifiziert sei). Dann ist

(@)
;}Z)Ey; € k fir alle y € U,. = f € O(V). Die Umkehrung folgt aus Bemerkung 2.10.3.
o W

(c) Wie fur affine Varietéten, siehe 1.5.3. O

Beispiele
1.) Die Abbildung (x¢ : 21 : x3) — (x¢ : 1) ist ein Morphismus P?(k)\{(0: 0: 1)} — P*(k),
der sich nicht stetig auf ganz P?(k) fortsetzen lisst.

Fiar (A:A:p), A0, ist f(A:A:p)=(1:1)
aber fir (A: —X:p),A#0, ist f(A: =A:p)=(1:-1)

{(1:1)} und {(1: —1)} sind abgeschlossen, also miissen ihre Urbilder auch abgeschlossen
sein. Der Abschluss von {(xg : z; : x3) C P*(k) : zp = x1} ist aber in V(Xy — X))
enthalten, denn V(X — X;) ist irreduzibel und es gilt:

V(Xo— X1) = {(z0: 21 : 3) CP*(k) : 29 = 21}
={0:0:D}U{(A:A:p)eP*k): A€k, uck}

Das Urbild von {1,1} ist V(Xo — X;) \ {(0:0: 1)}, also nicht abgeschlossen.
2.) Sei F:=V(XoX3— X} + X;X2) (elliptische Kurve y? = 2% — z).

EN{(0:0:1)} — PYk)
(ro:xy:m9) +—— (xg:11)

f:

lisst sich zu einem Morphismus F — P!(k) fortsetzen.
Sei (xg : w1 :22) € EN{(0:0:1),(1:0:0)} mit 23 + z129 # 0 Dann ist auch z; # 0
und somit
2242120740
f(l'() N .1'2) = (.1'0 . [L'l) e (33’0(.%% + iL'l.iE(_)) : xl(iﬂ% + 1'11'0))

0
= (2% 21 (23 + 1170)) nz (22 : 22 + 2170)
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Seien

U=E\{(0:0:1)}
U'=E\{(1:0:0)}

=FE=UUU"

f:U— P (2021 :29) = (w0 : 1) ist ein Morphismus.
f U — P (mg:ay: 20) = (2] 1 25 + 2170) ist ein Morphismus.
Auf UNU gilt f(y) = f'(y).

Folgerung 2.11.2
Eine Abbildung f : V — W von quasiprojektiven Varietéten ist genau dann ein Morphismus,
wenn f stetig ist und fiir jedes offene U C W und jedes g € Oy (U) gilt:

go feOv(f(U))

Beweis Folgt aus 2.11.1 b). Alternativ: Beweis von Proposition 1.6.6 anpassen.

“=*“ f ist ein Morphismus = f ist stetig. Mit 2.11.1.b) folgt: g : U — k ist ein Morphismus
(U C W) = go fist als Komposition von Morphismen auch ein Morphismus, also folgt mit
2.11.1.b), dass go f € Oy (f1(U))

“«<=“ Angenommen, f ist kein Morphismus.

Sei f = (f1,..., fm). Dann existiert ein f;, dass sich auf U, nicht als Polynom darstellen lasst.
Sei g; die Projektion auf diese Komponente.

Dann ist g o f = f; kein Morphismus, also go f ¢ Oy (f~1(U)) O

Folgerung 2.11.3
Sind V, W affine Varietaten, so ist eine Abbildung f : V' — W genau dann ein Morphismus
von affinen Varietéten, wenn sie ein Morphismus im Sinne von Definition 2.11.1 a) ist.

Eleganter: Die Homoomorphismen A™(k) = Uy C P*(k) (n > 0) induzieren einen volltreuen
Funktor Aff(k) — Var°(k).

Proposition 2.11.4
Fir jedes n > 1 ist Aut(P™(k)) ~ PGL,11(k) = GLyy1 (k) /{X - Ini1 - A € E*}

Beweis Fir A € GL,,11(k) sei
o4 :P"(k) — P"(k) die Abbildung oa(xg: - :xp) = (yo: - :yp) mit A-| 1 | =

04 ist wohldefiniert, da A(A\zx) = A\Ax.

04 ist Morphismus, denn y; ist lineares Polynom in den x;

04 ist Automorphismus, da o4 0 04-1 = id

Esist cyoop =045 = 0: GLy11(k) = Aut(P"(k)), A — 04 ist Gruppenhomomorphismus.
Noch zu zeigen:

LN Ty A€ek*} =kero
2. o ist surjektiv.

Beweis von 1:
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»C": klar.

»2": Sei 04 =1d. Dann gibt es flir ¢ = 0,...,n ein \; € k™ mit
0 0
A 11 = )\z —1
0 0
Ao
=A =
An
1 Ao A
SA- [l =]: 2] firein A ek
1 An A
=>XN=-=A\=A O

Bemerkung 2.11.5
Sei f : P"(k) — P"™(k) ein Morphismus, dann gibt es homogene Polynome fy,..., f, €
k[Xo, ..., Xn], so dass f(z) = (fo(z): - fin(x)) fiir alle z € P*(k).

Beweis Ubungsblatt 8, Aufgabe 3 O

Beweis (von Beh. 2) Sei f: P"(k) — P"(k) Automorphismus, dann gibt es also nach 2.11.5
homogene Polynome fo, ..., f, € k[Xo,...,X,] vom gleichen Grad d mit f(x) = (fo(x) : ---:
fn(z)). Genauso gibt es homogene Polynome gy, ..., g, € k[Xo,...,X,] vom gleichen Grad e
it 1(z) = (90(z) : - - gu(x).

Esist (fo(f~5x)) - fulf 1)) = (20 : -+ : x,) fiir jedes x € P"(k).

= fio f~' = X, - h fiir ein homogenes Polynom h vom Grad d - e — 1. h kann keine Nullstelle
haben, denn f; o f~! ist auf ganz P"(k) definiert.

=hek*=d-e=1=d=1unde=1

= [i = 2jLo ai; X fiir geeignete a;; € k.

if:UAmitA:(aij). O

Beispiele 0 b
Seien n =1,A = (c d) € GLy(k),z = (xg : 11) € P (k)
Dann ist o4(z) = (axg + by : cxg + dxy)

In Uy ist also
axg+bxy  agr +b

cxo + dxy _C%—Fd

(TA(LL’ =

Erinnerung / Definition 4+ Bemerkung 2.11.6
Sei V' C P"(k) quasiprojektive Varietét.

(a) Eine rationale Funktion auf V ist eine Aquivalenzklasse von Paaren (U, f), wo U C V
offen und dicht und f € Oy (U) mit der Aquivalenzrelation (U, f) (U', f') :& fluor =

f/|UﬂU’-
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(b) Ist V irreduzibel, so bilden die rationalen Funktionen auf V einen Koérper k(V'), den
Funktionenkorper von V.

(c) Ist V irreduzibel, so ist k(V) ~ Quot(k[U]) fir jede dichte, affine und offene Teilmenge
UcbV.

(d) Ist W eine weitere quasi-projektive Varietit, so ist eine rationale Abbildung f :V --»
W eine Aquivalenzklasse von Paaren (U, fy), wo U C V offen, dicht und fy : U — W
Morphismus und (U, fy) ~ (U, f;) = fulvno = folunu

(e) Erinnerung: Eine rationale Abbildung f : V --+ W heiit dominant, wenn fi;(U) dicht

in W ist, fir einen (jeden) Reprasentanten (U, fi;) von f.

(f) Die Zuordnung V + k(V) ist eine kontravariante Aquivalenz von Kategorien

dom. rationale Abb. + k-Algebra-hom.

{ irred. quasi-proj. Varietaten } o { endl. erzeugte Korpererweiterungen K /k }
+

8§12 GraBmann-Varietaten

Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper, 1 < d < n natiirliche Zahlen.

Definition + Bemerkung 2.12.1
Sei V ein n-dimensionaler k-Vektorraum.

(a) G(d,n)(V):={U CV :U ist Untervektorraum von V,dim(U) = d}
(b) G(d,n) := G(d,n)(k")
(c) Es gibt eine Bijektion G(d,n)(V) — G(d,n).

Beispiele
d=1: G(1,n) = P" (k)

Bemerkung 2.12.2
Es gibt “natiirliche” Bijektionen

G(d,n) = G(n —d,n)
firallel <d<n-—1.
Beweis Sei V* der Dualraum zu V. Dann ist die Bijektion gegeben durch

G(d,n)(V) = G(n—d,n)(V")
U {leV*:U CKern(l)}
() Kern(l) «+ U*

leU~

Bemerkung + Definition 2.12.3
Sei Fn(k) ={((z1:...:2n), (Y1, .0y yn)) € PP 1K) x k™ -

(y1 1ot yn) = (11 ... 1 2y) oder (Y, ..., yn) = (0, ...
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Beh. F, (k) ist quasiprojektive Varietét, als Untervarietat von

R L
(1 rxn), (Yo i 2 yn)) = (T1Y0 s XYL =+ & TplYn)

mit N =n(n+ 1) und z;y; : Tjyx = Ty : Ty

Denn: F,,(k) = V(zy; — zy;, 1 <i < j)

Sei pr : Fn(k) — P" (k) die Projektion auf die erste Komponente.
pr ist ein surjektiver Morphismus.

Fir o := (2 : -+ 1 x,) € PH(K) ist

prt={((xy: 2y, Yn) EPE X K"ty = Aay fiirein A€ kund allei = 1,--- | n}

F.(k) heiBt tautologisches Biindel

Fiir die folgende Proposition, sei zunachst folgende
Erinnerung: Ist ey, --- , e, Basis von v, so ist e;; A---Ney,, 1 <43 < --- < i; < n Basis von
A V. (zwei e;, vertauschen dreht das Vorzeichen, zwei gleiche e;, gibt deshalb 0)

Proposition 2.12.4
G(d,n)(V) “ist* quasiprojektive Varietét.
Genauer: Sei AV die d-te auBlere Potenz von V und sei

. Gdn)(V) —  PA'V)
V= Y U — Jur A Ayl

wobei uy, - -+, uq eine Basis von U ist. Dann gilt:
(a) 1 ist wohldefiniert.
(b) % ist injektiv

(c) Bild(v) ist Zariski-abgeschlossen in P(AYV) = PN=1(k), N = dim(A?V) = ( n )

Beweis (a) Sei vy, - ,v, eine weitere Basis von U.
Uy U1
Dann gibt es ein A €eGLy(k) mit A- | @ | =
Un, Up,
S0 A Avg =0 agu A ANYE agiu; =
(ZJ:Sd(—l)Sign(")alg(l) C Ogg(d)) UL AN ANug =det A-ug A Aug
(b) Sei wy, ..., uq eine Basis von U
Zu zeigen: U ist durch [uy A ... A ug) eindeutig bestimmt.
Dies folgt aus der Behauptung:

U={veV:ivA(uA..Nug) =0}

Beweis der Beh.: v A (u3 A ... Aug) =0
& v, Uy, ..., Ug sind linear abhéngig
SV ES UL, ey Uug >=U
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(c) Wir brauchen homogene Gleichungen, die in allen Punkten in Bild(v)) erfiillt werden.
Beoobachtung;:

d
Bild(¢) = {[w] : w € AV und w = uy A -+ Ay fir lin. unabh. Vektoren i, ..., uq in V'}

(w ist “total zerlegbar” )

Fiir w € AV sei

vV — /\d-HV
v — WA

w -

und L, = (I;;(w)) (“Pliicker Koordinaten”) die Darstellungsmatrix von ¢, beziiglich der
Basen ey, ...,e, und {e;; A+ Aejy,, 1< iy <o <ig < nj.
Die Abbildung

AV — Homy(V, AT V)

14 w — (Y2

ist linear. Dabei sind die /;;(w) linear in w, das heifit

ANV —  k
lij :

w — lij(W)
ist eine lineare Abbildung.

Behauptung

[w] € Bild(y) < det(l;;(w)) ez = 0 fur alle (n — d 4 1)-Minoren Z x J von L,

Diese Determinaten sind hc;mogene Polynome vom Grad n — d + 1 in den Linearformen
l;;. Also ist

Bild(¢) = V((det(l;;) iez ) : T x J ist (n — d + 1)-Minor )

ISVE
das heifit Bild(¢)) ist abgeschlossen.
Beweis (der Behauptung)
det(lij);g = 0 fiir alle (n — d + 1)-Minoren
< Rg(py) <n—d
< dim(Kern(p,)) > d
Die Behauptung lautet also:

Behauptung (’)
w total zerlegbar < dim(Kern(y,)) > d

Behauptung ()
a) dim(Kern(y,)) <d

b) dim(Kern(p,)) = d < w total zerlegbar
c¢) Fiir v # 0: v € Kern(gp,) © 3w € ATV und w = v A o/
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Beweis (c¢) (Ev=e¢,

w = Z )\1'61'1/\"'/\67;(1
1<ig<-<ig<n
=20=wAv= Z Aieiy, N Nei, Ney,

1<iy <--<ig<n
&N\ =0 fir alle i = (44,...,7) mit iy #n

=W = ( Z >‘i17---,id_1,n © €4y A A eid_l) N e, =: UJ/ N ey

1<i1 < <ig—1<n
“C”
(a) Aus (c) folgt mit Induktion tber m: Sind vy, ..., v, € Kern(p,) linear unabhéngig,
sogibtesw € ATV mit w=wy AV A AV = m < d

(b) “=7" Sei vy,..., v, eine Basis von Kern(yp,,)
Bew.a)

Ww=A-v A---Avy fir ein A € k*
“<="Seiw =ui A Aug

v € Kern(p,,) ©v,uy,. .., uy linear abhingig
=0 e< U, ..., Ug >
= Kern(gp,) =< u1, ..., ug >
mit dim Kern(yp,,) = d O

§13 Varietaten

Seien Vi, V5 quasiprojektive Varietaten, U; C V; offen (i = 1,2), ¢ : Uy — Us ein Isomorphis-
mus.

Sei V.= (1 U VZ)/N, wobei fiir x € V4 und y € V; gelte

x~y =z el und y = ¢(x) € Uy
V' ist ein topologischer Raum mit der Quotiententopologie. Fiir U C V offen sei
Ov(U):={f:U—k | Yo eU U, offen mit U, C V; oder U, C V5 und f |y, ist regular}

d.h. f ’UIE OVl (UI>, bzw. OVQ(UI)
Ist x € Uy (oder x € Us), so ist (B U, C U; und ¢(U,) C U, ebenfalls offene Umgebung von
rin V.

dann ist f € Oy, (o(U,)) < fop € Oy (U,)

Bemerkung 2.13.1
Oy ist Garbe von k-Algebren auf V.

Definition 2.13.2
V' wie oben heifit die aus V; und V5, durch Verkleben léngs U; und Us; via ¢ entstandene
Pravarietdt. (Begriff nicht so in der Literatur)
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Beispiele 2.13.3

(a)

Vi= Vo= Al(k), Uy = Uy = A"\ {0}

@ . U, — UQ, T — %

Dann ist die Verklebung V' von Vi und V; lings ¢ isomorph zu P!(k).

Dabei heiit U : V' — P(k) Isomorphismus, wenn ¥ ein Homdomorphismus ist und
fiir jedes offene U C P!(k) gilt:

Opnry = Ov(WH(U)), frrfol

ist ein Isomophismus von k-Algebren. W : V' — P! (k) sei wie folgt definiert:

U | Vi=po:AL(k) = PY(k), o+ (1:2)
U Vo= pi: Al(R) = PY(R), y— (y:1)

fir x € Uy ist (1:2) = (p(x): 1) = (£ : 1)

Ubungsaufgabe: Verklebe n + 1 Kopien von A"(k), so dass P"(k) entsteht.
Vi=Ve=Alk), Ur = U = Al(k) \ {0}

p: U — Uy, p=id, V Verklebung ldngs ¢.

Fiir jedes offene U C V mit 0, € U und 02 € U und jedes f € Oy (U) ist f(0;) = f(02).
So ein V heiflt separiert.

Bemerkung 2.13.4
Ein topologischer Raum ist genau dann hausdorffsch, wenn die Diagonale

A={(z,x) |ze X} C X xX

abgeschlossen in X x X ist.

Beweis “=“ Sei X hausdorffsch, (z,y) € (X x X)\ A

= x # y. Dann gibt es ein x € U offen, y € V offen mit UNV = ()

= U x V ist offene Umgebung von (z,y) mit (U x V)NA =)

“=*Seix #ye X, W eine offene Umgebung von (z,y) in X x X mit WNA =10

E W =U xV, dadie U x V eine Basis der Toplogie auf X x X bilden = UNV =0 O

Definition 2.13.5
Eine Prévarietdt X heifit separiert, wenn A C X x X abgeschlossen ist.

Beispiele 2.13.6

Sei V' wie im letzten Beispiel. Dann ist A C V' x V nicht abgeschlossen:

In V' x V gibt es iiber (0,0) die folgenden Punkte:

(01,01), (01,02) (02,071) (0g2,02). B
Davon liegen (01,0;) und (02,05) in A, die beiden anderen nicht. Diese liegen aber in A.

Definition 2.13.7

(a)

Eine Pravarietdt iber k ist ein topologischer Raum X, zusammen mit einer Garbe Oy
von k-Algebren, der eine endliche offene Uberdeckung X = U; U ... U U,, besitzt, so dass
(Ui, Ox |u,) isomorph zu einer affinen Varietét ist.
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(b) Eine separierte Préavarietit heifit Varietdt.

Definition 2.13.8

Fiir eine Privarietit X mit affiner Uberdeckung (U;)i—
Verkleben der U; x Uj, 4,7 =1,...,n hervorgeht.
Dabei ist U; x U; die affine Varietét, die durch Ox (U;) ®; Ox(U;) bestimmt ist.
Produkt ist folgendes:

» sei X x X die Préavarietét, die durch

-----

xY

\/

A
~,
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3 Lokale Eigenschaften

§14 Lokale Ringe zu Punkten

Erinnerung / Definition + Bemerkung 3.14.1
Sei V' eine Varietat (iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper k) und z € V.

(a)
Ov, ={[(U,f)]:UCVoffen, z € U, f € Oy(U)}

heifit lokaler Ring von V in z, dabei sei (U, f) ~ (U', f') < flUNU = f|UNU’

(b) Oy, ist ein lokaler Ring mit maximalem Ideal
me = {[(U, f)] € Ovs : fz) = 0}.

(C) OV,I = thg/ offen, z€U OV(U)

Bemerkung 3.14.2
Seien V,x € V wie in 3.14.1, sei weiter V5 C V offen und affin mit = € V4. Dann gilt:

(a) Oy = E[Vi] v, wobei k[Vj] der affine Koordinatenring von V; sei und m}° das zu z
gehorige maximale Ideal in k[Vp], das heiBt my> = {f € k[Vy] : f(z) = 0}.
(b) Ist V irreduzibel, so ist Oy, = {f = £ € k(V) : g,h € k[Vo], h(z) # 0}.

Beweis Ubung. U

Proposition 3.14.3
Seien V, W Varietéten, z € V,y € W. Ist Oy, = Oy, (als k-Algebra), so gibt es (affine) offene
Umgebungen U; C V von x und U C W von y mit U; = Us.

Beweis Ubungsblatt 7 Aufgabe 1. O
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Bemerkung 3.14.4
Sei ¢ : V. — W ein Morphismus von Varietdten. Fiir jedes x € V induziert ¢ einen k-
Algebrenhomomorphismus

QDEC . OW,go(x) — OV@, mit gpi(m¢<x)) C my,.

Beweis (E V, W affin (geeignet einschranken!).
Dann induziert ¢ einen k-Algebrenhomomorphismus

¢ kW] — k[V]
T — foyg

Dabei gilt fiir f € k[W]:
(x) femyy & fle() =06 (fop)(x) =0e G(f) €my
= ¢ induziert einen Homomorphismus

O KWl — FV]y
w(x

=0w, () =O0ve
Aus (x) folgt weiter:
Pa(miay KW ) € my K[V ]y = m, O
=My (z)

§15 Dimension einer Varietat

Definition 3.15.1
Sei X ein topologischer Raum (# ). Dann heifit

dim(X) := sup{n € N: Es gibt irreduzible Teilmengen §) # V, C ... C V,, C X'}
die (Krull-)Dimension von X.

Erinnerung / Definition 3.15.2
Sei R ein Ring (kommutativ mit Eins).

(a) Fir ein Primideal p C R heifit
ht(p) := sup{n € N: Es gibt Primideale gy C ... C p, = p}

die Héhe von p.
(b) dim R := sup{ht(p) : p C R Primideal} heiit (Krull-)Dimension von R.

Bemerkung 3.15.3
Sei V' eine affine Varietat. Dann ist dim(V) = dim(k[V]).

Beweis Nach Proposition 1.3.2 ist eine abgeschlossene Teilmenge Z von V' genau dann irredu-
zibel, wenn ihr Verschwindungsideal /(Z) ein Primideal ist. Nach Satz 2 ist das eine Bijektion.[]
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Proposition 3.15.4
(a) dim(k[Xy,..., X,])=n

(b) Ist A eine nullteilerfreie k-Algebra, so haben alle maximalen Primidealketten die gleiche
Lange.
Beweis Algebra 2. O

Bemerkung + Definition 3.15.5
Sei V' eine Varietéit, x € V, Vi C V eine offene und affine Umgebung von z.

(a) dim Oy, = ht(m}?)(= ht(m}P - k[VO]mvo))
(b) Ist V irreduzibel, so ist

dim Oy, = dim Oy, = dim V fir alle z,y € V.

(c) dim, V := dim Oy, heiit lokale Dimension von V in x.
(d) dim, V = max{dim Z : Z irreduzible Komponente von V, x € Z}

Beweis b) Ist V affin (also V' = 1}), so folgt die Aussage aus a) und Proposition 3.15.4(b). Im
allgemeinen Falle iiberdecke V' durch affine Varietdten V; (i = 1,...,n). Da V irreduzibel ist,
ist V;NV; £ 0 Vi, 7.

= dim Oy, ist unabhéngig von z, also gleich dimV; fiir jedes i« = 1,...,n.

noch zu zeigen: dimV; = dim V.

Sei Zy C Z1 € ... € Zg = V eine maximale Kette von irreduziblen Teilmengen. Dabei ist

Zy = {7} einpunktig. Es folgt d = dim Oy .

d) (E sei V affin. Die irreduziblen Komponenten 7, ..., Z, von V entsprechen den minimalen

Primidealen in k[V]. Es gilt € Z; & mY 2 1(Z;) =: p;. Weiter ist k[Z;] = k[V]/u;. Es folgt:

dim Oy, = ht(mY) = max;_,; . c,,v {maximale Lénge einer Primidealkette u; C o1 C ...

mY} = max;_ ., v {dimk[Z;]}. O
Cmy ,

=dim Z;

§16 Der Tangentialraum

Zunéchst einige einfithrende Beispiele:

Beispiele
1) V=V{Y?-X*+X), z=(0,0).
Die Tangente in z an V ist die y-Achse, also V(X). Der Tangentialraum in x = (1,0) ist
derselbe, d.h. der Tangentialraum ist nicht als affiner Raum, sondern als Vektorraum zu
verstehen.
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2.) V=V(Y?- X3+ X?) (Newton-Knoten), = = (0,0).
Hier kann man an den Nullpunkt 2 Tangenten anlegen (y = x und y = —z). Der Tangen-
tialraum, wie wir ihn definieren werden, ist der davon aufgespannte A?(k).

3) V=V(¥?-X3),2=(0,0).
Ist jeder beliebige eindimensionale Unterraum im Tangentialraum enthalten?
4.) V=V(X?+Y?— Z?) (doppelter Kegel), z = (0,0,0), y = (1,0,1).

Definition 4+ Bemerkung 3.16.1

Sei V' C A"(k) eine affine Varietat, x € V, I = I(V).
(a) Fir f € Isei fO = fV =" 2 (). X,. Weiter sei I, das von den V), f € I,
erzeugte Ideal in k[Xy,..., X,] und T, := Ty, := V(Ix). Ty, heifit Tangentialraum
an V in z.

(b) T, ist ein linearer Unterraum von A" (k).

(c¢) Sind f,..., f- Erzeuger von I, so wird I, erzeugt von fl(l), o .

Beispiele von oben:
1) L=(X), T,=V

=(2X-22)=(X-2), T,=V(X-2)

Bemerkung 3.16.2
Jeder Morphismus ¢ : V' — W von affinen Varietaten induziert fiir jedes z € V' eine k-lineare
Abbildung d,p : Ty, — Tw,p(@).-

Beweis (E z =0, ¢(x) = 0.
Schreibe ¢ = (1, ..., pn). Brauche k-Algebrenhomomorphismus:

(de0)*: kY, oo, Yol Loy — k(X1 ..., Xo) /L

Fiir j = 1,...,m ist @(V;) = Yj o p = ¢; = (¢*(¥;))) = L1, 52(0) - X; = (duip)*(Y)).

Sei f € I, (E f = gW fiir ein g € (V).

Schreibe g = Y7y a;Y, a; € k= (do) (f) = Xy a; X1y 55-(0)-X5 = 1y (X7 a5 5% (0)):
Xi=(gop)®

o m ag :
da %gixf)(m = 87(90(0)) g}% (0) )
ﬁj/—/

=a;

Proposition 4+ Definition 3.16.3

Sei V. C A"(k) eine affine Varietdt, z € V. Dann ist 7, in natiirlicher Weise isomorph
zu dem Dualraum (m,/m?2)Y von m,/m?2. Der k-Vektorraum (m,/m?2)V heit Zariski-
Tangentialraum an V in x.

mx/mi ist ein k-Vektorraum: Zunéchst ist mx/mi ein R-Modul fir R = Oy,. Weiter ist
R/m, = k.

Da m, - (m,/m?2) = 0 ist, hat m,/m? eine Struktur als R/m,-Modul.
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Definition + Bemerkung 3.16.4
Sei V eine Varietat, x € V.

(a) x heiit nichtsinguldrer Punkt (oder reguldrer Punkt), wenn

dim Ty, = dim, V.

(b) (Jacobi-Kriterium) Sei U C V eine offene, affine Umgebung von z, fi,...

k[X1,...,X,] Erzeuger des Verschwindungsideals I(U). Dann gilt:

0fi

x nichtsinguldr < Rang <8X (x)) =n —dim, V
J i,j

(c) Ist z singulér, so ist dim 7y, > dim, V.

Beweis b) Seiz eV, V=V(fi,...,f) CA"(k).

Jy(w) = <§)J§j( )>?1 !

.....

Ty, ist die Losungsmenge des LGS J¢(x) - X =0, denn fi(l)
S = (2L |
) el jf ( ) ij

= Rang (J;(z)) = max{d : 3(d x d)-Minor M von J; mit det M (z) # 0}
= Es gibt eine offene Teilmenge U von V', auf der Rang(J;(z)) maximal ist.

Beispiele 3.16.5
(a) V=(Y?2-X3-X?)=V(f)
Jr=(8£.5L) = (-3X2 —2X,2v)
0, -3X2-2X=0undY =0
1 , sonst
(b) V=V (f) € A"(k) mit einem Polynom f € k[Xq,...,X,].

Rang(Js(x)) =

x € A"(k) singularer Punkt von V < 0 = f(x) = 88—){1(1‘) =...= Eg{ﬂ

Proposition 3.16.6
Tvw 2 (Ma/m2) el = k

(in natiirlicher Weise)
Beweis Sei I = I(V) da erschwmdungadeal von V in k[ Xy, ..., X,]. (B
Dann ist M := m4" = ( T
= mY M/[ﬂ./\/l: / daICM
Beh. 1: Ma/, 2 =My /m
Denn: O, v = k[v],,v
mgy = mYk[VImY
a — % ist ein Homomorphismus p : m) — m, — M / 2 mit Kern (mY)?

plStSUI‘JthlV Seip=q-%e€m, mit g €m) abEk:[ ], bgmY

x )
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Ansatz: Wéhle a(= ql~)) emy =p— % =q-

Hitte gerne: a — bb € mY

Vadddddddddddddddddddds

Beh. 2: mw/<m\/)2 & Mz/M?c + 1= Mx/M;Qx + 1,

T

domn: ™yt 2 2 1 (M)
= (Y41 )
~ (Mx/l)/(/\/li 1))

= M””/Mi + 1

Definiere k-lineare Abbildung: « : (mx/mi)* — T, durch [ — (I(X1), ...
Zu zeigen: « ist wohldefiniert, d.h. a(l) € T,
0

Sei also f € I,,. Zu zeigen: f(«a(l)) =
f:gg(cl) flirein g € I o
= f(L(1) = £ 20 (2)I(X5)

i

= (T 5 (2) X))

i=1 59X,
= 1(gt") = 0 welil gV el C M2+,
Umkehrabbildung:
Tz
b

=

n)) € k"

— (")’

(o ln) — (X, 1)

Wohldefiniertheit von §: Ist > \; X; € Ix, so ist Y. \;l; = 0, da jedes Polynom in I, auf dem

Tangentialraum verschwindet, [; € T,

Definition 3.16.7

O

(a) Ein lokaler Ring heifit reguldr, wenn dim R = dimR/m(m/mQ) ist.

(b) Sei V eine Varietdt. Ein Punkt z € V ist genau dann nichtsinguldr, wenn Oy, ein

regulédrer, lokaler Ring ist.

Definition + Bemerkung 3.16.8
Sei V = V(.fl; c.

(a) Firi=1,...,r sei
fil =
2 9%,
Dann heifit
ﬂ/ — V(fl, ..

Tangentialbiindel iiber V.

Y € k[Xy,.

'7f7'7f117"'

, fr) € A™(k) eine affine Varietat.

"7Xn7}/17"'aYn]

,f})gA"XA":A%

(b) Seip:A™x A" — A" die Projektion auf die ersten n Komponenten. Dann ist p(7y) = V.

(c) Fiir jedes z € V ist p~(z) = Ty,

(d) Ist V eine beliebige Varietat und Vi, ..

sich die Tangentialbiindel Ty,, ..
iiber V.

., Vi eine affine Uberdeckung von V, so verkleben

., Ty, zu einer Varietdt Ty, dem Tangentialbiindel
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Beispiele 3.16.9
V=V({Y?-X?-X? T=V(Y?-X3- X2 —(2X +3X)W +2YZ) C A*
e

—f
Beh: 7y hat 2 irreduzible Komponenten 7; und 75.
Aquivalent dazu: [ := I(Y? — X3 — X2 —(2X + 3X*)W + 2Y Z) ist kein Primideal.

2 1172 2 2 _

XE(WA(2+3X)" —42°(X +1)) =

¢l ¢I

(WX(2+3X)-2YZ)(WX(2+3X)+2YZ) —4Z°X*(X + 1) +42°Y?
el —1z2(Y? — X*(X 4+ 1))

el
= T =V(Y2— X3 — X2 W22 —3X)2—4Z2(X +1)) C Ty
T,=V(Y*-X3- X2 X)CTy=V(X,Y)=A? iiber dem Nullpunkt.
TINT,=V(X,Y,W? - Z?%)

8§17 Der singulare Ort einer Varietat

Definition 3.17.1
Fir eine Varietdt V heifit

Sing(V') := {z € V : x ist singuldrer Punkt}
der singuldre Ort von V.

Satz 6
Sei V' eine Varietét tiber k. Dann ist Sing(V') echte Untervarietat von V.

Beweis (E  sei V affin in A"(k), V irreduzibel. Sei d = dim V.
Sing (V') ist abgeschlossen: Sei V=V (fi, ..., f), T = (2 iz1, .

an j=1,...,n
Dann ist Sing(V) ={z € V:Rg(J(z)) <n—-d=d} =

{z €V :det(M(x)) =0 fir alle (¢’ x d’) — Minoren M von J} =
(mM(d’xd’)—Minoren M von J V(det(M))) nv.

Sing(V') # V:

Fall 1: V = V(f) Hyperfliche, f quadratfreies Polynom

= Sing(V) ={z € V: aa—){j(x) =0,j=1,...,n}

Wire Sing(V') = V, so wire % el(V)=(f)firj=1,...,n = 68—){]_ =0firj=1,..,n=
char(k) =0: f €k Wid!
char(k) =p: f(Xy,....,X,) = g(X?, ..., XP) = gP, Wid!

Fall 2 V ist beliebig. Dann folgt die Behauptung aus der folgenden Proposition. U

Proposition 3.17.2

Jede irreduzible Varietéit V der Dimension d ist birational Aquivalent zu einer Hyperfliche in
AdJrl( k‘)

Beweis Ziel: Finde eine irreduzible Hyperfliche W C A% (k) mit k(W) = k(V). Dann folgt
die Proposition aus Korollar 7.5.
Sei X1, ..., X4 Transzendenzbasis von k(V') (Noether-Normalisierung von k(V)).

Dann ist k(v>/k(X17 X endlich.
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&  Sei k(V)/k( Xi,..., X,) cinfach (falls char(k) = p, so gibt es eine Transzendenzbasis mit
dieser Eigenschaft).

Sei y € k(V') ein primitives Element.

Sei Y™ + @y 1y™ 4+ ... + a1y + ap das Minimalpolynom.

Sei a; = % mit f,‘,gi S k[Xl, ...,Xd].

Sei g = g;, W :=V(¢™y™ + g™ apm_1y™ * + ... + g™ap).

W ist eine Hyperfliche in A1 (k)

kW] = BN Xa gV 3 = k(W) 2 k(V) 0

Bemerkung 3.17.3
Sei V eine Varietat, € V. Dann gilt:

Oy, nullteilerfrei < es gibt genau eine irreduzible Komponente Z von V mit x € Z.
Beweis (E V affin. Seien V; # V5 irreduzible Komponenten von V. Dann gilt:
reVinl
SI(Vi) + 1(Va) € my
Sy = 1(V;) - Oy, ist minimales Promideal in Oy, (i = 1,2) mit iy, # pos
<(0) nicht Primideal in Oy,
<Oy, nicht nullteilerfrei

(das vorletzte “<” folgt mit der Ubung: Mp Primideal in 2P = 1/(0)) O

Proposition 3.17.4
Sei V' eine Varietit, x € V. Gibt es irreduzible Komponenten V; # V5 von V mit z € V; N V5,
so ist z singularer Punkt von V.

Beweis Es geniigt zu zeigen:

Proposition 3.17.5
Jeder regulére lokale Ring R ist nullteilerfrei.

Beweis (mit Import von (1), -, (3); siche unten) Sei d = dim R. Induktion iiber d:
d=0: m/mZ =0 = m = 0 (Nakayama)

d=1: dim(m/mZ) = 1< R ist diskreter Bewertungsring, also insbesondere nullteilerfrei.

d>1: Seien pq,...,p, die minimalen Primideale von R. p, # m, da dim R > 1, auflerdem
2
m # m-.
(:22 Jaemmitad¢p,i=1,---,r
Behauptung

a ist ein Primelement in R.

Dann gibt es ein ¢ mit p; C (a)

Fiir jedes b € p; gibt esalsoge Rmit b=¢q-a
= q € p;, da p; Primideal ,a ¢ p;
=pi Cpi-(a) Spi-m

(Nakgama) pi = 0 ]
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Beweis (der Behauptung) Zeige: S := R/ (a) ist regulérer lokaler Ring der Dimension d — 1.
_ m ~m ~
B it ms = wnd 75/, =" )2 @i @ = )

Da a ¢ m?, ist mS/mQS C m/m2 = dim(ms/mg) <d-1

Noch zu zeigen: dims =d — 1

Sei p minimales Primideal in R, das in einer Kette der Lange d vorkommt und R’ := R/p. Dann
ist dim R’ = dim R = d und R’ nullteilerfrei. Da a ¢ p, ist a # 0 in R’ = ht(p) = 1 fiir jedes
minimale (Primideal q in R’ mit a € q)

= dim § = dim /(g = dim ¥ g = d - 1 0

Import:
(1) Jeder noethersche Ring hat nur endlich viele minimale Primideale.
(2) Vermeiden von Primidealen: Sei R ein Ring, pg C R ein Ideal, py,--- ,p, Primideale. Ist
I'CRIdeal mit I & p;,i=0,---,r,soist I € Ni_ypi
(3) Krullscher Hauptidealsatz: Sei R nullteilerfrei, noethersch, x € R,z # 0,z # R*.
Dann hat jedes Primideal, das x enthalt und minimal mit dieser Eigenschaft ist, Hohe 1.
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4 Nichtsingulare Kurven

§18 Funktionenkorper in einer Variablen

Satz 7
Ist K/k Funktionenkérper in einer Variablen tiber k (das heifit endlich erzeugt, trdeg, (K) = 1),
so gibt es eine bis auf Isomorphie eindeutig bestimmte nichtsingulare Kurve C' mit k(C) = K.

Beweis Sei Cx = {R C K : R ist diskreter Bewertungsring, k C R}

Ist C' nichtsingulére Kurve, so ist fiir jedes € C der lokale Ring O¢, ein diskreter Bewer-
tungsring in k(C) mit k C O¢,

Die Eindeutigkeit wird aus Prop. 18.4 und Prop. 18.5 folgen. 0

Bemerkung 4.18.1
Fir f € K ist Pp:={R € Ck : f ¢ R} endlich (Polstellenmenge von f).

Beweis (B f € K\ k (sonst ist Py = 0).

Dann ist ¢ := % transzendent tiber k, also K/k(g) endlich.

dann sei B der ganze Abschluss von k[g] in K. B ist dann ein Dedekindring (Alg I, Satz ...)
und somit endlich erzeugte, reduzierte k-Algebra.

= es gibt eine affine Varietdat V' mit k[V] = B.

Fir jedes x € V ist Oy, ein diskreter Bewertungsring = V' ist nicht singulér.

Sei R € Py, also f ¢ R. Dann ist g € R ggzg € mp = k[g] € R= B C R. (R ist normal).
m := mpg N B ist maximales Ideal in B = B,, ist diskreter Bewertungsring, B,, C R

Beh.: Dann ist B,, = R.

Denn: Andernfalls sei a € R\ By,.

Schreibe a =wu- f™ mitu € B, n>0, (f) =m
Dann wire : =u™'- f" € m = a € R*

f" € R*, Widerspruch zu f" € mg.

= dz € V mit R = Oy,, g € mg.
ist g(x) =0=>a2€V(g) CV.
da g # 0, ist V(g) # V, also endlich. O

Bemerkung 4.18.2
Sei C' eine irreduzible, nichtsingulare Kurve tiber k, K = k(C). Dann gilt:

(a) Oc, € Ck fiir jedes z € C
ist injektiv.

(¢) Ck \ ¢(C) ist endlich.
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Beweis ¢) (E Sei C affin, dann ist K = Quot(k[C])
Fir R € Cy, gilt: R € p(C) < k[C] C R (denn das ist dquivalent zu R = k[C],, fur ein
maximales Ideal m C k[C]).
Seien x1, ..., x, Erzeuger von k[C] als k-Algebra, dann ist

T

p(C)={ReCk:zieRfixi=1,.,r}=({R€Ck:x € R}

=1

Nach 18.1. ist Cy \ U;(= P,,) endlich = Ck \ ¢(C) ist endlich. O

Bemerkung 4.18.3
Ck ist Varietédt durch

(a) U C Ck offen < Ck \ U endlich (oder U = 0)
(b) Fir U sei O(U) = O¢, (U) = Npgev R

Beweis Sei C' affine, nichtsingulire Kurve mit £(C') = K. Dann ist nach 18.2 ¢(C) offen und
dicht in Cx und ¢ : C' — ¢(C) ist Isomorphismus, denn O¢,. g, = R fir jedes Ry € Ck.

Fir U C Ck offen mit Ry € U ist O(U) — Ry

= OCK,R = limROGU O(U) — Ry.

FﬂrfERQSGiUf:CK\PfijO(Uf)

Fur U C C offen ist OC(U) = ﬂer OC@

Wir sind sicher: ¢ : C'— ¢(C) ist ein homéomorphismus.

Wir brauchen noch: Fiir jedes offene U C C' einen Isomorphismus von k-Algebren (vertraglich
mit “C“):

ay Ocy (¢(U)) Oc(U)
I I
nReso(U) R Necv OC,x
I I
Nrepw) Ock,r = Neev Ocy () O

Beh.: Fiir jedes R € Lk gibt es eine affine Kurve Cg mit R € ¢(Cg), also mit k[Cg|] C R.
Denn: Sei g € R\ k, B der ganze Abschluss von klg] in K. Dann ist B C R und B = k[Cg]| fur
eine nichtsingulare, affine Kurve Cg (siche 18.1).

Proposition 4.18.4
Ck ist projektiv.

44



Beweis Sei Cx = U;_; V; mit affinen nichtsingularen Kurven V; wie in ?7. Seien weiter
Vi € A™ (k) und C; der Zariski-Abschluss von V; in P" (k). C; ist projektive Kurve (eventuell
singuldr). Nach Proposition 4.18.6 ldsst sich die Einbettung V; — C; zu einem Morphismus
©; - C K — Ol

Sei ¢ : Cx — [1i_; C; ist projektiv, C := ¢(Ck) auch.

¢ : Cxg — C'ist dominant = k(C) C K = k(C) = K.

Behauptung
@ ist surjektiv.

Beweis Sei x € C, R der ganze Abschluss von O¢, in K. R ist normal, also diskreter Bewer-
tungsring

:>R€CK:>OCJ §R§OC7¢(R) =>£E:<,0(R)

Beweis (obiges “=”) fiir i mit R € V; ist R = Oy, ,,(r). Die Projektion pr; : ¢ — C; ist
dominant

= O, p;(r) — Ocp(r) ist injektiv,

also ein Isomorphismus, da Oy, ., () ein diskreter Bewertungsring ist. (benutze: Ist R diskreter
Bewertungsring, K = Quot(R), S C K lokaler Ring mit R C S und mg N R = mg, so ist
R=29) O

Noch zu zeigen:

Bemerkung 4.18.5
Sei i : V. — W ein bijektiver Morphismus. Ist fiir jedes x € V der induzierte Homomorphismus
Ow,o(z) — Oy, ein Isomorphismus, so ist ¢ ein Isomorphismus.

Beweis (E V,W affin, sei A := k[W], B := k[V]

Die Voraussetzung ist aquivalent zu:

a: A — B ist ein k-Algebrenhomomorphismus, sodass «,, : A,, — B, flr jedes maximale
Ideal m von A ein Isomorphismus ist (wobei m’ das, wegen der Bijektivitat von ¢, eindeutig
bestimmte maximale Ideal von B mit a~(m/) = m).

Zu zeigen: « ist bijektiv

« ist injektiv, da ¢ surjektiv ist.

a ist surjektiv: Seiz € B, [, :={y € A:y-z € A}

1, ist Ideal in A.

Ist I, = A, soist 1 € I, also z € A.

Ist I, # A, so sei m maximales Ideal in A mit I, Cm

Ve HaeA,beA—mmitﬁz%inAm:Bm/

=JHeA—mmitt-(b-x—a)=0
=t-br=tac A
= tb € I, € m Widerspruch! da t ¢,b¢ m O
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Proposition 4.18.6
Sei C nichtsingulére irreduzible Kurve, V projektive Varietét, ) # U C C offenund o : U — V
ein Morphismus. Dann gibt es genau einen Morphismus ¢ : C' — V mit ¢|U = ¢

Beweis C' —U ist endlich, also (E C—U = {z}, EV =P*(k) und p(U) ¢V (X;),i=1,...,n
Sei h;j = % o ¢ fiir i # j. hyj ist regulir auf ¢~ 1(D(X;)) (# 0, da (U) ¢ V(X))

= hz‘j S ]{3(0) =K

Nach Voraussetzung ist Oc¢ , diskreter Bewertungsring in K. Sei v, : K* — Z die zugehorige
Bewertung. Seien weiter v; := v, (hio),i = 1,...,n und r = min{v;,i = 1,...,n}.

Fir ¢ # k ist dann

X, X,
U:c(hzk:) = Vg <X0Xk o 90>

Xi Xo
- ((F09) (% °9))
= Uw(hi,()) - Um(hk,o)
=7r;,—71 >0

3 Umgebung U von z mit hy, € Oc(U),i =1,...,n ,i # k. Fiir y € U sei

Ay) = { (hor(y) -+ = huk(y)) k=0 oderr, <0
(1:hik(y) - hro(y) s hmi(y) - heoly))  k# und rp >0

¢ ist Morphismus U — V
(mit Bild in D(X}) beziehungsweise D(Xy). Fir y # x ist ¢(y) = ¢(v)). O

8§19 Divisoren

Definition 4.19.1
Sei C' eine nichtsingulare, irreduzible Kurve.

(a) Ein Divisor auf C ist eine endliche formale Summe

D =) nP, wobeineN, n;€Z, P,eC
i=1
Div(C) :={D =Y n;P;: D ist Divisor auf C'}
ist eine freie abelsche Gruppe, genannt Divisorengruppe von C.
(b) Fir D =", n;P; heifit deg(D) := Y7 | n; der Grad von D.
(¢) D heiBt effektiv, wenn alle n; > 0 sind.

Definition + Bemerkung 4.19.2
Sei C' wie in 19.1, f € k(C)*.
(a) Fir P € C heifit ordp(f) := vp(f) die Ordnung von f in P (dabei sei vp die zu P
gehorige diskrete Bewertung von k(C')).

(b) div(f) := X pecordp(f) - P heiit Divisor von f.
(¢) D € Div(C) heifit Hauptdivisor, wenn ein f € k(C)* existiert mit D = div(f).
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(d) Die Hauptdivisoren bilden eine Untergruppe Divg(C') von Div(C).
(e) CI(C) := DiV(C)/DiVH(O) heifit Divisorenklassengruppe von C.

(f) Divisoren D, D" € Div(C) heifien linear dquivalent, wenn D — D’ Hauptdivisor ist.
Schreibweisen: D= D', D~ D’

Beweis

b) Zu zeigen: {P € C : ordp(f) # 0} ist endlich.

{P e C:ordp(f)#0}=V(f) UV(%) und f # 0.

d) div(f) +div(g) =div(f - g); —div(f) = div(%); 0 = div(1) O

Beispiele 4.19.3
(a) C =P'(k)
Dann gilt D € Div(C) ist Hauptdivisor < deg(D) =0

denn “=“ Sei f = % € k(C)* mit a;,b; € k, a; # b, fiir alle ¢, j

= div(f) =X ai — XL, b+ (m —n) - o0
= deg(div(f)) =0
“«<* Fir Null- und Polstellen, die nicht im Punkt oo liegen, schreibe f wie oben, mit
den entsprechenden Linearfakoren fiir die Nullstellen im Zahler, bzw. fiir die Polstellen
im Nenner, jeweils mit Vielfachheiten.
(b) C=V(Y?Z — X® + XZ?%) C P?(k) (Homogenisierung von y* = 2% — 1)
C=V(?—2*+2)U{(0:1:0)} Sei f =y =2 € k(C)*. Gesucht: div(f)
Auf Uy = D(Z) ist y regular und hat 3 Nullstellen, nadmlich P_, = (—1,0), F, = (0,0)
und P, = (1,0).
FPy: mp, wird erzeugt von x und y.
Es ist y? = x(2* — 1) = y erzeugt mp, (mit  dagegen lisst sich nur y? erzeugen).
EOé’,PO
Mit y = z(x — 1)(z + 1) und dem gleichen Argument zeigt man das gleiche fiir P_; und
Py
= Py, P_1, P, haben alle Ordnung 1.
Po=(0:1:0):
mp,_ wird erzeugt von

X

~ und % mit der Gleichung

=G -7 @)

j(X)3_Z L XZ
Y) Y YY
N—_———

OC pae

= — erzeugt mp
% g o

Y
= ordp_ <Z> = -3

Insgesamt folgt: div(f) = P_1 + Py + P1 — 3P4
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Definition + Bemerkung 4.19.4
Seien C', C" nichtsingulare Kurven, f : C'— C’ ein nichtkonstanter Morphismus.
(a) Sei @ € C' und t € mg Erzeuger.
Fir P € f74Q) heiit ep(f) := ordp(t o f) Verzweigungsordnung von f in P.
(b) ep(f) hdngt nicht von der Wahl von ¢ ab.
(c) Fir Q € €’ sei
Q= > ep(f)-P
Pef~1(Q)
und f* : Div(C") — Div(C)
der induzierte Gruppenhomomorphismus.

(d) f*(Dive(C")) € Divy(C)

Beweis d.) Sei D =div(go f) € Divy C".
Es gilt f*D = div(go f), denn:
Fir P € Cist ordp(go f) = N, falls g o f = ¢} - u fiir eine Einheit u € OF p und einen
Erzeuger tp von mp. Der Koeffizient von P in f*D ist

ordyp)(9) - ve(tg o f)

=n =m

mit @ := f(P). Also:

g:tg~u1,thf:t7£-u2
=go f=(@tsof)" (urof)=t"" uy(uiof)
—————
eOéyP

=ordp(go f)=n-m O

Definition + Proposition 4.19.5
Sei f : C —> (' ein nichkonstanter Morphismus irreduzibler, nichtsingularer, projektiver
Kurven.

(a) deg(f) := [k(C) : E(C")] heiBt Grad von f (dabei wird k(C") als Teilkorper von k(C')

tiber den von f induzierten Homomorphismus aufgefasst).

(b) Fiir Q € C"ist Xpeg-1() ep(f) = deg(f)

Beweis b.) Sei f~1(Q)={P1,...,DP},t =tg ein Erzeuger von mg

= ep,(f) = ordp(to f) = ordp,(t) = dimy, (OCr/()) (%)
wobei (t) = <t;1:i(f)).
(E C" affin, C affin (die P; miissen in C' sein)
Sei R = k[C'], S = Ek[C]. Dann ist S der ganze Abschluss von R in k(C'). Sei U = R —my,
also Ry = O¢r g, S" := Sy ist ganz iiber Ry.
Behauptung: S’ ist freier Ry-Modul vom Rang n := (f).
“Beweis”: S’ ist endlich erzeugter Ry-Modul: vergleich Algebra II, Dedekindringe.
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Mit dem Elementarteilersatz fiir Hauptidealringe folgt die Behauptung “frei”.

Weiter ist
S'" @ k(C) = k(C) = Rg(5") = [K(C) : K(C)] = n
Ocr g
Die maximalen Ideale my,...,m, von S" entsprechen P, ..., P., genauer: S;n = Oc¢,p,

Es ist © ,/t . §’ n-dimensionaler Vektorraum tiber Ry / (t) =k
Weiter gilt:

S = <U ts;m) ns'
i=1

Mit dem chinesischen Restsatz folgt:

r

S,/tS/ = G?S//(tS_m/ ns) > GL?S;M/{ES;M = G;?OGPZ/(”

1=

und dim(OC>Pi/(t)) = ep,(f) O

Satz 8
Jeder Hauptdivisor auf einer irreduziblen, nichtsinguldren Kurve hat Grad 0.

Beweis (Beweisidee)

f € k(C) \ k kann aufgefasst werden als rationale Abbildung C' --» P!(k). Nach Prop. 18.5 ist
f sogar ein Morphismus f : C'— P!(k). Der Satz folgt dann aus:

Beh 1: “div(f) = *((0) — (o0))’

Beh 2: deg(f*D) = deg(f) - deg(D) fiir jeden Divisor D.

Beweis (von Beh 1) Seien (x( : z;) homogene Koordinaten auf P!(k). Dann ist div(%) =
(1:0)—(0:1) und

4.19.4d.)

F1:0) = (0: 1) M div(f((l)of):div(f) O

Beweis (von Beh 2) folgt aus Proposition 4.19.5 b.) O

§20 Das Geschlecht einer Kurve

Sei C' eine nichtsingulare, projektive Kurve iiber £.
Definition 4+ Bemerkung 4.20.1
Sei D =Y npP ein Divisor auf C.
(a) L(D) :=={f € k(C) : D+ div(f) > 0} U {0} heiBt Riemann-Roch-Raum zu D, L(D)
ist k-Vektorraum.
(b) L(0) =k
(c) Ist deg(D) < 0,s0ist L(D) =0
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(d) Fir I(D) := dim L(D) gilt:
(D) = (D), falls D = D'

Beweis (a) f € L(D) < fiir jedes P € C ist ordp(f) > —np
ordp(f + g) > min(ordp(f),ordp(g))
(d) Sei D' = D + div(g). Dann ist L(D') — L(D), f + fg ein Isomorphismus von k-
Vektorraumen, denn

D' +div(f) > 0 < D +div(g) + div(f) > 0
<D +div(fg) >0 O

Satz + Definition 9 (Riemann)
(a) Fir jeden Divisor D € Div(C) mit deg D > —1ist (D) < deg D + 1.
(b) Es gibt ein v € N, sodass fiir alle D € Div(C) gilt

(D) >degD+1—7

(c) Das kleinste v € N, fiir das (b) erfillt ist, heift Geschlecht von C, Schreibweise: g =
9(C).
Bemerkung 4.20.2
(a) Sind C und €’ isomorph, so ist g(C) = g(C").
(b) g(P'(k)) =0

Beweis (a) ,/
(b) Zu zeigen: fiir jeden Divisor D vom Grad > 0 auf P!(k) ist (D) = deg D + 1.
Schreibe: D = D’ + Dy mit D’ > 0 und deg(Dy) = 0. Nach Beispiel 4.19.3 ist Dy

Hauptdivisor.
= (D) =1(D). Also (2 D > 0,

D= an‘Pz‘ mit n; > 1.
i=1

=L(D)={f € k(X) :ordp,(f) > —ns,i=1,...,r und f regulir auf P'(k)\ {P},..., P.}}

Also ist
1 1
..., ,
X - P (X — P1>n1
1 1
X—Pg’ ."(X—PQ)’”Q’
1 1
X B (X B
eine Basis von L(D). O
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Beweis (von Satz 9) (a) Induktion iiber d = deg(D)

d=0:Ist f € L(D), f # 0,s0ist D+div(f) > 0. Dadeg(D-+div(f)) = 0, folgt D+div(f) =

0
=D = —div(f) = div(}lc)
=L(D)=f-k=1D)<1

d Z 1: Sei D = EPEC und fl, .. .,fd+2 c L(D)

Zu zeigen: die f; sind linear abhéngig. Sei dazu P € C. Sortiere die f; so, dass

ordp(f;) = —np fir i =1,...,k und
ordp(f;) > —npfiri=k+1,...,d+ 2 (fir ein k > 0)
=fie L(D—-P)firi=k+1,...,d+2

Ist k =0 oder k =1, sosind fs,..., foro € L(D — P) nach Induktionsvoraussetzung

linear abhangig. Sei also k > 2.
Sei g; == u;(P) - fi —u1(P) - fi =t7"" (u;(P) - ug — uy (P) - u;)

Emp

(“=", wegen f; =t - u; fir u; € OF p und einen Erzeuger ¢ = tp von mp)
=g € L(D—-P)i=2,...,k
=02, Gky frsr1,- -, faro sind linear abhangig
=f1,-- [k, fkx1, - - - faro sind linear abhéangig

(b) Behauptung 1: Fir jeden Divisor D € Div(C') und jedes P € C' gilt

I(D+P)<ID)+1

denn: Sei fi, ..., f, eine Basis von L(D+P). Wie oben sei f1,..., fx ¢ L(D), fri1,- -

L(D). Definiere g;,i = 2,...,k wie oben (ist k < 1, soist [(D) > n —1).

g2, . . ., gr linear unabhéngig
=G,y ks Jlil, .- -, fn linear abhingig
=[(D)>n—1

Fir D € Div(C) sei s(D) :=deg D + 1 — (D). Dann ist zu zeigen

3y € NVD € Div(C) : s(D) <

Es gilt

(i) s(D) =s(D') fir D =D’ (4.20.1 (d))

(ii) s(D') < s(D), falls D' < D (Behauptung 1)
Waihle nun f € k(C) — k fest. Sei
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der Nullstellendivisor von f. deg(N) = deg(f) =: n.

Behauptung 2: Zu jedem Divisor D € Div(C) gibt es einen linear dquivalenten Divisor
D' mit D' <m - N fur ein m > 1.

Behauptung 3: Es gibt ein v € Nmit [(m - N) > m-n+ 1 — ~ fir alle m > 1.

Dann ist fiir D € Div(C) und D" wie in Behauptung 2

s(D)Z (D) < s(m-N)=m-n+1—1(m-N)

< m-n+l—(m-n+1)+y=x O

Beweis (von Behauptung 2) Sei D =Y np- P
Gesucht: h € k(C) mit

m-ordp(f) : ordp(f) >0

np + Ol"dph < { 0 : Ol”dp(f) <0

Seien Py, ..., P. die Punkte in C| fiir die n; := np, > 0 ist, aber ordp, (f) < 0.

Seihi::%—ﬁek(C)X,izl,...,r

= ordp,(h;)) > 1,i=1,...,r

ordp(h;) > 0 fiir alle P # P, mit ordp(f) <0

r

= h = H h;* hat die gewtlinschte Eigenschaft 0
i=1

Beweis (von Behauptung 3) Sei g, ..., g, eine Basis von k(C) iber k(f) = kz(%)
Dabei kénnen die g; so gewahlt werden, dass sie ganz iiber k’[%] sind.

= Jede Polstelle von g; ist auch Polstelle von %, also Nullstelle von f.

= div(g;) + 1N > 0 fiir ein geeignet grofies 79 € N (i =1,...,n) = ¢; € L(~N)

Seim >1
Beh.: % € L((m+~)N), i=1,...n;, v=0,...m
Denn:

div(f5)+(m+70) N = div(g;) —v div(f)+mN 44N = (m—v)N = 0, dadiv(g;)+70N = 0 (s.0.)

Die % sind k-linear unabhéngig.
S 1((m+70)N) > mln+1)
Bew Lglnd. I(mN) >n(m+1) —yn=mn—n(y — 1)
1
=y—
(Denn: Kommt ein Punkt hinzu, so vergréfiert sich die Dimension um 0 oder 1.) O

Folgerung 4.20.3
Sei C' eine nichtsingulare, projektive Kurve, g = ¢(C). Dann gibt es ein dy € Z, so dass fiir alle
D € Div(C') mit deg(D) > dy gilt:

[(D) =deg(D)+1—g
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Beweis Nach Satz 8 gibt es ein Dy mit {(Dy) = deg(Dy) +1 — g.

Sei dy = deg(Dy) + ¢g und sei D € Div(C) mit deg(D) > d,

= (D — Dy) > deg(D) —deg(Dy) +1—g >1

Also gibt es ein f € L(D — Dy), f #0

= D' := D +div(f) > Dy

S(D) = (D) > s(Do) =g, (s(D) = deg(D) + 1~ (D)

mit Satz 8: s(D) <g VD = s(D)=g O

Proposition 4.20.4

Sei C' C P?(k) eine nichtsingulére projektive Kurve vom Grad d > 1 (d.h. C' = V(F) fiir ein
homogenes Polynom F' vom Grad d). Dann ist

1
9(C) = 5(d—1)(d~2)
Also:d=1,2=9g=0d=3=9g=1d=4=9g=3;d=5=9g=6 ..
Es esistieren somit keine nichtsinguliren Kurven vom Geschlecht 2,4.5,... in P?(k)

Beispiele 4.20.5
V(XJ+ X¢+ XY¢) ist nichtsingulir (d > 1, char(k) t d) (“Fermat-Kurve®)

Beweis Beh. 1: Es gibt eine Gerade L C P?(k) mit §(C' N L) = d.
Denn: Ausnahme bilden nur die Tangenten. Deren Menge ist aber ein Zariski-abgeschlossener
Unterraum der Menge der Geraden.

Sei L =V (Fy) wie in Beh. 1, LNC ={Py,..., Py}
@ HED(X()), 221,,d

Beh.: Fir D = ¥, P, m > 1 und g € L(mD) gibt es ein homogenes Polynom H €
k’[Xo,Xl,XQ] mlt g = —Flfn
1
Denn: Sei
£
= —ck(C
fi X, € k(C)

Dann ist div(f{"g) = mD —mD’ + div(g) mit einem effektiven Divisor D" mit Trager in V(X))

= f{"¢g ist ein Polynom in % und % vom Grad m.
H

Die Homogenisierung H von f{"g erfilllt g = &=
1

Also:

L(mD) — k[X07X17X2]m/F . k[XO,X1,X2]m—d

= 1(mD) = (m + 1)(m+2) — (m— d+1)(m —d+2)
= ;[d(m—d+2)+d(m+1)]
= md — (& ~3d)

:md+1—;(d—1)(d—2) 0
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§21 Der Satz von Riemann-Roch

Sei C' eine nichtsingulare projektive Kurve iiber k, k algebraisch abgeschlossen.

Erinnerung / Definition + Bemerkung 4.21.1

Qc = Queyw sei der k(C)-Vektorraum der k-Differentiale von k(C). Die Elemente von
Qucyr heiBen rationale Differentiale oder meromorphe Differentiale auf C. Es gilt:
dimk(c) QC =1

Beweis

o Ist C' =P(k), soist k(C) = k(X) und Q¢ = k(C) - dX.

e Im Allgemeinen ist k(C) = k(x,y) fir geeignete z,y.
z und y sind algebraisch abgéngig, das heifit es gibt F' € k[X,Y]| mit F(z,y) = 0 =
dF (x,y) = 0. Es gibt also lineare Gleichungen zwischen dx und dy. 0

Definition + Bemerkung 4.21.2
Sei w € Qe,w #0
(a) Fir P € C sei tp ein Erzeuger von mp und w = fdtp (fir ein f € k(C)). Dann ist
ordp w := ordp(f) unabhingig von der Wahl des Erzeugers tp.

(b) div(w) := 3 pecordp(w) - P ist Divisor auf C'.
(¢) K € DivC heifit kanonisch, wenn es ein w € Q¢ gibt mit K = div(w).
(d) Je zwei kanonische Divisoren sind linear dquivalent.
Beweis (a) Ubung!
(b) Sei P € C,tp Erzeuger von mp
U=C—-{PecC:tp¢g Op}
ist offen in C. Fiir Q € U ist tg :=tp — tp(Q) € mg und d(tg) = d(tp). Die Teilmenge
U’:{QEU:thémi}

ist offen (!). Fiir @ € U’ ist ordg(w) = ordp(f).
= ordg(w) # 0 fir nur endlich viele @ € U’. O

Beispiele

C =P(k),w=dz

In a € C ist z — a ein Erzeuger von m,
s od,w=0,daw=dz=1-d(z—a)
In oo ist % Erzeuger von m.

1
dz = —ZQd(;),OI“dOO(ZQ) = -2 =div(w) = -2 -0

Satz 10 (Riemann-Roch)
Sei C' eine nichtsingulére projektive Kurve iiber k£, K ein kanonischer Divisor auf C. Dann gilt
fir jeden Divisor D € Div(C):

I(D)—l(K—-D)=degD+1—g

o4



Beweis fiir den Fall C' C P?(k).
Behauptung: Fiir jeden Divisor D mit {(D) > 0 und jedes P € C gilt:
Ist (K — D —P)#Il(K —D),soist [(D+ P)=1D).

Proposition 4.21.3
Sei C' = V(F) C P?(k) nichsinguldre projektive Kurve vom Grad d > 3 und L C P?(k) eine
Geradee mit LNC = {Py,..., P;}. Dann ist

ein kanonischer Divisor.
Probe:

deg K +2=d(d—3)+2=d*-3d+2=2g

1

gzi(d—l)(d—Q): (d* — 3d +2)

1
2
Beweis (E L = V(Xj). Sei X = %,Y =%

% (als Elemente von k(C'))
Behauptung:

d
div(dz) = > (d — 3) P, + div(f,)

=1

wobei f, die Klasse in k(C) von —i= - 2L ist. Dann ist

Xg*1 0Xo

, OF d
div(f,) = > ordp =—— P —> (d—

PeUy 0Xy i=1

Zu zeigen ist also:
, OF d
divdz = ZordP—P—ZZPZ- O

PeUo 09Xy i=1

Folgerung 4.21.4

D=0:1-1U(K)=1-g
(a) I(K) =g
(b) deg(K)=2g—2,9g—1=degK+1—¢g;D=K
(c) fur degD > 2y —1ist (D) =degD+1—g
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